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Exercice 1. On considere I'espace (¢2(N), ||.||2) des suites réelles a = (a,,)nen de carré sommable,
muni de la norme ||alls = (Z lan|?)2. On note
neN

B:= {a € L(N) | D (1+n?)anl® < 1} .

neN
Montrer que B est une partie compacte de £2(N).
Indication. On pourra par exemple considérer une suite (a*)ren d’éléments de B, montrer que :

1. (a®)ren admet une sous-suite (a®*®)) ey qui converge simplement,
2. que la limite de cette sous-suite est dans B,

3. que (a®®)) ey converge en fait au sens de la norme ||.||2.

Exercice 2. Dans cet exercice, on consideére une fonction f : R — R de classe C' telle que
(@) —sin(z)| <1

pour tout z € R. On s’intéresse aux solution de I’équation différentielle
1) 2’ = f(a)

Montrer que toutes les solutions maximale de (1) sont définie sur R et bornées.

Exercice 3. Le but de I’exercice est d’étudier les solutions du systéme d’équations différentielles

x’ T—TYy—7T
2) {y' = —dy+2xy

2

au voisinage du point A = (1,0).

1) Montrer que la point A est un point fixe du systeme (2). Que peut-on dire sur la nature de
ce point fixe ?

2) Déterminer les isoclines Iy et I, du systeme (2). Qu’en déduit-on ?



3) On considere une solution maximale (x(t), y(¢)) du systéme (2). On note I =|T}, T*['intervalle
de définition de cette solution maximale. Dans cette question, on suppose qu’il existe un instant
to € I tel que (z(to),y(to)) € U, ou

U:={(z,y) ER?tels que 0 < z < 1,y < —z + 1}.

a) Montrer que (z(t),y(t)) € U pour tout t € [to, T™[.

b) En déduire que T = +o0 et que (z(t),y(t)) — A quand t — +o0.

4) On suppose maintenant qu'il existe un instant ¢y € I tel que (z(to),y(t9)) € V, ou
Vi={(z,y) €R*>tels que 0 < x < 2,y > —x + 1}.

a) Montrer que x(t) et y(t) décroissent tant que (z(t),y(t)) reste dans V.
b) En déduire que 7% = +o0 et que (z(t),y(t)) — A quand t — +o0.

Remarque. On montrerait de méme que T* = +oo et (x(t),y(t)) — A quand t — +o0 s’il
existe un instant to € I tel que (x(tg),y(to)) € W, ou

w:={(z,y) €R? tels que 0 < 2 <2, -1 <y < 0}.



