MASTER MATHS FONDA. ET APPLIQUEES ORsAY 2008-09
1ERE ANNEE - 2 EME SEMESTRE - ANALYSE

Feuille d’exercices n°2
ESPACES METRIQUES COMPLETS

Les deux premiers exercices concernent la notion de complété d’un espace métrique. Les exercices
3,4 et 5 montrent trois exemples d’applications intéressantes du théoréme du point fixe de Banach-
Picard, et ’exercice 6 une application importante du fait que ”dans un espace de Banach, toute
série normalement convergente est convergente”. Les 7, 8 et 9 ont pour but de vous faire manipuler
la notion d’ensemble Ggs-dense et le théoreme de Baire. Enfin, les exercices 10 et 11 sont des
applications du théoreme de Banach-Steinhaus.

1 - Complété d’un espace métrique.

Soit (X, d) un espace métrique. On dit qu'un espace métrique complet (Y, J) est un complété de
(X, d) si il existe une isométrie 7 : X — Y (c’est-a-dire que 6(i(x),i(z’)) = d(z,2")) telle que f(X)
soit dense dans Y.

1. (Unicité) Montrer que si (Y1,d1) et (Y2, d2) sont deux complétés de (X,d) alors Y et Ys sont
isométriques.

2. 81 X C Y avec (Y,d) complet. Donner un complété de X.

3. (Ezistence) Soit (X,d) un espace métrique non vide et a € X fixé. Pour x € X, on définit
fo: X = Rpar fo(y) =d(z,y) — d(a,y).

Montrer que I'application i : x — f, est une isométrie de (X, d) vers I'espace B(X,R) des fonctions
réelles bornées sur X, muni de la norme du sup. En déduire que (X, d) posséde un complété.

2 - Exemples d’espaces complets ou non

Les espaces suivant sont-ils complets? Sinon pouvez-vous en décrire un complété?

1. L’espace P,, des fonctions polynomiales de degré inférieur ouégal a n sur [0, 1] muni de la norme
[Plloc = suppo 1y [P(2)].

2. L’espace P = U,enPy, des fonctions polynomiales sur [0, 1] muni de la norme || P||o = supjo 1) |P(t)].
3. L’espace E = C([0,1], R) muni de la norme || f[|; = [ |£(t)|dt.

4. L’espace E = C1([0,1],R) muni la norme || f||oo = supyo, 1 |.f(2)]-
5. L’espace E = C1(]0,1],R) muni la norme || f||q = || flloo + | f']loo?
(

6. L'espace E = C.(R,R) des fonctions continues de R dans R, a supports compacts, muni de la
norme || f/|oo-




3 - Equation intégrale de Volterra.
Soit k € C([0,1]%,C). Onnote M = ||k||o et E = C([0, 1],C). On définit une application K : E — E

T

par K(f)(z) = /0 k(. 9) f(4)dy.

(M)"

1. Montrer que, pour n € N*, I'application itérée K™ satisfait Vx € [0,1], |K" f(z)]| < —
n!

[1flloo-

2. Soit A # 0 et f € E donnée. Montrer que la série Z A" LK™ f converge dans E.
n>0

3. En déduire que I’équation de Volterra : (Ald — K)g = f possede une unique solution g dans F.

4 - Escalier du diable.

On note E = {f € C([0,1],R) | f(0) =0 et f(1) = 1} muni de la norme || |oo. Soit T': E — E
I’application définie par
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1. Vérifier que T est bien définie et %—lipschitzienne.
2. Soit ¢ 'unique point fixe de T'. Montrer que ¢ est dérivable, de dérivée nulle sur le complémentaire
de ’ensemble triadique de Cantor.

On a donc “construit” une fonction continue de [0,1] dans [0,1], telle que f(1) — f(0) = 1, mais
telle que f' est nulle presque partout !

5 - Courbe de Péano.
On veut construire une application continue surjective de [0, 1] sur un triangle plein 7' C R2,

On note E = {f € C(0,1],C) | £(0) =0 et f(1) = 1} muni de la norme || |o. A f € E, on associe
la fonction Sf : [0,1] — C définie par f(0) = 0 et pour t €]j/4,(j + 1)/4] avec j = 0,1,2,3 par
Sf(t) =sj(f(4t —j)), our s sont les quatres similitudes définies par

z 14z
= Sl(z): 2 s

On note fy : [0,1] — C la fonction définie par fy(t) = t.

_1+i—iz 1+ 2

5 . s3(z) = 5

s9(z)

1. Dessiner les courbes images S(fo)([0,1]) et S?(fo)([0, 1]).

2. Montrer que Sf € E si f € E, puis que S : E — FE est contractante. En déduire que S possede
un unique point fixe p € E.

On considere le triangle T ={z+iy |0 <y <zety <1-—x}.

3. Vérifier que T = U s;(T). En déduire que Vn € N, S™(fo)([0,1]) C T.
0<5<3



4. Montrer qu’il existe C' > 0 tel que Vo € T, d(z, S™(f0)([0,1])) < C2™.

Indication. Procéder par récurrence et écrire x sous la forme s;(y) avec un y € T..

5. En déduire que I'image ¢([0,1]) est dense dans T', puis qu’elle est égale a T'.

6 - Exponentielle d’un endomorphisme.

Soit E un espace de Banach. Pour A € L(F), on définit I'exponentielle de A

exp(A) =) %

n>0

1. Montrer que exp(A) est bien définie.

2. Montrer que, si A, B sont deux éléments de L£(F) qui commutent (i.e. Ao B = Bo A) alors
exp(A + B) = exp(A) o exp(B).

3. Montrer que exp(A) est un isomorphisme pour tout A € L(E).

4. Soient zg € E, A € L(E), et ¢ la fonction de R dans E définie par ¢(t) = exp(tA)(xo). Montrer
que ¢ est différentiable et solution de I’équation différentelle linéaire

¢'(t) = A($(t))-

7 - Propriétés des Gjy.

1. Dans R* montrer, en raisonnant par ’absurde, qu’une intersection dénombrables d’ouverts denses
n’est jamais dénombrable.

2. Donner dans R un Gy (une intersection dénombrable d’ouverts) dense de mesure nulle.

8 - R[X] n’est pas un espace de Banach.

Soit E = R[X] I'espace vectoriel des polynomes & coefficients réels. Montrer, grace au théoréme de
Baire, qu’il n’existe aucune norme sur F le rendant complet.

9 - Ensemble des points de continuité d’une fonction.

1. Soient (X,d) et (Y,0) deux espaces métriques et f : X — Y quelconque. Pour n € N* on pose
Q, = {z € X | 3V, voisinage ouvert de = tel que d(f(y), f(z)) < 1/n pour tout y,z € V,.}.

Montrer que €, est un ouvert, puis que [£2,, est 'ensemble C(f) des points de continuité de f.



2. Soit (Y, 0) un espace métrique. Montrer qu’il n’existe pas de fonction f: R — Y avec C(f) = Q.
En existe-t-il une avec C(f) =R\ Q7

3. Soit (Y, ) un espace métrique et f : R — Y une focntion. On suppose que f est limite simple
d’une suite de fonctions continues. Que peut-on dire sur I’ensemble de ’ensemble des points de
continuité de f ? En déduire par exemple que 1g n’est pas limite simple de fonctions continues.

10 - Une caractérisation des suites de /(R).

Soit (an)nen une suite de réels telle que Zn>0 anb, converge pour toute suite (by,)nen vérifiant
> s0 b2 < +o00. Montrer que Y., < a2 < +oc. Indication : on pourra considérer les suites du type
(ao;hlw..,aNyo,Ow..). -

11 - Divergence des séries de Fourier des fonctions continues.

On note Cy; 'espace vectoriel des fonctions continues de R dans R, 27-périodiques. On munit cet
espace vectoriel de la norme uniforme. Pour tout n € N, on note S,, 'opérateur linéaire de Co,
dans ’ensemble des polyndmes trigonométriques de degré < n qui associe a chaque fonction f sa

série de Fourier d’ordre n :
n

Su(f) it Y (e

k=—n

1. Montrer que

1 2
> — D, (t)|dt
1l = 3= [ 1040

n
ou |||Sy||| désigne la norme d’opérateur de Sy, et Dy, : t — Z ¢t est le noyau de Dirichlet
k=—n
d’ordre n.

2. En déduire que |||Sy,||| tend vers l'infini lorsque n tend vers U'infini.

3. En déduire qu’il existe un sous-ensemble dense D de Co, tel que, pour tout f dans D, la série
de Fourier de f ne converge pas uniformément vers une fonction continue.



