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Feuille d’exercices n°4
EsSPACES DE HILBERT

1 - Exemples de projections sur des convexes fermés.

1. Soit H un espace de Hilbert, xg € H et R > 0. Décrire la projection orthogonale sur la boule
fermée de centre yy de rayon R.

2. Soit H = 2(N) et C = {(un)nen telle que |u,| < 1 pour tout n € N}. Décrire la projection
orthogonale sur C.

3. Soit H = L?([0,1]) et F = {f € H telle que fol f(t)dt = 0}. Décrire la projection orthogonale
sur F.

2 - Orthogonal dans un espace préhilbertien incomplet.

Soit coo(N) Pespace préhilbertien des suites réelles nulles a partir d’un certain rang, muni du produit
scalaire (u | v) = >, cnUn¥n. Soit f la forme linéaire sur coo(N) définie par

Jlu) = Z nqjjl

neN

Montrer que f est continue. Montrer que F' := Ker(f) est un sous-espace vectoriel fermé propre de
coo(N), et que F+ = {0}.

L équivalence (F est dense) < (F*+ = {0}) est donc fausse dans un espace préhilbertien incomplet.

3 - Le théoréme de représentation de Riesz est faux dans un espace préhilbertien
incomplet.

Soit E = C([0, 1], R) l'espace préhilbertien des fonctions continues de [0, 1] dans R muni du produit
scalaire (f | g) = fol f(t)g(t)dt. Pour p > 0 et a €]0,1[ fixé, on définit lapplication u(f) =

Jo 2 f(t)dt.
1. Montrer que u est une forme linéaire continue sur E et calculer sa norme.

2. Montrer qu'il n’existe pas d’élément g de E tel que u(f) = (f | g) pour tout f.




4 - Polynémes de Legendre.

Pour tout n € N, on considére la fonction polynémiale P, : [—1,1] — R défini par
2n+1 d" 9

1. Montrer que (e,)nen est un systéme orthonormal dans L?([—1,1]), puis que c’est une base
hilbertienne de L2([—1,1]).

2. Calculer eq, e1, et e, et en déduire les valeurs des réels a, b et ¢ qui minimisent I'intégrale

1 2
/ (x?’ —az® —bx — c) dz.
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5 - Théoréme de Lax-Milgram.

Soit H un espace de Hilbert. On considere une forme bilinéaire a : H x H — R. On suppose que
a est continue et coercive, c¢’est-a-dire on suppose qu’il existe des constantes C' > 0 et o > 0 telles
que

Cll[lyl

<
> oflz|?

1. Montrer qu’il existe un opérateur linéaire continu 1" : H — H tel que

a(z,y) = (T(z) | y)

pour tous z,y € H. En utilisant la coercivité de a, montrer que T'(H) est dense dans H, que T'(H)
est fermé dans H, et que T est injectif. Conclure que T' est un isomorphisme.

2. Soit L : H — R une forme linéaire continue sur H. En utilisant la question précédente, montrer
qu’il existe un unique xg € E tel que

L(y) = a(zo,y) pour tout y € H.

3. On suppose maintenant que a est symétrique. Montrer que x( est caractérisé par la propriété
suivante :

%(Z(ZL‘(],ZE(]) — L(xp) = Igél[l{l (;a(:v,x) - L(CL‘)) .



6 - Lien entre un opérateur et son adjoint

Soit H un espace de Hilbert, et T : H — H un opérateur continu.
1. Montrer que |||T||| = |[|T*]||-

2. Quel sont les liens entre le noyau de T, 'image de T, le noyau de T™, et 'image de T 7 En
déduire les liens entre l'injectivité de T, la surjectivité de T, I'injectivité de T™, et la surjectivité
de T™*.

3. Dans cette question, on suppose que 1" est auto-adjoint (i.e. T'= T™*). Montrer que

Tl = sup (T | ).
lofl=1

4. En déduire que, dans le cas général, on a |||T||| = |||T*|l| = VI|TT*||| = /|1 T*T]||.

7 - Spectre des opérateurs.

Soit H un espace de Hilbert et T': H — H un opérateur continu. On note

m:= inf (Tx|z) et M := sup (Tx|x).
lzll=1 |lz||=1

Le spectre de T est 1’ensemble o(T") des réels A tel que T'— Aldy n’est pas bijectif.

1. Montrer que l'on a Uinclusion o(T') C [m, M]. Indication. Pour X\ > M, vérifier que la forme
bilinéaire a(z,y) := (Ax — T'(x) | y) est coercive.

2. Si T est auto-adjoint, montrer que m et M sont des éléments de o(7T'). Indication. Considérer la
forme bilinéaire a(x,y) := (Mz —T(x) | y).

8 - Opérateurs a noyau

Soit 4 une mesure o-finie sur un espace mesurable (X, A). On considere I'espace de Hilbert L?(X, p).
Soit K € L*(X x X, ® p). On définit, pour tout f € L?(X, )

Ag(f) = /X K(2,9)f(0)du(y).

1. Montrer que Ag est un opérateur linéaire continu de L?(X, ) dans lui-méme de norme majorée
par la norme | K|z de K dans L*(X x X,y ® p).

2. A quelle condition Ag est-il auto-adjoint ?



