MMA?2 - Systemes Dynamiques Année 2001-2002

Fiche de TD no 5 : Quelques exercices sur les champs de vecteurs

Exercice 1 (Quelques propriétés liées a la connexité des orbites)

1) Soit f un difféfomorphisme d’une variété M. On suppose que f a un point périodique
x de période p > 1, isolé (c’est-a-dire, pour y # x suffisamment proche de z, f*(y) # y).
Montrer que f n’est pas le temps ¢ du flot d’'un champ de vecteurs.

2) Soit X un champ de vecteurs sur une variété M. Montrer q u’une orbite de X est
périodique si et seulement si elle est compacte.

3) Soit X un champ de vecteurs sur une variété M, soit x un point de M, et O I'intérieur
de I’ensemble wx (). On suppose que O est non-vide. Montrer alors que O est connexe,
et que I'adhérence de O est égale a I'ensemble wx (x) tout entier.

Exercice 2 (Un critére de complétude) Soient M une variété riemannienne com-
plete (sans bord), X un champ de vecteurs localement Lipschitz et 2o un point de M.
On suppose que la norme de X vérifie une inégalité du type | X ()| < f(d(xo,2)), ou
f : RT — R} est une fonction croissante qui satisfait f0+oo % = 4oo (par exemple,

f(z) =cou f(x) = cx). Montrer que X est complet.

Exercice 3 (Théoréeme de Lyapunov)

1) Soit X un champ de vecteurs C'* sur R™ tel que X(0) = 0. On note (¢')icr le flot
de X. Soit £ un ouvert de R™ contenant 0. On fait ’hypothese qu’il existe un fonction

V:Q — R, de classe C, telle que V(0) =0 et V(z) > 0si x # 0.

a) On suppose %V(qbt(x))h:o < 0 pour tout x € 2. Montrer que, pour tout ¢ > 0, il
existe & > 0 tel que, si |z]| < §, alors on a |¢'(x)| < € pour tout ¢ > 0 (on dit que le
point 0 est stable).

b) On suppose maintenant %V(qbt(x))h:o < 0 pour tout x € 2\ 0. Montrer qu’il existe
un voisinage U de 0 dans R” tel que lim;— 4o ¢:(2) = 0 pour tout z € U (on dit que le
point 0 est asymptotiquement stable).

2) Soit X le champ de vecteurs de R? donné par X(z,y) = (—y — sin®z,z — sin®y).
Vérifier que X est complet. Montrer que 0 est un point fixe asymptotiquement stable.

Commentaires L’orgine du théoreme de Lyapunov est mécanique. Ainsi, dans ’exercice
ci-dessus, V représente I’énergie du systeme. Selon qu’on est en présence de frottement
ou non, ’énergie du systeme est conservée, ou décroit strictement (et le théoreme de
Lyapunov permet de montrer ’existence d’une position d’équilibre stable ou asympto-
tiquement stable).



Exercice 4 (Théoreme de Poincaré-Bendixon) Soit X un champ de vecteurs de
classe C'! sur la sphere S2.

1) Montrer qu’une orbite positivement récurrente de X est périodique.

2) Pour tout point p € S?, montrer que ’ensemble w-limite de p contient une orbite
récurrente.

3) Soit p € 5% On suppose que I'ensemble w-limite de p ne contient aucune singularité
de X. Montrer alors que I’ensemble w-limite de p est une orbite périodique.

4) Que se passe-t-il si on remplace la sphere S? par le plan R? par le tore T? par
une surface compacte de genre plus grand que 2, par la sphere S®, par une variété de
dimension supérieure a 3 7

Commentaires Le théoreme de Poincaré Bendixon fait des champs de vecteurs sur
la sphere S? des systemes dynamiques tres particuliers, et assez simples (ce qui est loin
d’&tre le cas des difféomorphismes de la méme sphere S?). Ce théoreme est tout-a-fait
spécifique aux surfaces de genre nul comme remarqué dans la question 4 ci-dessus.



