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Calcul intégra
Feuille n°3
Exercice l
1 1 =)
. n e Inx <1
1) Pour tout entier n> 0, calculer J'x Inxdx. En déduire J'—dx: =
0 0 X— n=1
o 1 o0 (_ )n+1
2) Calculer ZJ'XZ”(l— x)dx . En déduire lavaleur de > *——
n=0 o n=1 n

n

3) Montrer que lafonction définie sur IR par f(X) = z

est intégrable
i1+ 3 (x=3")

sur IR et calculer son intégrale.

Exercice 2
Soit (X,T,y) un espace mesuré. Soit f : X — IR unefonction intégrable telle que pour tout

BdeT, IB f du>0.Montrer que f est positive u — presque partout.

Exercice 3
On se place sur IR muni delatribu B des boréliens et de lamesure de Lebesgue A et on fixe
un bordien E. On considére lasuite de fonctions (f, )., définiessur IR par

f,=1 sSinpar
f=1. snon

nelN

. Appliquer le lemme de Fatou. Que montre cet exemple ?

Exercice4
Soit (X,T,y) un espace mesuré et f une application mesurable réelle positive définie sur X

telle que I’intégrale de f sur X soit finie. On considére lasuite (A, )., depatiesde X
définiepar : A = f *([n,+o0]).

1) Etablir que, pour tout ne IN, I’ensemble A, est de u —mesurefinie. Montrer que
lim nu(A,)=0

Indication :On pourra appliquer e théoreme de Beppo Levi a la suite de fonctions (fn)
définiepar : f, = f.1Aﬁ

nelN

nelN

2) Montrer, par contre, que laréciproque est fausse : I’hypothese
lim n,u(A]): 0 n’implique pas que I’intégrale de f sur X soit finie

N—+00

Exercice5
Expliciter la définition de I’intégrale dans un espace mesuré par une mesure de Dirac
( commencer par estimer l’intégrale d 'une fonction étagée).

Exercice 6
Soit f : IR— IR une application ((B(IR),@(I R)) mesurable. On suppose que f est positive
ouque f est A—intégrable.



Montrer que, pour tout a € IR, jf(x+ a) dl J'f(x)dl(x).

Exercice7
Soient u, et u, deux mesures sur I’espace mesurable (X,T )

Montrer que pour toute fonction mesurable avaleurs dans IR que:
[ fd(uy+u,)=[ fdu+[ fdu,.
X X X

Exercice8
L’objet de cet exercice est de démontrer la remarquable identité :

f:_

m=1 m

1) Montrer que j—dk(x) j] xInx dl(x).

]01
1
2) Pour pet q entiers naturels, on pose I p q) :jxp Inx dx. Justifier la convergence
0

de cetteintégrale.
3) Evaluer 1(p,q)) et conclure.

Exercice9

Soit (X,T') un espace mesurable et ( ) une suite de mesures positives définiessur T .

jeIN
On suppose que pour tout Ae T et pourtout j e IN, u;(A)< ., (A).
Pour Ae T ,onpose u(A)= 52T\l'uj(A)

1) Montrer que u est une mesure positive définiesur T .

2) Soit f : X — IR unefonction mesurable. Montrer que j fdu= supj' fdu;

jeIN

( On pourra commencer par examiner le casou f est etagee).
3) On considére I’espace mesurable (IN,Q)(IN)) etpour jeIN, Ac IN, on définit

oy (A)=Card(An[j,+o[) (Card E désigne le nombre d’éléments de E si E est fini

+00 SiNON).
a) Montrer que v, est une mesure positive definie sur Q’(I N) telle que, pour tout

AcIN, UJ(A)>UJ+1(A)
Onpose v(A)= |_n|1’:uj( A).
je
b) Montrer que v(IN) =+ et que pour tout k  IN, v({k})=0.
Cc) v est-elleune mesuresur IN ?

Exercice 9
Soit (X, T, ) un espace mesuré.
1) Sait (f, ), Une suite décroissante de fonctions mesurables positives telle que

jx f, du < +oo. Montrer que lasuite (f, )., converge simplement vers unefonction f , aors

feM (X, T)et [ fdu=lim,| fdu<+eo.



Montrer par un exemple que 1’hypothése I . f, du < 400 est nécessaire. Que devient cette

remarque lorsque f, =1, ou (A,),_, estune suite d’éléments de T ?
2) SOIt (fn)nelN

fonction f et telle que pour tout entier n, j . f,du <M ouM est une constante donnée. .

nelN

une suite de fonctions mesurables positives qui converge simplement vers une

Montrer que J'X f du<M
2) Soit (f,),_,, une stite croissante de fonctions mesurables positives simplement vers une

telle que pour tout entier n, J'X f,du <M ou M est une constante donnée.

a) Montrer que, pour y — presquetout x, (f,(x)),_,, €st une suite bornée.

b) En déduire qu’il existe une fonction mesurable f : X — IR", avec IX f du < +oo telleque

(f,) convergevers f presque partout et que (J'X f dyj converge vers I fdu.
IN

Exercice9 Absolue continuité de I’intégrale
Soit (X,T,u) un espace mesuréet f : X — IR une application intégrable.

f|=0.
2) En déduire la propriété « d’absolue continuité » suivante
(Ve >0)35 > 0)(VAeT) [u(A)gé :>IA|f|£gj.

1) Prouver que lim J'm>

3) Soit f:IR— IR 21— intégrable. Montrer que lafonction F définie par
F(x) = j}_ ' f (t)dA(t) est uniformément continue sur IR.

Exercice 10
Soit (X,T,y) un espace mesuréet f: X — IR" une application intégrable. Montrer que
pour tout ¢ > 0, il existeun ensemble F de T de mesurefinietel que: Lc fdu<e.

Exercice1l
Montrer que I’espace mesuré (X,T,,u) est o —fini (i.e. X = UT E, ou pour tout n>0,

n>0

E.eT et y(En ) < +0) si et seulement s’il existe une fonction intégrable et strictement
positive

Exercice 12
Soit (X, T, 1) un espace mesuréet (f,) ., unesuitede Ll (u) qui converge u —p.p vers
f e Li(u) ettelleque lim[ f.du=[ fdu.

Montrer le théoréme de Scheffé :
Si, pour tout n>0, f >0 u—p.p, dors Iim.[x|fn — fldu =0.

Cette convergence reste-t-elle vraie dans le cas général ?



Exercice 13
Soit f :[01] - IR définiepar f(x) =3 Eg]x)
=2

>

1) Montrer quef est limite uniforme dans [0,1] dela suite ( fo(x)=> E;ng)j .
p=1

2) Montrer que pour tout entier n, f est continue p.p.
3) Endéduireque f est continue p.p.
4) Montrer quef est bornée et Riemann-intégrable sur [0,1] et calculer son intégrale.

Exercice 14
Soit (X,T , /,t) un espace mesuré f : X — IR" T -mesurable. On définit I’application v
Sur T par v(A):= J'A fdu .
1) Montrer que v est une mesure sur (X, ). On dit que v admet la densité
f relativement & u et onnote dv(x) = f (X)du(X)ou v = f.u.
2) Montrer que, pour tout ¢ : X — IR*,onaIngdu :IX fodu .
3) Caractériser les ensembles mesurables de mesure nullede v .

4) Onsuppose X =[-11] , munit deT latribu borélienne . Existe-t-il une fonction
positive mesurable f (resp. g) telle que pour tout borélien A, on ait

A(A)sz f ds, (resp. 5,(A) =IAgdA) ?

Exercice 15
Soit Blatribu de Borel sur IR et 11 une mesure positive définie sur B telle que y(K)< +00

pour K compact (ondiraque u est une mesure borélienne sur IR). Soit
D ={ae IR u({a})>0}.
1) Soient n,I desentiers >1, onpose D, ={ae IRld<n et y({a})>|}}.
Montrer que D, est fini. En déduire que D est denombrable.

2) Onposepour E€ B, A(E)= u(D~E). Montrer que celaaun sens et que A est une
mesure borélienne sur IR. Montrer que A =" u({a})s, .

aeD

3) Montrer que 1 =A+0v ou v est une mesure borélienne sur IR telle que pour tout
xe IR, v({x})=0



