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Exercice 1.
1. Montrer que l’intégrale f[ L2

2. Que dire def[ e

dzxdy existe et vaut 0.

272+ 2

2+ 2)2 d$dy ?

3. Calculer f n <f n (I2+y2)2d:€> dy et f[ n <f[ n x2+y dy) dx.Qu’en
déduit-on ?

Exercice 2. (examen 2003-2004) En utilisant la fonction f : (0, +00) x
(0 + 00) — R définie par f(z,y) = ye ¥ 1+%*) montrer que

—+o0
/ e dr = \/E
0 2

Exercice 3.  On considere les espaces mesurés ([0, 1], Bj1j, A) ot A est la
mesure de Lebesgue et ([0, 1], P17, m) olt m est la mesure de comptage.

1. Montrer que A = {(z,x) : x € [0,1]} est dans Bjy1) ® Pp-

2. Calculer f[O,l] (f[O,l] 1Adm> dX\ et f[O,l] (f[o,l] 1Ad)\) dm.
3. Comparer ce résultat au théoreme de Fubini-Tonelli.

Exercice 4. Pour quelles valeurs du parametre o > 0 la fonction

y sin(x + )

flz,y) = @2+ 70

est-elle intégrable sur le domaine [0,1] x [1,+oo] muni de la mesure de
Lebesgue?
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Exercice 5.  Montrer que f[0,1]2 Toas = 2on>1 2

Exercice 6.
1. Pour tout a > 0 et tout ¢ > 0, calculer foa e “sinx du.

SN g, +00 1—e~%(cosa+tsina) dt.

2. En déduire que pour tout a > 0, on a: [} 0 T

. . . a g
3. Retrouver ainsi lim, o [, 2£ dz.

Exercice 7. A l'aide de f[o .

oy ¥ dudy, 0 < a < b, caleuler [J 52 da.

Exercice 8.  Soit u : R — R appartenant & C'(R)NLP(R) avec p €]1, +00.
Pour h € R, on note u; 'application définie par uy(z) = u(x + h). On note
p' Pexposant conjugué de p.
1. Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes:

(i) v € LP(R);

(ii) Il existe C' > 0 tel que pour tout h € R, on ait ||u, — u||z» < C|h;
(iii) 11 existe C' > 0 tel que, pour tout ¢ € CX(R),

'/Ru@/

2. Montrer que dans (ii) et (iii) on peut choisir C' = ||u/||1» et que c¢’est la
meilleure constante possible.

< Clloll -

3. Quelles implications restent vraies quand p = 17
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Exercice 9. Montrer que [, {54 = 3>, 77

Exercice 10.  Soient A et B deux boréliens de R" tels que 0 < A(A) < +o0
et 0 < A\(B) < +o0, ou A désigne la mesure de Lebesgue.

a. Montrer que f = 14 % 1g est continue non identiquement nulle.
b. Montrer que {z € R"; f(z) #0} C A+ B.
c. Montrer que A + B est d’intérieur non vide.

d. Généraliser le résultat de la question précédente au cas A(A) > 0 et
A(B) > 0.



Exercice 11.  Soit A = {(z,y) e R* >0,y >0, <z +y <7} et

flz,y) = ety cos(x + y).

Montrer que f est intégrable sur A (muni de la mesure de Lebesgue) et
calculer son intégrale sur A.

Exercice 12.  Calculer 'intégrale

/ (z — 2y)2e@ Y dady
D

ot D={(z,y) eR}; 0<y<z/2et x+y<1}.

Exercice 13. Soit f une fonction borélienne de Rt dans R, et A
I’ensemble des points de R? dont les trois coordonnées sont positives. Montrer

que
—+00

1
/ flx+y+2)dedydz = - (u)u? du.
A 2 Jo

Exercice 14.  Soient F I'application de R? dans R? définie par F(z,y) =
(x + vy, zy), et B un borélien de R2. Calculer m(F~1(B)), on m désigne la
mesure de Lebesgue de R2.

Exercice 15. (examen 2002-2003) Etant donnée une fonction f on note
f(z) = f(—z). Soient f € L*(R™), g € LP(R™) et h € L” (R"™) ot p € [1, 400

et p/ désigne I'exposant conjugué de p. Montrer que

[ Gra@ne = [ o@ (e

Exercice 16. On se donne un espace mesuré (X, A, ), avec u sigma-
finnie, et on munit X x X de la tribu produit A ® A. On se donne une



fonction positive A, définie sur X x X et mesurable pour A®.A. On suppose
de plus qu’il existe Cy > 0 tel que

(1) / Az, y)du(y) < Cy pour tout x € X
X

et

(2) / A(z,y)du(x) < Cy pour tout y € X.
X

1. Montrer que si f est une fonction mesurable sur X (pour .4), la fonction
A(z,y)f(y) est mesurable pour tout =z € X.

2. Montrer que pour tout f € L*(X, du), on définit une fonction bornée T'f
par

3) Tf(z) = /X Al y) (9)duly)

pour tout = € X, et que |T'f(z)] < Col| f|]oo-

3. Montrer que si f € L'(X,du), la fonction A(x,y)f(y)du(y) est intégrable
(en y) pour p-presque tout x € X, la formule (3) définit une fonction T'f
dans L'(X, du), et [|T'f||1 < Col| f]]1-

On se donne maintenant un exposant p €|1, +o0o[ et une fonction f mesurable
positive sur X, et on définit T'f(z) € [0, +00] par (3). [C’est possible a cause
de la question 1.]

4. Dire pourquoi T'f est mesurable.

5. Montrer que

1/p

(@) rie) < 6 { [ A s}

6. En déduire que [|Tf[[> < CF]|f|[P.

7. On suppose maintenant que f € LP(X,du) pour un p €]1, +o0[, mais
sans supposer que f est a valeurs positives. Montrer que pour p-presque
tout x € X, la fonction A(x,y)f(y)du(y) est intégrable en y (ce qui permet
de définit T'f(x) par (3)), que T'f est mesurable, que T'f € LP(X,du), et que

1Ty < Coll £l



