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Exercice 1

Soit   1,02
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a) Montrer que V est un sous-espace vectoriel fermé de H. .Déterminer une base de V .
b) Soit f la fonction tt  . Calculer la projection orthogonale de f sur V dans H, puis

calculer  Vfdist , .
Exercice 2

Soit    ;02
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a) Montrer que V est un sous-espace vectoriel fermé de H.
b) Montrer que tet 2:  définit un élément de H et déterminer la projection

orthogonale de sur V dans H.
Exercice 3

a) Déterminer la quantité  dxcxbxax
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Exercice 4
Soit  ,,X un espace mesuré et  INnnf   une suite d’éléments de 

2
IRL  ,,X deux à

deux orthogonaux. Montrer que la série INn nf converge ( dans 2L ) si et seulement si

INn nf 2

2
est convergente ( dans IR).

Exercice 5 : projection sur le cône positif de 2L
Soit  ,,X un espace mesuré et 2

IRLE   ,,X . On pose  ..0; ppfEfC  .
a) Montrer que C est une partie convexe fermée de E.
b) Soit Ef  . Déterminer la projection orthogonale de f sur C dans E,

Exercice 6 : Approximation dans 2L

Pour 2Lf  et INk , on définit fTk de IR dans IR par 
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a) Montrer que 2LfTk  et que
22

ffTk  pour tout INk .

b) Soit 2Lf  . Montrer que ffTk  dans 2L quand k .
Exercice 7
Soit  ,,X un espace mesuré et  INnnf   une suite d’éléments de 

2
IRL  ,,X et 2Lf 

telle que la suite  INnnf  converge faiblement vers f dans 2L .

a) Montrer que  nf inflim
2 2nf .

b) On suppose de plus que
22

ff n  lorsque n . Montrer que la suite  INnnf 

tend vers f dans 2L .

Exercice 8
On note m la mesure de dénombrement sur  INP . On note 22

IRLl    mININ ,,P .
a) Montrer que chaque élément de 2l  ne contient qu’un seul élément de l’espace quotient 

2
IRL   mININ ,,P .

b) Soit  ININ: bijective. Montrer que
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pour tout INn et utiliser

l’inégalité de Cauchy-Schwarz ).
Exercice 9
Soit E 2

IRL  CIR, et soit U le sous-espace formé par les classes des fonctions paires .
Montrer que U est fermé . Expliciter U dans ce cas et montrer directement dans ce cas que
E est somme Hilbertienne de U et U .

Exercice10
Soit  ,H un espace de Hilbert sur C, et T un opérateur linéaire continu sur H .

1) Soit Hy . Montrer que l’application  yxTx ),( est une forme linéaire continue sur

H. En déduire qu’il existe un unique opérateur linéaire continu  T : HH  tel que
,, Hyx  )(,),( yTxyxT  .

Montrer que   TT 
 et que TT  .

2) On prend   1,02LH  . Déterminer T lorsque :
a) hffT )( où h est une fonction fixée.

b) 
  1,0

)(),()( dyyfyxKxfT où K    1,01,02 L . Cas particulier :    yyxK 1,01,  .

Exercice11
Soit  ,H un espace de Hilbert sur C, et P un opérateur linéaire continu sur H tel que

PP 2 ( P est un projecteur). On suppose que 1P ;

1) Montrer que P est aussi un projecteur de norme 1 .
2) Montrer que  PIdKerP Im et   PPKer Im

3) Calculer
2

xPx  et montrer que  PIdKer    PIdKer .

4) En déduire que PKer est orthogonal à PIm .



Exercice12
Si   ,1 Lf , on dénote par nc ou fcn ses coefficients de Fourier et on pose
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1) Soit   ,1 Cf telle que    ff  . Montrer que la série Zn
inx

nec converge

normalement vers f .

2) Soit   ,2 Lg telle que 







0)( dxxg . On définit 
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x

dttgxf
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)()( pour

 ,x . Montrer que la série Zn
inx

nec converge normalement vers f .

3) Soit xxf )( ,  ,x . Montrer que les sommes partielles de la série de Fourier ne
convergent pas uniformément

Calculer 
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.

Montrer que  NS converge uniformément vers f sur tout compact de  , ( utiliser le
critère d’Abel).
Montrer que la suite  NS converge simplement et déterminer sa limite.

4) Soit   ,1 Cf . Montrer que  NS converge uniformément sur les compacts de
 , et simplement sur  ,  vers une fonction que l’on déterminera. Généralisation ?

5) Soit  2)(  xxf ,  ,x . Retrouver 


1 ²
1

p p
.

Exercice13
1) Soient 1

2, Lgf  . Montrer que gf  1
2L et que   gcfcgfc nnn 2 .

2) Lorsque 2
2, Lgf  , vérifier que gf  2C et que la série de Fourier de gf  est

normalement sommable et de somme gf  .
3) Montrer que  ,.,,2C est une C algèbre commutative et associative.
4) A l’aide de la fonction f 2 - périodique , telle que :  ,0t ttf )( et de ff 

calculer les sommes suivantes :
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5) Montrer que 2C  n’a pas d’élément neutre pour .
6) Existe-t-il des diviseurs de 0 dans le pseudo-anneau  ,,2C .
7) résoudre l’équation fff  , d’inconnue 2Cf 

8) Soient INN ,   N
N C,....,1 tel que 01  , 
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Pour 2Cf  , on note  k
N

k
k ffP 




1

 , où  fff k  ..... (k fois ).

Résoudre l’équation  0fP d’inconnue 2Cf 



Exercice14 Théorème de Bernstein
On note 


,0

2C , 10  , l’espace des fonctions f 2 périodiques telles que


hcxfhxf  )()( pour tout x et tout h.

1) On pose )()()( htfhtftg  . Montrer que  nhficgc nn sin)(2 et en déduire que
222

sin)( hcnhfc
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.

2) Pour tout entier 0p , en prenant 22  ph  montrer que
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3) lorsque 12/1  , en déduire la convergence de la série 22/1 fcn nZn

 puis celle

de la série fcnZn
.

4) Montrer que la série de Fourier de f est normalement sommable et de somme f.

Exercice15
On considère une suite  mf   ,2 L telle que :

i) Cf m 
2

ii) Pour tout   n
m

n cfcn , pour un Ccn  .

1) Montrer que la série Zn
inx

nec converge dans 2L vers une fonction f telle que Cf 
2

( on dit que la suite  mf converge faiblement vers f).
2) Montrer que

   gfgf m

m
,,lim 


, g   ,2 L .

3) Si une suite  mf   ,2 L  satisfait la propriété (i) , montrer qu’on peut extraire une 
sous-suite satisfaisant (i) et (ii).

Exercice16
Soit I un intervalle de longueur 2 .
1) Montrer que  0lim 


fcnn

pour toute fonction ILf 2 .

2)Vérifier que l’on peut bien définir fcn pour ILf 1 et Zn et déduire de la question

précédente que  0lim 


fcnn
pour toute fonction ILf 1 .


