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Calcul intégra

Feuille n°7

Exercice 1
Soit H = L2([01]) et V :{f e H;j f (t) dt =l/jzf(t)dt =o}.

a) Montrer que V est un sous-espace vectoriel fermé de H. .Déterminer une basede V *.
b) Soit f lafonction t —t. Caculer laprojection orthogonalede f surV dansH, puis

caculer dist(f,V).
Exercice2

Soit H = L2 ([0;+0c[) et V ={f E H;Tf(t)et dt =Tf(t)tetdt =0}.

a) Montrer que V est un sous-espace vectoriel fermé de H.
b) Montrer que ¢ :t — e définit un élément de H et déterminer la projection
orthogonalede ¢ sur V dansH.
Exercice 3

1
a) Déterminer laquantité min ng - (a+ bx + cx2)|2dx.
a,b,ceIR_1

1
b) Endéduire max I x3g(x)dx ol le maximum est pris pour toutes les fonctions g
-1
de L%(IR) vérifiant les conditions

jg(x)dx:fxg(x)dx:szg(x)dx=o et Jl-|g(x)|2dx:1.

Exercice4
Soit (X,T, ) un espace mesuréet (f, )
deux orthogonaux. Montrer que la série ZneIN f_ converge (dans L?) s et seulement s

ZnelN

Exercice 5 : projection sur le cone positif de L?

Soit (X,T,u) unespace mesuréet E =12, (X,T,u).Onpose C={f eE; >0 p.p.}.
a) Montrer que C est une partie convexe fermée de E.
b) Soit f € E. Dé&erminer laprojection orthogonalede f sur C dansE,

une suite d’éléments de L2, (X,T,u) deux &

nelN

| fn||§ est convergente ( dans IR).

Exercice 6 : Approximation dans L°

n(x)+1

k
Pour fel®et kelIN",ondéfinit T, f delRdansIRpar T, f(x)=k j f(t)dt ou
n(x)
Tk
n(x)+1

n(x) est I’entier tel que % <X< ”



a Montrerque T, f e L* et que [T, f|, <|f|, pourtout ke IN".

b) Soit f e L?. Montrer que T, f — f dans L? quand k — +oo.
Exercice7
Soit (X, T, ) un espace mesuré et () . une suite d’éléments de L% (X,T,u) et f e L?

telle que lasuite (f, ), ., converge faiblement versf dans L.

nelN
a) Montrer que | f|, <liminf__ _ [f,|,-
b) On suppose deplusque |f,|, —| f||, lorsque n — -+ . Montrer quelasite (f,),_,

tend versf dans L2.

Exercice 8
On note m |amesure de dénombrement sur P(IN). On note 12 = L2, (IN,P(IN),m).

a) Montrer que chaque élément de | > ne contient qu’un seul élément de ’espace quotient

L2, (IN,P(IN),m).

b) Soit ¢:IN" — IN" bijective. Montrer que Z . ¢(n) =0
ne n2
( on pourra commencer par montrer que Zﬁ) < 21 pour tout ne IN™ et utiliser
-1 P\P) 2P

I’inégalité de Cauchy-Schwarz ).
Exercice9
Soit E= L% (IR,C) et soit U le sous-espace formé par les classes des fonctions paires.

Montrer que U est fermé . Expliciter U dans ce cas et montrer directement dans ce cas que
E est somme HilbertiennedeU et U *.

Exercicel0
Soit (H,( )) un espace de Hilbert sur C, et T un opérateur linéaire continu sur H .

1) Soit y € H . Montrer que I’application X — (T(X),y) est une forme linéaire continue sur

H. En déduire qu’il existe un unique opérateur linéaire continu T : H — H tel que
vx,yeH, (T(x).y) :<x,T*(y)>.

Montrer que (T*) =T et que [T°=[T

2) Onprend H = L*([0.1]). Déterminer T~ lorsque :

a) T(f)=hf ou h estunefonction fixée.

b) T(f)(x)= '[[Oyl]K(x, y) f(y)dy ot K e L*([04]x[01]). Cas particulier : K(x,y)=1(y).

Exercicell
Soit (H < >) un espace de Hilbert sur C, et P un opérateur linéaire continu sur H tel que

P? =P (P estun projecteur). On suppose que P <1;

1) Montrer que P* est aussi un projecteur de norme <1.

2) Montrer que ImP =Ker (Id-P) et Ker P=(ImP)"

3) Calculer |x- P*x”2 et montrer que Ker (Id — P) = Ker (Id - P*).
4) En déduire que Ker P est orthogonal a ImP .



Exercicel2
Si f el*(-x,xz]), ondénotepar c, ou c, (f) sescoefficients de Fourier et on pose

N
Su(f)=> ce™.
-N

1) Soit f e CY([-7,x]) telleque f(~xz)= f(x). Montrer quelasérie " c,e™ converge
normalement versf .

2) Soit g e L2([- 7, 7)) telleque J'g(x)dx:0.0n définit f(x) = jg(t)dt pour

x e[z, 7). Montrer quelasérie > _c,e™ converge normalement versf .
3) Soit f(x)=x, Xxe[-x,7]. Montrer queles sommes partielles de la série de Fourier ne

convergent pas uniformément
o1
Calculer > —.
1 P?
Montrer que (S, ) converge uniformément vers f sur tout compact de |- 7, z[ ( utiliser le
critére d’Abel).
Montrer que lasuite (S, ) converge simplement et déterminer salimite.
4) Soit f e C*([~7,7z]) . Montrer que (S, ) converge uniformément sur les compacts de
[~ 7, 7] et smplement sur [- 7, 7] vers une fonction que 1’on déterminera. Généralisation ?

5) Soit f(x)=(x+7x)°, xe[-7,7]. Retrouver fiz

p=1

Exercicel3

1) Soient f,ge L. Montrer que f g e L} etque c,(f *g)=~2zc,(f)c,(g).

2) Lorsque f,g e L3, vérifier que f *xg e C,, et quelasériede Fourier de f *g est

normalement sommable et de somme f * g.

3) Montrer que (C,, ,+,.,*) est une C algébre commutative et associative.

4) A Iaide de la fonction f 27 - périodique, telleque: Vte[0,7] f(t)=t etde f = f
. = 1 = 1

calculer les sommes suivantes : ;)m et pz_;)(2p—+1)8 :

5) Montrer que C,_ n’a pas d’élément neutre pour *.

6) Existe-t-il des diviseurs de 0 dans le pseudo-anneau (C,, ,+,*).

7) résoudre 1’équation f = f = f, d’inconnue f €C,,

N
8) Soient N € IN*, (ay,....ay)eC" tel que @, =0, P=Y a, X" ;
k=1

k=1
Résoudre I’équation P(f)=0 d’inconnue f € C,,



Exercicel4 Théoréme de Bernstein
Onnote CY*, 0<a <1, ’espace des fonctions f 27 — périodiquestelles que

| f (x+h)— f(x)| < ch|" pour tout x et tout h.
1) On pose g(t) = f(t +h)— f(t—h). Montrer que c,(g) = 2ic,(f)sinnh et en déduire que
> e, (F)sinnhl* < ™.
neZ
2) Pour tout entier p >0, en prenant h = 72 "> montrer que
> e, (F)° < c272.
2P <nj<2P+t

1/ 2+a

3) lorsque 1/2 < o <1, en déduirelaconvergence delasérie > _|n| |cn(f)|2 puis celle

delasérie Y |c,(f).
4) Montrer que lasérie de Fourier de f est normal ement sommable et de sommef.

Exercicel5
On considére une suite (™) < L2([- , 7)) telle que:
)|, =c

i) Pour tout n, cn(f ’“)—> c, pourunc,eC.

1) Montrer quelasérie > ¢, ™ convergedans L* versunefonction f telleque |f|, <C

(ondit quelasuite (f m) converge faiblement versf).
2) Montrer que
lim(f™,g)=(f,g9) , Vvge *(-xx).
3) Si une suite (f m) cL? ([— T, 7[]) satisfait la propriété (i) , montrer qu’on peut extraire une
sous-suite satisfaisant (i) et (ii).

Exercicel6
Soit | unintervalle de longueur 27 .

1) Montrer que lim c,(f)=0 pour toutefonction f e L*(1).

‘n‘—>+w
2) Vérifier que 1’on peut bien définir ¢, (f) pour f e L'(1) et ne Z et déduire de laquestion
précédente que Jim c,(f)=0 pour toutefonction f e L(1).



