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Energétique lére année Méthodes Numériques
Sup’Galilée Année 2021-2022

EXAMEN DU 29 MARS 2022
durée : 2h30.

Sans documents, sans calculatrice, sans portable, ...
Le baréme est donné & titre indicatif

EXERCICE 1 : E.D.O. (10 points) (10.25 points)

Q.1 (a). Que signifie l'abréviation E.D.O.?

(b). Donner la définition détaillée d’un probléme de Cauchy vectoriel.

(c). Quelles sont les données d’un probléme de Cauchy vectoriel?

(d). Que cherche-t’on? N

Q. 2 Ecrire une fonction algorithmique DisReg permettant de d’obtenir une discrétisation réguliére de lintervalle [a, b]
(a <b) en n+1 points. O

On souhaite résoudre numériquement un probléme de Cauchy par un schéma explicite & un pas (constant) du type
y[nJrl] _ y[n] + h‘b(tn,y[n],h) (1)

La fonction ® associée & une méthode de Runge-Kutta a ¢ évaluations de f (fonction associée au probléme de Cauchy)
peut s’écrire sous la forme :

®(t,y,h) = > cikl(t,y,h)

2

=1

avec
kWt y, n) = f (t +hai,y+hy bi,jkm(t,y,h)> ,1<i<gq
j=1

que 'on peut représenter sous la forme d’un tableau dit tableau de Butcher :

a| B
= 2)

avec B = (bi,j)i,je[[l,q}] € Mq7q(R), a = (ai)ie[[l’qﬂ eRYetec= (Ci)ie[[l,q}] € R4.
On prend pour tableau de Butcher:

0y 0 0 O
1] 1
1 0 0
1| 1 3
2 o @
‘ _1 8 35
6 9 18
Q. 3 Rappeler précisément la définition d’un probléme de Cauchy vectoriel. O

Q. 4 Ecrire explicitement et en détail le schéma de Runge-Kutta associé au tableau de Butcher (8). On admettra que
ce schéma est d’ordre 3. ]

Un autre schéma de Runge-Kutta d’ordre 3 pour la résolution d’un probléme de Cauchy vectoriel est donné par

ynttl = gyl L p(5k, + 16k; — 3k3)

avec ki = f(t",yln),
by = 0+ 3y + 3 k), @
o= F(7 4 gl + AT k),

y[O] donné.

Q. 5 (Algorithmique) Ecrire la fonction algorithmique REDRK3 permettant de résoudre un probléme de Cauchy
vectoriel par le schéma (4). ]

Un schéma explicite, & pas multiples, et d’ordre 3 est donné par

yl +1]—y”+h(12f(t .yl ])—gf(t Lyl 1])ﬂLEf(t 2yl 2])) (5)
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Q. 6 FEzxpliquez en détail comment résoudre un probléme de Cauchy vectoriel par le schéma (5). Un soin particulier
sera apporté a I’«initialisations. 0

Q. 7 (algorithmique) Ecrire la fonction algorithmique REDPM3  permettant de résoudre un probléeme de Cauchy (vec-
toriel) par le schéma (5). O

Application: Soit le systéeme d’E.D.O. suivant

F1(8) — v (E2(t) — 3(8)) + 22() = cos(t) (62)
Fa(t) — va(is(t) — i1 (b)) + 23(t) = sin(t) (6b)
l'd(t) — Vd(xl(t) — xg(t)) + .’El(t) =0 (6(3)

On veut résoudre ce systéme d’E.D.O. avec pour données initiales x1(0) = 1, #1(0) = 0, x2(0) = —1, 22(0) = 1/2,
23(0) = 3, ©5(0) = 1/3. Le temps final T sera égal a 10.

Q. 8 Ecrire le probleme précédent sous la forme d’un probléme de Cauchy. O

Q. 9 (Algorithmique) Ecrire un algorithme complet permettant de résoudre (6a)-(6b)-(6¢) avec les données initiales
spécifies. On prendra v1 = 1, v = 1/2 et v3 = 1/3. Ce programme devra aussi représenter les approrimations des
fonctions x1, xo et x3. On utilisera pour cela la fonction Pror(X,Y) qui relie les points (X (i),Y (¢)) contenus dans
les deux tableauxr de méme taille X et Y (function similaire & la fonction plot de Matlab). O

EXERCICE 2 : E.D.P. (10 points) (11.5 points)

Soit 'E.D.P. suivante

—u'(z) + c(x)u'(x) = f(z), Vo €lasb], (1)
u(@) = o (2)
u'(b) +vu(b) = B. (3)

onaeR,beR,a<b acR,BeR, veRT, f:[a,b] — R et c est une fonction strictement positive.
Q.1 (a). Que signifie abréviation E.D.P.?

(b). Quelles sont les données du probléme (1)-(3)? (préciser le type de chaque donnée : réel, entier, fonction, vecteur,

(c). Quelles sont les inconnues du probleme (1)-(3)? (préciser le type)
(d). Quelles sont les conditions initiales?

(e). Quelles sont les conditions aux limites? O
On note z;, i € [0, N] la discrétisation réguliere de [a;b] avec N pas de discrétisation. On souhaite résoudre I'E.D.P.
(1) a (3) a laide des schémas numériques

Uir1 — 2U; + U1 Ujp1 — Ui
- 7 = [2) 4
2 +ei——pr f (4)
(3 + 21/h)’LLN —dun_1+un_s = 2hp. (5)

Q. 2 (a). Ezxpliquer en détail comment le schéma (4) a été obtenu & partir de (1) et préciser ce que représentent les
termes w;, fi, ¢; et h?

(b). Expliquer en détail comment le schéma (5) a été obtenu & partir de (3).
(c). Donner une discrétisation détaillée du probleme (1) a (3) en utilisant les schémas (4) et (5).

(d). Le schéma global est de quel ordre? Justifiez. ]
On note V le vecteur de dimension N + 1, de composantes V; = u;_1, Vi € [1, N + 1].

Q. 3 Montrer, de maniére détaillée, que le vecteur V est solution d’un systéme linéaire
AV = F (6)

en explicitant la matrice A et le vecteur F (préciser les dimensions). O
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Q. 4 Ecrire la fonction CREMAT retournant la matrice M € My(R) définie par

i fo fs 0O .. L. 0
pm ¢ 0 :
0
M= (7)
0
: 0 Ppi-2 Gi-2 Tdi-2
0 . N 0 €1 €9 €3
ot p;, ¢i, Ti, €1, €2, €3, f1, fo et f3 sont des réels donnés. O

Q. 5 Ecrire la fonction algorithmique RESEDP  permettant de résoudre le probléme (1) a (3) en utilisant les schémas
(4) et (5). Cette fonction devra retourner la discrétisation (x;), de lintervalle [a,b] avec N pas de discrétisation et
Iensemble des (u;)N. O

Q. 6 Ecrire un algorithme complet de résolution du probleme (1) a (3) utilisant la fonction RESEDP  dont les données

seront choisies pour avoir comme solution exacte u(x) « sin(x?). On représentera lerreur commise entre la solution
exacte et la solution numérique calculée. Pour celd, on utilisera la fonction Prot(X,Y) qui relie les points (X (4),Y (i)
contenus dans les deux tableaux de méme taille X et'Y (function similaire & la fonction plot de Matlab). Ol

Q. 7 Proposer un algorithme complet permettant de vérifier graphiquement 'ordre du schéma. Pour cela, on utilisera
la fonction Locroc(X,Y) qui relie les points (X (i),Y (7)) contenus dans les deuz tableauz de méme taille X et'Y en
utilisant une échelle logarithmique suivant ’axe des abscisses et suivant l’axe des ordonnées (function similaire a la
fonction loglog de Matlab). O



