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40> «Fr «

Equation de Laplace et équation de Poisson

. ot

Pierre-Simon Laplace 1749-1827, mathématicien, astronome, Siméon Denis Poisson 1781-1840, mathématicien, géométre
physicien et homme politique frangais et physicien frangais

—Au=f, dans Qc R" (1)
ol A est |'opérateur laplacien : Au = gixizl +...+ gi:z‘.
Equation de Laplace si f = 0, sinon équation de Poisson.
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Equation de Laplace/Poisson

Plan du cours

Chapitre | Algorithmique numérique
Chapitre Il Dérivation numérique
Chapitre Ill Résolution numérique des E.D.O.

Chapitre IV Résolution numérique des E.D.P.
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Conditions aux limites

—Au=f, dans Qc R"

e Dirichlet si on impose, sur une partie de 09,

u=g, surlpcoQ. (2)
e Neumann si on impose sur une partie de 02,
ou
— = sur 'y < 09. 3
an 8, N ( )
ol 2% = (grad u, n) avec n normale exterieure unitaire a Q

e Robin si on impose sur une partie de 02

0
i+au:g, sur ['g < 0Q.

on (4)
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“@-Probléme de condensateur en 2D
Find v : Q — R such that

—Au = 0 inQcR?
u = 0 on T,
u = -1 onlyuTls,
u = 1onlyuly,

@*Probleme de condensateur en 2D

Find v : Q — R such that

—Au = 0 inQcR?
u = 0 on T,
u = —1onlyuls,

<
Il

1 onlyuly,

de Laplace/Poisson

—Au = 0 dans Q c R?,

u = —1surlyulsy,
u = 1 surlpuly,
Ju
n = 0 surlyg.

40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
Eauation de Laplace/Paisson
SAY N S q .
-@-Probleme de condensateur en 2D @ Champ de vitesses en 2D :V =V u
Find u: Q — R such that Trouver u: Q — R tel que
—Au = 0 inQcR?
u = 0 onT,
u = =1 onlyuls,
u = 1onluly,
> 4E>» E DA
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3@’-Champ de vitesses en 2D :V =V u 3@’-Champ de vitesses en 2D :V =V u

Trouver u: Q — R tel que Trouver u: Q — R tel que
—Au = 0 dans Qc R?, —Au = 0 dans Q c R?,
u = —1surlyulsy, u = —1surlyulsy,
u = 1 surlpuly, u = 1 surlpuly,
ou ]
n = 0 surl. n = 0 surl.
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Probléme mal posé Equation de la chaleur

- ) ou f(t,x
-@’-Probléme en dimension n 2 (%) = DBu(t,x) = (pc )’ ¥x e, vte [0, 7] (5)

Find u: Q — IR such that

o Q c RY de frontiére 0Q

7?5 = finQcRY e D, coefficient de diffusivité thermique (en m?/s),
an & sur . e f, production volumique de chaleur (en W/m?),

p, masse volumique du matériau (en kg/m®),
ol Q est un domaine borné de R".

Ce probléme est mal posé : non unicité de la solution.

¢, chaleur spécifique massique du matériau (en J/kg/K),

H . _ %u u
Au laplacien (en espace) : Au = STt o

u solution =  u + constante solution N . b
Probléme bien posé ?

40> «F»r» «E>» «E>» = Q™ 40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
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Equation de la chaleur -\@’-Probléme de chaleur en 2D
Find u: Q < R? — R such that
du
2 DAy = 0in[0,T]xQ,
ou f(t,x ot
E(t,x) — DAu(t,x) = %, VxeQ, Vte [0, T] (5) u0,x) = 20VxeQ,
ou
Probléme bien posé : 3, = 0onln,
e condition initiale Lo e EZU?
VxeQ, u(0,x)= up(x) (6) 2 = & DIt
e conditions aux limites sur 02
» Dirichlet : ou Q (cotés de 20cm)
VxelpcdQ, Vte[0,T] u(t,x) = go(t,x) e D =98.8 x 107° (aluminium) ou
» Neumann : D =239x 1076 (plomb),
VxelncdQ, Vte [0, T] D%(t,x) = gn(t,x) o VxelauTls, gi(t,x) = (20 +40t) sit <=1

et g1(t,x) = 60 sinon,

o Vxel; uly, g(t,x) =(20+80t) sit <=1
et g»(t,x) = 100 sinon.

» Robin : P
Yx el c 0Q, Vte [0, T] Da—Z(t,x) + au(t,x) = gu(t,x)

«O>» <Fr «E» «E>» E DA S = E 9DA®
Equation de la chaleur 2026/03/10 8 / 30 de la chaleur
Equation des ondes ,
0
a—tlzj(t,x) — Au(t,x) =0, ¥xeQ, Vte[0,T]
e conditions initiales
s u(0,x) = up(x), Vx € Q [position initiale] (8)
0u 2 o
g (HX) = c"Au(t,x) =0, ¥xeQ, vte[0,T] ) S(0,%) = (), Vx e Q [vitesse initiale] 9)
d i
¢ Q2= R de frontiere 0Q2 e conditions aux limites sur 0Q
e ¢ > 0 vitesse de propagation de |'onde, » Dirichlet :
Probléme bien posé ? VxelpcoQ, Vte [0, T], u(t,x) = gp(t,x)
» Neumann : P
Vxely < dQ, Vee[o, T], cza—Z(t,x) = gn(t,x)
» Robin : 5
Yxelr c 0Q, Vte [0, T], czﬁ(t,x) + au(t,x) = gu(t,x)
40> «F»r» «E>» «E>» = Q™ 40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
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Résolution numérique d'EDP

Soient a< b, c>0,a€R, BeR, et f:[a,b] — R donnés.

-@’-EDP modéle stationnaire 1D
Trouver u : [a, b] — R telle que
—u"+cu = f in]ab, (10)
- ua = q (11)
Méthodes déterministes : u) = B (12)
o méthode des différences finies —
e méthode des éléments finis
o méthode des volumes finis -@-EDP modeéle stationnaire 1D : formulation aux points
Trouver u(x) € R, Vx € [a, b] telle que
—u"(x) +cu(x) = f(x) Vxela,b[,
u@ = o
ulb) = B.
Chercher u ou u(x), Vx € [a, b] (infinité de points!)
40> «F»>» «E>» «E>» = Q™ 40> «F>» «E>» « E>» = Q™
Résolution E.D.P. Méthode des différences finies 1D EDP stationnaire 1D + Dirichlet
“¢“EDP modéle stationnaire 1D : formulation aux points *®“EDP modéle stationnairelD : formulation aux points de discrétisation
Trouver u(x) € R, Vx € [a, b] telle que Trouver u(x;) € R, Vi € [0, N] tels que
—u"(x) +cu(x) = f(x) Vxela,bl, —u"(xi) + culx;) f(xi) Vie]o, N[,
ul@a = o ulo) = a,
ub) = B8 ulx) = B
i+1) — 2u(x;) + u(xj_1)
. . b—a "(x:) = (D2 ) W2y — u(xit1) i i B2y
xi =a+ih, Vie[0,N], avec h= . u"(x;) = (Dhu)(s) + O(h%) h? +o(r)
-@’-EDP modeéle stationnairelD : formulation aux points de discrétisation
Trouver u(x;) € R, Vi € [0, N] tels que
—u"(x) +cu(x)) = f(x) Vie]o,N[, (13)
ulo) = o (14)
ulxy) = B. (15)
40> «F»r» «E>» «E>» = Q™ 40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
Méthode des différences finies 1D EDP stationnaire 1D + Dirichlet Méthode des différences finies 1D EDP stationnaire 1D + Dirichlet
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3@1EDP modéle stationnairelD : formulation aux points de discrétisation
Trouver u(x;) € R, Vi € [0, N] tels que

'05) = (D)) + O(1R) = 2D T o4,

e

-@-EDP modéle stationnaire en dimension 1 : formulation aux points de discrétisation (bis)
Trouver u(x;) € R, Vi € [0, N] tels que

_u(xis1) — 2u(x;) + u(xi-1)

“¢“EDP modéle stationnaire en dimension 1 : formulation aux points de discrétisa-
tion (bis)

Trouver u(x;) € R, Vi € [0, N tels que

3 u(xiv1) — 2u(x;) + u(xi—1)

P —0(h?) +cu(x;) = f(x) Vielo, N[,
u(xo) a,
ulxy) = B.

On oublie le O(h?) et on pose u; ~ u(x;).

= — O(h?) + cu(x;) f(x;) Vielo,N[, (16)
u(xo) = a, (17
ubxy) = B 18
«O» <Fr «EEr» «2E» = OHAQ «O>» <Fr «EEr» «2Er» = HAQ
Méthode des différences finies 1D EDP stationnaire 1D + Dirichlet Méthode des différences finies 1D EDP stationnaire 1D + Dirichlet
N2 < Q 0 0 a o 0 3 D N 2 9 9 , arges o o
-("EDP modéle stationnaire en dimension 1 : formulation aux points de discrétisa- -@-EDP modéle stationnaire 1D : schéma aux différences finies
tion (bis) .
Trouver u(x;) € R, Vi € [0, N tels que Trouver u; € R, Vi € [0, N tels que
u(xir1) — 2u(x;) + u(xi— . _w - ! g
_ ( +1) h(2 ) ( 1) _ O(hz) + CU(X,’) _ f(X,') Vi EHO, N[[, h2 + cu; = f(X,) Vi 6]0, N[[7 (19)
u(xo) a, b = &, (20)
ubxy) = B uy = 3. (21)
On oublie le @(h?) et on pose u; ~ u(x;). N S , . N . i
O(h*) P ! (xi) systéme linéaire de N + 1 équations 8 N + 1 inconnues !
“6*EDP modéle stationnaire 1D : schéma aux différences finies o a —eq. en xo
Trouver u; € R, Vi € [0, N] tels que —Upy + pup — ug h2f(x1) —eq. en xy
Uir1 —2uj + Ui 1 .
- i f(x;) Vie]o,N[, 19
h2 " & (x) Vi €], N[ ) —uy +pun_1 —Uy—2 = h*f(xny_1) < eq. en xy_1
u = o, (20) uy = «—eq. en xy
uy = ﬂ (21)
avec 1 = 2 + ch®.
«Or «Fr «aE=r «Er» = VAR «Or «Fr «E=Er «Er» = VAR
Méthode des diffarences finies 1D EDP stationnaire 1D + Dirichlet Méthode des diffarences finies 1D EDP stationnaire 1D + Dirichlet
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up = « < eq. en xg : ligne 1
—Uy + Uy — U = hf(x) «—eq. en xi . ligne 2
—u3 + iy — tn = h?’f(x) <~ eq. en x» : ligne 3
. r N
<= . . .
—un_1 + pun—2 — UN—3 = h2f(XN72) «—eg. en xy_2 ||gne N-—1 PropOSlthn 3.1: admis
—un + puy—1 — Uy—2 = hf(xy_1) < eq.enxy_1 : ligneN
uy = B < eq. en xy : ligne N+1 Le schéma aux différences finies (19) a (21) est consistant a 'ordre 2 avec 'EDP (10) a (12) et
: on a
1. Uo a 2
N A S L M max_|u(x;) — ui| = O(h%). 23
-1 wn H2f(x1) ie[O.N] |u(xi) — uil (h%) (23)
0 : up h2f(X2)
def 0 i def
AUE | - “p (22)
A .
Lo >
N un-2 h*f (xv-—2)
0 ST I Y
0 ATV 5
avec =2+ ch?, Ae Myy1(R), Be RV et U e RV+L.
40> «F»>» «E>» «E>» = Q™ 40> «F>» «E>» « E>» = Q™
Méthode des différences finies 1D EDP stationnaire 1D + Dirichlet Méthode des différences finies 1D EDP stationnaire 1D + Dirichlet
,_{ Exercice 1 (schéma étudié en cours) } fet ‘ ﬁrror(h)
O3 Eerire fa fonction AssembleMat1D retournant Ja matrice M & Ma(R) définie par <o
*:0(h2)
5 0 0 ... ... .0 ezl ]
5o B - . .
0 o s
M= ® le3f E
0
8 a B
0 0 0 4
led | ]
| i, ety sont des réels donnés. J
On souhaite résoudre par un schéma aux différences finies I'EDP suivante
i+ = finlabl, osk - ,
ua) = o
u(b) = B. -
@2 b . ) p—
En prenant le jeu de données a =0, b=2m, c=1,a =1, 8= —1 et f:x— cos(x?), écrire une fonction permettant de résoudre I'EDP précédente. On pourra utiliser la 1e-6 L
fonction X « Solve(A, B) retournant la solution du systéme linéaire AX = B. le-3 1?'2 le-1
@3
&3 En choisissant judicieusement un jeu de données écrire un programme permettant de vérifier Iordre du schéma utilisé 3 Iaide de la formule (23). Figure: Représentation en échelle logarithmique
40> «F»r» «E>» «E>» = Q™ 40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
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function [x,Ul=solveEDPi(a,b,c,alp,bet,f,N)

h=(b-2) /N;

1 function M=AssembleMat1D(d,alp,bet,gam) x

2 M=sparse(d,d); A leMat1D (N+1,2+ceh*h,-1,h*h);
3 d B=zeros (li+1,1);

(N+1)=bet;

Listing: fonction Matlab/Octave AssembleMat1D

Listing: fonction Matlab/Octave solveEDP1

1 clear all
2 close all
s 4 Initialisation des donnees

© Méthode des différences finies 1D

) sin(x.72);

cxsin(x72);

EDP stationnaire + CL mixtes

3 H()=(b-2)/u;

1w E(k)=max(abs(uex(x)’-U));
k=k+1;

1 end

w 4 Representation

1 loglog(i,E,’r<-?,

1 hold on
0 loglog(H,H, k
2 loglog(H,H."2,

graphique
>LineWidth’,2)

LineWidth’,2)
>, ’LineWidth’,2)

22 legend (’Error (h)
2 xlabel(’h’)

’0(n)’,’0(n"2) ")

Listing: Script Matlab/Octave pour la représentation de I'ordre

40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
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Méthode des différences finies 1D EDP stationnaire 1D + Dirichlet Méthode des différences finies 1D EDP stationnaire + CL mixtes

EDP stationnaire + CL mixtes

EDP stationnaire + CL mixtes

*¢*EDP modéle stationnaire 1D avec condition de Dirichlet a droite et Neu-
mann a gauche
Trouver u : [a, b] — R telle que

*¢*EDP modéle stationnaire 1D avec condition de Dirichlet a droite et Neu-
mann a gauche
Trouver u : [a, b] — R telle que

—u" + cu

u(a)
u'(b)

f in]a, b[, (24) —u" +cu
a, (25) u(a)
B. (26) u'(b)

f in]a, b[, (24)
@, (25)
B. (26) ]

Seule la derniére ligne du systéme linéaire est a modifier! Remplacer par 777 Seule la derniére ligne du systéme linéaire est a modifier! Remplacer par 777

o (o) = (D)) + O(h) = LW =Ny

40> «F»r» «E>» «E>» = Q™
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Méthode des différences finies 1D EDP stationnaire + CL mixtes Méthode des différences finies 1D
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EDP stationnaire + CL mixtes

U @ < eq. en xp : ligne 1
—Up + pug — Up = hf(x) «—eq. en xq : ligne 2
(o1 R - . o .. R . ) —u3 + pup — Uy = hf(x) < eq. en xp : ligne 3
-@-EDP modéle stationnaire 1D avec condition de Dirichlet a droite et Neu-
mann a gauche . _
Trouver u : [a,b] — R telle que —un—1+ pun—2 —un—3 = hf(xy—2) <eq. enxy :ligne N—1
—un + pUN_1 — Un_2 = h’f(xy_1) < eq.enxy_1 : ligne N
—u"+cu = f in]a bl (24) Un — UN—1 = hp < eq. en xy : ligne N+ 1
u(@) = a (25) 100 .. . ... 010 w \ [ a
u(b) = B. (26) PR R ) oo || B f(x1)
\ ) 0 : -1 pu -1 0 0 : 0 " Pf (x2)
Seule la derniére ligne du systéme linéaire est 3 modifier! Remplacer par ?7? 00 S ; :
AUE : . = ' =B (28)
/ + u(xn) — u(xn-1) ; 0 : :
u (XN) = (Dh u)(XN) + O(h) = f + O(h) = 6 E 0 0 -1 u -1 E Un—2 hzf(XN 2)
! 1: Jun-1 W (xn-1)
Uy — Un_ 0 0 -1.1 uv )\ R
NN g (27)
h Mais ...
40> «F»>» «E>» «E>» = Q™ 40> «F>» «E>» « E>» = Q™
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Schéma d'ordre 1 !!!

Error for N=1600

letl T T 035 T T T T T -

|~ Error(h)
0 0(h)
1es0 .02 osk ] '—| Exercice 2 )
ledf E Soit ¢ une fonction suffisament réguliére et h > 0
025 7
o Q.1
le2f e ® 3 K—ﬁ( Montrer que
PR _ozp 1 de —3p(x) + 4p(x + h) — o(x + 2h) 5
[ e ] 2 —(x) = + h 1
1e3 PR 2 %) h o(h) (1)
- 015 1 az
ted g o 3 = Montrer que
o 01 1 dyp 3p(x) — 4p(x = h) + p(x — 2h)
les E ) E E(X) = 2h + O(hz) (2)
le6 F o ] 005 ] a3 :
o Déterminer une formule permettant de calculer une approximation a l'ordre 2 de ‘Zx—f(x) en utilisant uniquement des
te7 = = o o0 " > . ” . . ; valeurs de la fonction ¢ aux points x + ih avec i € IN.
h x
. A . B 1 A . ] . Q 4
(a) Re;?resentatlon en échelle logarithmique de I'ordre  (b) Représentation de I'erreur en fonction de x pour Déterminer une formule permettant de calculer une approximation & I'ordre 2 de 'Z,ZTf(x) en utilisant uniquement des
du schéma N = 1600 valeurs de la fonction ¢ aux points x — ih avec i € IN.

Ecrire un schéma d'ordre 2 pour Neumann

40> «F»r» «E>» «E>»

Q> 40> «F»>» «E>» «E>»
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Uo = « < eq. en xg ligne 1
—Uup + pu — Up = f(x) «—eq. en xq ligne 2
—u3 + iy — Uy = f(x) < eq. en xp ligne 3
—un—1+ puy—2 —uy—3 = fF(xn—2) <« eq.enxy_o : ligneN—1
—uy + pUN—1 — UN—2 = f(xy—1) < eq.enxy_1 ligne N
Suy —4un_1 + uny_> = 2hp <~ eq. en xy ligne N +1
[2) o
[ TN
un h*f(x1)
2
u W f(x2)
N def
= “p (54)
un—2
Un-1
uy N
et ...
40> «Fr « > » Q>
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'—{ Exercice 3
Soit le probléme suivant
—u"(x) + c(x)u(x) = F(x), Vx€lab]. (1)
u'(a) = a, @)
ub) = 8 3)
ol ¢ est une fonction positive.
O Quelles sont fes données du probléme (1)-(3)7 (préciser le type de chaque donnée : réel, entier, fonction, vecter, )
= Quelles sont les inconnues du probléme (1)-(3)7 (préciser le type)
3 Quelles sont les conditions initiales?
« Quelles sont les conditions aux limites?
O ) Construire une discrétisation réguliére de [2; 5] avec N pas de discrétisation en espace.
On note x;, i € [0, V] cette discrétisation. On souhaite résoudre (1)  I'aide du schéma numérique
iy = 20 + Uy _
SR G- ()
@3 Expliquer comment le schéma () a été obtenu  partir de (1) et préciser ce que représente les termes u;, f, G; et Ax7
= Donner lensemble £ des valeurs que peut prendre i dans le schéma (1)
3 Construire une discrétisation des conditions aux limites d’ordre 2 au moins.
« Le schéma global est de quel ordre? Justifiez.
On note V le vecteur de dimension N + 1, de composantes V; = uj_y, i € [1,N + 1].
@2 Montrer que le vecteur V. est solution du systéme linéaire
AV=F (5)
en explicitant la matrice A et le vecteur F (préciser les dimensions).
-8 Eerire un algorithme complet de résolution du probléme (1) 3 (3) basé sur (5). (Utiliser au maximum les fonctions). On pourra utiliser fa fonction X — Solve(A, B) retournant la solution du systéme linéaire AX = B.

> «E»

ax

Méthode des différences finies 1D EDP stationnaire + CL mixtes

Schéma d'ordre 2

%1073 Error for N=1600
le-l T T 2 T T T T T T
=& Error(h)
©-0o(h) 18 - 1
le2 | ®0(h2)
16 | B
14 F 1
le3 1
12 B
g
le-4 | 4 ;3— 1+ Bl
5]
08 [ b
les | 3 06 - 1
0.4 B
le-6 | 4
02 B
le7 : : 0
le-4 1le-3 le-2 le-1 o 1 2 3 4 5 6 7

h

(a) Représentation en échelle logarithmique de I'ordre
du schéma

Méthode des différences finies 1D

EDP stationnaire + CL mixtes

(b) Représentation de I'erreur en fonction de x pour
N = 1600

«4O> «Fr o« ax
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