{5 Exercice 0.0.1

Soit A € M,, ,(C) une matrice hermitienne inversible décomposée en A = M — N ot M est inversible.
On note B = 1 — M*A.

Q. 1 Montrer que la matrice M* + N est hermitienne.
On suppose maintenant que M* + N est définie positive.

Q. 2 Soit z un vecteur quelconque de C™ et y = Bx.

1. Montrer que
(z,Az) — (y,Ay) = <a:,AM'1A:1:> + <M'1A:1:,Ax> — <M'1A1:,AM'1A$> (1)

et
z—y=M7'Az. (2)

2. En déduire que
(&, Az) -y, Ay) = {(x —y),(M* +N)(z —y)). 3)
Q. 3 Montrer que si A est définie positive alors p(B) < 1.

Q. 4 Démontrer par Uabsurde que si P(B) < 1 alors A est définie positive.

Q.1 Ona

(M* +N)* =M + N*
=A+ N+ N*=A* -+ N+ N* car A est hermitienne
=M*+N.

La matrice M* + N est donc hermitienne.
Q.2 1. Onay =Bz avec B =1—M"1A ce qui donne
r—y=z—-Bz=(1-B)z=M"Az.
L’équation est donc démontrée. Pour prouver , on note que
y=z—M'Ax
et donc
y,Ay) = (& —M'Az,A(z — M'Az))
= (z,Az) — (M'Az,Az) — (z, AMAz) + (M Az, AM*Az ) .
On en déduit immédiatement .
2. En utilisant , on obtient
(z—y,(M*+N)(z—y)) =M 'Az, (M* + N)M*Az)
= (M'Az, (M + N*)M*Az) car M* + N hermitienne
= (M*Az, (M +M* — A*)M*Az) car N=M—A
= (M*Az,Az) + (M'Az, M*M Az ) — (M"'Az, AM*Az) car A hermitienne
Or, par propriété du produit scalaire, on a
(MAz, M*M*Az) = (MM*Az,M'Az) = (Az,M*Az) = (z,A*M ‘Az ).
Comme A est hermitienne, on obtient

(M Az, M*M Az = (2, AT Az .



On abouti alors a
(& -y, (M* +N)(x —y)) = (M*Az,Az) + (x,AM*Az) — (M"*Az, AMAz ) .
L’équation est obtenue en utilisant .

Q. 3 On veut démontrer que sous les hypothéses A hermitienne définie positive et M* + N (hermitienne)
définie positive on a pP(B) < 1, c’est & dire que pour tout élément propre (\,u) de B alors || < 1.

Soit (A\,u) € € x C™\{0} un élément propre de B. On a Bu = u. En prenant £ = u dans Q2| on a
y =Bu = \uet doncxz —y = (1 — \u. De (B) on obtient

(uy Auy — Oy MAu)y = (1 — Nu, (M* +N)((1 = Nu))
c’est & dire
(1= [A]?) Cu, Ay = 1= AP u, (M* + N)u). (4)
Comme par hypotheése, la matrice M* + N (hermitienne) est définie positive et u # 0, on obtient
(u, (M* + N)u) > 0
et donc on déduit de (ED que
(1 — [X?) (u, Au) = 0.
Comme A hermitienne définie positive et u # 0, on déduit de (@) que 1 — [A]? = 0 et donc |\ < 1.
On va démontrer par absurde que |\| # 1. On suppose |A| = 1, de on déduit
[T — \* (u, (M* + N)u) = 0.

Comme par hypothése, la matrice M*+N (hermitienne) est définie positive et u # 0, on obtient [1-\|? = 0,
c’est a dire A = 1. Or dans ce cas on a

y =Bz = Bu = \u = u.

L’équation donne alors
0=M"Au.

Comme u # 0, et que M™*A est inversible, I'équation ci-dessus est impossible, donc || # 1.

Q. 4 On veut démontrer par I’absurde que, sous les hypothéses M* + N (hermitienne) définie positive, A
hermitienne inversible et p(B) < 1, on a A définie positive.

On suppose que A n’est pas définie positive. Alors il existe £ € C™\{0} tel que (z, Az) ¢ RT*.

Pour une matrice quelconque que {(z, Az) € C, or comme A est hermitienne on a (x, Az) € R. En effet,
par propriété du produit scalaire on a

(@, Az) = <A*Z,.’IZ> = (Az,z) = (z,Az).

On note z[9 = z et oy = <x[0],A.7:[O]> le nombre réel négatif ou nul (ap < 0). On défini alors pour
les suites

zlFl = BglF—1 ot ay = <x[k],Ax[k]>.

On a alors
zlFl = BFzl0l vk e IN.

D’aprés le théoréme du cours (Théoréeme B.72 page 195),

pP(B) <1 «— lim BFwv, Wv.
k—+
On a donc

lim z" =0 et lim ap =0
k—4o0 k—+0

[k—1]

On utilise maintenant I’égalité (3]) avec z = z et y = Bz = ¥

<x[k_1],Ax[k_1]> _ <:1:['“],Aa:[k]> - <(a:[k—11 — M) (M N (Y - x[k])>



[k—1] _ k]

On peut noter que = zlFl £ 0, car sinon zlF~1 = gkl = BglF—1] et \ = 1 serait valeur propre de
B . il faudrait montrer que z*~11 = 0

Dans ce cas, comme M* + N est définie positive, on obtient
(211, Aglt=1) — (ol o) — s — > 0,

La suite (ag)ren est done strictement décroissante de premier terme «g < 0: elle ne peut converger vers
0.
Montrons par récurrence forte que zl# = 0, ¥l — k=1 £ 0 et 0 > a1 > ay, k e IN*.

o Initialisation : On a zl% # 0 et 2l'! = Bzl0]
On montre par I'absurde que z!* # 0. Supposons z* = 0, alors a; = 0 et 2l — 2 = 2[0 « 0.
Comme M* + N est hermitienne définie positive on obtient

0407061—< 7(17[1 M*+N)( [0]72? >>O

et contradiction avec ag < 0.

On montre ensuite par I'absurde que z[% # z[X. Supposons [l = z[%. Par construction 2! =
Bzl et dans ce cas, comme [ % 0, (1,2[0]) serait un élément propre de B: contradiction avec
p(B) < 1.

Comme 2% — z[1 £ 0, on a

070&1—< 7.’17[1 M*+N)( [0]717 >>0

et donc 0 > ag > ag.

e Hérédité : On suppose la propriété vraie jusqu’au rang k. On a alors zl#l % 0, zF+1] = Bgl*] et
ag < 0.
On montre par 'absurde que z*+11 £ 0. Supposons zlF+1 = 0, alors ag41 = 0 et zlF — glF+1] =
zlFl £ 0. Comme M* + N est hermitienne définie positive on obtient

ok = apgr = (@ = 21, (W 4 N (] — gk +1)) > 0

et contradiction avec ay < 0.

On montre ensuite par I'absurde que z!* # z[*+11 Supposons z!*t1 = z[*]. Par construction
2l = Bzl*] | et dans ce cas, comme z*] 0, (1, z[*]) serait un élément propre de B: contradiction
avec P(B) < 1.

Comme z!¥l — glF+1] £ 0, on a

ok = apgr = (@ = 241, (W 4 Ny — gl +1)) > 0

et donc 0 = ap > ajy1-



