Proposition

Soit Qn(f,a,b) definie en (5.1)), une formule de quadrature élémentaire & n + 1 points (distincts deux a deux et

ordonnés). On dit qu’elle est symétrique si

|+ Tn—i + b
Vi € [0,n], il 293” Z=a2 et w; = Wy_;-

(P-1)

Dans ce cas si cette formule est exacte pour les polyndmes de degré 2m alors elle est nécessairement exacte pour les

polynomes de degré 2m + 1.

Proof. Soit P € Ry, +1[X]. 1l peut alors s’écrire sous la forme

P(z) = C (g; _a ; b>2m+1 + R(z)

avec C' une constante réelle et R € Ry, [X]. On a alors

b b 2m+1 b
f P(z)dx = CJ (x e —2|_ b) dx + J R(x)dx

et en appliquant la formule de quadrature au polynéme P on obtient

n n a+b 2m+1 n
;}wlp(l‘z) = C;wz (JZZ — 5 > + Z;)wZR(:CZ)

On veut donc démontrer que
b n
f P(z)dz = (b—a) Y w;P(x;)
a i=0

c’est a dire

a i=0

b 2m+1 b n 2m+1
b b
CJ (:E—a; ) dx+JR(:c)dx— (b—a)C Y w ( ot ) +

(b—a) Z wiR(x;)
i=0



Comme la formule de quadrature est supposée exacte pour les polynéme de degré 2m, on a

b n
J R(x)dz = (b—a) 3 wiR(z).
i=0

a

Il reste donc & démontrer que

b 2m+1 n 2m+1
a+b a+b
[ R G W CE

Or en effectuant le changement de variable ¢ — a+b + tb on obtient

b 2m—+1 1
b b —
f :U—CH_ dr = af 2mlagr — 0.
a 2 2 -1

Des propriétés de symétrie de la formule, on déduit

a+b a+b
xz'+$n_z’:a/+b S 5 = — Tp_i — 5

e Sin =2k, (n paire), on a alors un nombre impair de points avec nécessairement xj = x,,_j =

i a+b el il (. a+b 2m+1+0>< . 22"“: e
) = w; | x; 5 Wy, w; | x;
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e Sin =2k —1, (nimpaire), on alors un nombre pair de points (avec z; # QTH), Vi e [0,n]) et
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