
Proposition

Soit Qnpf, a, bq definie en (5.1), une formule de quadrature élémentaire à n ` 1 points pxiqiPv0,nw (distincts deux à
deux).
La formule de quadrature est de degré d’exactitude n au moins si et seulement si pour tout i P v0, nw, les poids wi

sont donnés par

wi
def
“

1

b´ a

ż b

a

n
ź

j“0
j‰i

x´ xj
xi ´ xj

dx “

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

t´ tj
ti ´ tj

dx, @i P v0, nw (P-1)

avec ti “ pxi ´ aq{pb´ aq.
Si f P Cn`1pra, bs;Rq alors on a

|Ea,bpfq| ď
1

pn` 1q!

›

›

›
f pn`1q

›

›

›

8

ż b

a
|

n
ź

i“0

px´ xiq|dx (P-2)

Proof. Montrons tout d’abord que l’on a l’égalité suivante

1

b´ a

ż b

a

n
ź

j“0
j‰i

x´ xj
xi ´ xj

dx “

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

t´ tj
ti ´ tj

dx.

Par le changement de variables s : t ÝÑ a` pb´ aqt on obtient

ż b

a
Lipxqdx “ pb´ aq

ż 1

0
Li ˝ sptqdt



et l’on a xi “ sptiq “ a` pb´ aqti où ti “ pxi ´ aq{pb´ aq. On en déduit

ż 1

0
Li ˝ sptqdt “

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

sptq ´ sptjq

sptiq ´ sptjq
dt “

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

pb´ aqpt´ tjq

pb´ aqpti ´ tjq
dt

“

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

t´ tj
ti ´ tj

dt

L’égalité est donc démontré.
Pour démontrer la proposition, on note Lnpfq le polynôme d’interpolation de Lagrange associés aux points pxi, fpxiqqiPv0,nw

:

Lnpfqpxq “
n
ÿ

i“0

Lipxqfpxiq avec Lipxq “
n
ź

j“0
j‰i

x´ xj
xi ´ xj

On a alors
ż b

a
Lnpfqpxqdx “

n
ÿ

i“0

fpxiq

ż b

a
Lipxqdx.

ñ On suppose que la formule de quadrature est de degré d’exactitude n. Soit i P v0, nw, Li P RnrXs et on a alors par
hypothèse

QnpLi, a, bq
hyp
“

ż b

a
Lipxqdx.

Or comme Lipxjq “ δi,j on a

QnpLi, a, bq “ pb´ aq
n
ÿ

j“0

wjLipxjq “ pb´ aqwi.



On obtient donc

wi “
1

b´ a

ż b

a
Lipxqdx.

ð On suppose les poids pwiq
n
i“0 donnés par (P-1). La formule de quadrature s’écrit alors

Qnpf, a, bq
hyp
“

n
ÿ

i“0

fpxiq

ż b

a
Lipxqdx.

Soit P P RnrXs. Par unicité du polynôme d’interpolation de Lagrange, on a P “ LnpP q et
ż b

a
Ppxqdx “

ż b

a
LnpP qpxqdx

“

ż b

a

n
ÿ

i“0

LipxqPpxiqdx

“

n
ÿ

i“0

Ppxiq

ż b

a
Lipxqdx

“ pb´ aq
n
ÿ

i“0

wiPpxiq “ QnpP, a, bq.

La formule de quadrature est donc exacte pour tout les polynômes de degré n au moins.

Comme f P Cn`1pra, bs;Rq, Pour démontrer l’inégalité (P-2), comme f P Cn`1pra, bs;Rq, on peut appliquer le
théorème 4.4 pour obtenir

@x P ra, bs, Dξx P ra, bs, fpxq ´ Lnpfqpxq “
f pn`1qpξxq

pn` 1q!

n
ź

i“0

px´ xiq

En intégrant cette équation sur l’intervalle ra, bs, on aboutit à
ż b

a
fpxqdx´

ż b

a
Lnpfqpxqdx “

1

pn` 1q!

ż b

a
f pn`1qpξxq

n
ź

i“0

px´ xiqdx.



et donc

|

ż b

a
fpxqdx´

ż b

a
Lnpfqpxqdx| ď

›

›

›
f pn`1q

›

›

›

8

pn` 1q!

ż b

a
|

n
ź

i“0

px´ xiq|dx.


