Chapitre 5

Integration

@ Definition 5.1

Soient f € C%([a,b];R) et Q,(f,a,b) la formule de quadrature élémentaire donnée par :
0n(ft) (0 - o) B r(ay) (5.1)
j=0

avec Vj € [0,n] w; € R et z; € [a,b] distincts deux & deux. L’erreur associée a cette formule de
quadrature, notée &, (f), est définie par

b
Eusl) = [ F@)dz = Qulf.ab), VF €0 biR) (5.2)

@ Definition 5.2

On dit qu’une formule d’intégration (ou formule de quadrature) est d’ordre p ou a pour degré
d’exactitude p si elle est exacte pour les poﬁncs de degré inférieur ou égal a p.

5.1 Meéthodes de quadrature éléme@ires
5.1.2 Quelques résultats théoriques

@ Proposition 5.3

Soit Qy,(f,a,b) definie en (5.1), une formule de quadrature élémentaire & n + 1 points (2;)iefo,n]
(distincts deux & deux dans [a, b]).
On note = = ¢(t) = a + Bt, B € R¥, le changement de variable affine, t; = p~!(z;), Vi € [0,n], et

Qulg, 9 M@ ) = (971 (0) — ¢ (@) D] wiglts). (5-3)

-

i=0

Alors Q,,(f,a,b) est de degré d’exactitude k si et seulement si Q, (g, '(a), o~ (b)) est de degré

d’exactitude k.

@ Proposition 5.4

La formule de quadrature élémentaire (5.1) & n + 1 points est de degré d’exactitude & (au moins) si
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et seulement si
pr+l _ grl

n
— wsrt = s 5
(b a);ow, —1 > Ve [0, k]. (5.4)

@ Corollaire 5.5

La formule de quadrature élémentaire (5.1) & n + 1 points est de degré d’exactitude 0 au moins si

et seulement si
n

Z'sz‘:l.

i=0

@ Proposition 5.6

Soient (x;)efo,n] des points deux a deux distincts de l'intervalle [a,b] donnés. Il existe alors une
unique formule de quadrature élémentaire (5.1) & n + 1 points de degré d’exactitude n au moins.

43 Exercice 5.1.1

Soient (z;) (n + 1) points donnés et distincts 2 & 2 d’un intervalle [a,b] (a < b). Ecrire une
fonction algorithmique WeicaTsFroMPoINTs permettant de déterminer les poids (w;)7 de telle
sorte que la formule de quadrature élémentaire associée soit de degré d’exactitude n au moins en
s’inspirant de résultats obtenus dans la démonstration de la Proposition 5.6. On pourra utiliser la
fonction algorithmique z < Sowve(A,b) permettant de résoudre le systéme linéaire Az = b.

@ Proposition 5.7

Soit Q,(f,a,b) definie en (5.1), une formule de quadrature élémentaire & n + 1 points (distincts
deux a deux et ordonnés). On dit qu’elle est symétrique si
T; + Tp—g a+b

Vi € [0,n], — =3

et w; = wy,_;. (5.5)

Dans ce cas si cette formule est exacte pour les polynomes de degré 2m alors elle est nécessairement
exacte pour les polynémes de degré 2m + 1.

@ Proposition 5.8

Soit Qn(f,a,b) definie en (5.1), une formule de quadrature éléementaire & n + 1 points (2i)ieo,n]
(distincts deux a deux).

La formule de quadrature est de degré d’exactitude n au moins si et seulement si pour tout i € [0, n],
les poids w; sont donnés par

oyt ”demzfn L=l gy vieo,n] (5.6)
bmalojqm—mi o jgti=t
G#i J#i

avec t; = (z; — a)/(b—a).
Si f e C"*1([a,b];R) alors on a

asl < g 17+, f | H<z —a.)lda (5.7)
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],3" Exercice 5.1.2

Soient (z;)!, des points distincts 2 & 2 de I'intervalle [a, b] vérifiant

i+ Tni b
vie[on], TEInt S22 ]

On note L; € R,[X], i € [0,n] les (n + 1) polynémes de base de Lagrange définis par

Li(ﬁ):ﬁ =%
j=0

Ti — Xj

j;i
et vérifiant L;(z;) = d; 5, V(i, §) € [0,n]?
Q. 1 Soit i€ [0,n]. Montrer que
Ve eR, Li((a+b) —x) = L_;(x).
Q. 2 Soient (w;)}_, définis par

1o ,
Py L L;(t)dt, Vie[0,n]

w; =

Montrer que l’on a alors
Vie[0,n], w;=wn—;

Lemme 5.9

Soient (z;)!, des points distincts 2 a 2 de I'intervalle [a, b] vérifiant

i+ Tn—i b
Vi€ [0,n], %:a; .

Soient (w;)?_, définis par

b—a ), =0
J#i

5 = %

1 (-
w; = J- H S dz, Vie[0,n]

On a alors

Vi € [0, pl—w; = wp—;

et la formule de quadrature élémentaire ass
impaire et au moins n + 1 sinon.

ol est de degré d’exactitude au moins n si n est

@ Proposition 5.10: Degré maximal d’exactitude

Soit Q,,(f,a,b) défini par (5.1) une formule de quadrature élémentaire de degré d’exactitude au
moins n. Elle est alors de degré d’exactitude n + m, m € IN*| au moins si et seulement si

b
f 7 (2)Q(z)dz = 0, VQ € Ryp—1[X] (5.8)
a

ot m, est le polynome de degré n + 1 défini par

n

7771,(30) = H(I - T1) (59)

i=0

Le degré maximal d’exactitude d’une formule de quadrature élémentaire & n + 1 points est 2n + 1.
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De plus, on a

(5.8) = jb 7 (z)abdr = 0, Vk e [0,m — 1]. (5.10)

5.1.3 Formules élémentaires de Newton-Cotes
Vie [0,n], x; =a+ihavech=(b—a)/n.

On a alors

Ti+ Ty L+ b
wEmﬂ,ﬂ;¥4=”;.

Proposition 5.11

Soient f € C%([a,b];R) et (2;)ie[0,n] une discrétisation régulicre de lintervalle [a,b]: a; = a + ih
avec h = (b—a)/n.
Les formules de quadrature élémentaires de Newton-Cotes s’écrivent sous la forme

n

b
ffmm~@7®2mﬂw

i=0

ou les poids (w;)}_ sont donnés par (5.6).
Elles sont symétriques et leur degré d’exactitude (d.e. dans le tableau suivant) est égal a n si n est
impair et & n + 1 sinon.

n | d.e. w; (poids) nom
1 1 N
1 1 5 & trapéze
1 2 1 P,
2 3 8 i 8 Simpson
s 1 3 3 1
3 3 5 s g 5 Newton
5 7 16 2 16 T i
4 5 50 e e i o0 Villarceau
51 05 | 19 2 25 25 25 10 2
288 96 144 144 96 288 ‘
41 9 9 34 9 9 41
6 7 840 35 280 105 280 35 840 Weddle
7 7 751 3577 49 2989 2989 49 3577 751 9
T7280 17280 640 17280 17280 640 17280 17280 !
8 9 989 2944 _ 464 5248 _ 454 5248 _ 464 2944 989 | o
28350 14175 T4175 14175 2835 14175 T4175 14175 28350 | °

Table 5.1: Méthodes de Newton-Cotes

}3’ Exercice 5.1.3
Q. 1 Ecrire une fonction algorithmique WeIGHTSPOINTSNC  retournant les (n + 1) points et les
(n+ 1) poids de la formule de quadrature élémentaire de Newton-Cotes a (n + 1) points.

Q. 2 Ecrire une fonction algorithmique QUADELEMNC  retournant la valeur de Q,(f,a,b) corre-
pondant & la formule de quadrature élémentaire de Newton-Cotes a (n + 1) points.

5.1.4 Formules élémentaires de Gauss-Legendre

2220

£ Exercice 5.1.4

2,

Q. 1 Déterminer les points to, t1 de Uintervalle [—1,1] et les poids wo, wy tel que la formule de
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quadrature

1 1
jq g(t)dt ~ 2 Z w;g(t;)

i=0
soit de degré d’exactitude 3.

Q. 2 En déduire une formule de quadrature pour le calcul de SZ f(x)dx qui soit de degré d’exactitude
3.

Les polyndmes de Legendre peuvent étre définis par la formule de récurrence de Bonnet
(n+1)Ppi1(t) = 2n+ 1)tP,(t) — nPp_1(t), VR =1 (5.11)

avec Po(t) =1 et Py(t) =t¢.
On a les propriétés suivantes:

1. le polynéme de Legendre P,, est de degré n,
2. la famille {P}}!_, est une base de R,,[X],
3. pour tout (m,n) e IN? on a

2
T 2m41

1
j P (1)Py (1) B (5.12)
—1

ce qui correspond a l'orthogonalité des polyndomes de Legendre pour le produit scalaire
1
(P, Py = f P, (6)Py(t)dz.
-1
4. Pour n > 1, P,, est scindé sur R et ses n racines sont simples dans | — 1, 1[, c’est a dire
n—1
Pu(t)=C[[(t-t), CeR* I:l
i=0

ot les t; sont 2 & 2 distincts (et ordonnés). Les (n + 1) racines simples de P, 11 sont alors chacunes
dans I'un des (n + 1) intervalles ]a, t0[, Jto, t1[, - .-, tn—2,tn—1[; Jtn—1,0[.

@ Proposition 5.12

Soit (¢;)?_, les n + 1 racines distinctes du polynome de Legendre de degré (n + 1). On note z; =

atb 4 b=ay, Vi€ [0,n] et w; les poids donnés par (5.6). La formule de quadrature élémentaire

b n
[ r@ra ~ -0 Y it

i=0

est appelée la formule de quadrature de Gauss-Legendre. C’est l'unique formule de quadrature
élémentaire a (n + 1) points ayant pour degré d’exactitude 2n + 1.

7

exactitude w; (poids) t; (points)
0 1 1

0
1 3 1/2,1/2 V13,173
2 5 5/18,8/18,5/18 | —+/3/5,0,4/3/5

Table 5.2: Méthodes de Gauss-Legendre sur [—1,1]
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Théoréme 5.13

Soient f € C*"*2([a,b]; R) et Q,(f,a,b) la formule de quadrature de Gauss-Legendre définie dans
la Proposition 5.12. Alors on a

b e, ,
[ f@da - 0utat < g [ malaras (5.13)

ot () = [ (@ — @;), les @; étant les points de la formule de quadrature.

43’ Exercice 5.1.5

L’objectif de cet exercice est de calculer les points et les poids de la formule de quadrature de
Gauss-Legendre & (n + 1) points. La formule de quadrature de Gauss-Legendre & (n + 1) points sur
[—1,1] est donnée par

[ o~ 23 wigten
-1 i=0

ou les (t;)7, sont les n + 1 racines du polynome de Legendre P, (t). Cette formule & pour degré
d’exactitude 2n + 1.

Soient (P, Q) = 8171 P(t)Q(¢)dt le produit scalaire sur R[X] et |P| = <P, P>1/2 la norme associée.
P,
[Pnl"

Soit M, le polyndome de Legendre normalisé de degré (n + 1), M,, = ‘ On utilisera les résultats
sur les polynomes de Legendre rappelés en cours.

Q. 1 Montrer que
Cn41Mpi1(t) = tM (t) — cuaMp—1(t), n>1 (1)

1 3 n2
Mo (#) = \/; M, (t) = \/;t eten =\l 75T

On définit le vecteur M (¢) de R"*! par

avec

M(t) = (Mo(t), ..., Mau(t))".

Q. 2 Montrer que l’'on a
tM(t) = AM(t) + cpy1Mpp1(t)ent1 (2)

ot l'on explictera la matrice tridiagonale A € My, +1(R) en fonction des coefficients ci,...,c,. Le
vecteur e, 1 €tant le (n + 1)-éme vecteur de la base canonique de R+,

Q. 3 En déduire que les (n + 1) racines distinctes de My, 11 € Ry11[X] sont les (n + 1) valeurs
propres de A.

Q. 4 Montrer que
D wkM; (B)M (k) = i g, V(i, 5) € [0,n]? 3)
k=0
ol 51’7]‘ =0,s1i#7j et (51’,1 =1,
On note W € M,,;1(R) la matrice diagonale, de diagonale (wo,...,w,) et P € M, 11(R) la
matrice définie par P;y1 41 = M; (), Y(4,5) € [0,n]>.
Q.5 1. Montrer que 2P*WP = I.
2. En déduire que W1 = 2PP?,

3. En déduire que = =237 (Mg (t;))?, Vi € [0,n].
On suppose que 'on dispose de la fonction algorithmique eic(A) retournant l'ensemble des
valeurs propres d’une matrice symétrique A € M,,41(R) dans l'ordre croissant sous la forme d'un

vecteur de R™+1.

Q.6 1. Ecrire la fonction [t,w] «— GaussLEGENDRE(n) retournant le tableau des points t et le
tableau des poids w en utilisant les résultats obtenus dans cet exercice.
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2. Ecrire la fonction I «— QUADELEMGAUSSLEGENDRE(f, a,b,n) retournant une approxzimation et son ordre de convergence est p + 1.
de SZ f(z)dz en utilisant la formule de quadrature de Gauss-Legendre a (n + 1) points sur
Uintervalle [a, b]. .

5.3 Dominance (rappels?)

5.2 Meéthodes de quadrature composées @ Definition 5.12
Soient X un sous-ensemble de R, et f et g deux fonctions définies sur X a valeurs réelles. On dit
' Definition 5.9 que f est dominée par g au voisinage de a € X s'il existe un voisinage U de a et un réel C € R¥ tel
Soit (i)iefo,x] une subdivison de I'intervalle [« 5]: e VeeUnX, |f(@)<Clg@).
a=ayp<a; < - <a=p. On note f(z) = O(g(z)), ou f = O(g) (notation de Bachmann), ou, lorsqu’il n’y pas d’ambiguité
On a alors sur la valeur (iteﬁa? @) = O(g(x)ls.

3 ko ra;
L f(z)dz = ;f f(z)dz. (5.14)

i1
. o AR . @ Proposition 5.13
Soit 9, (g, a,b) la formule de quadrature élémentaire & n + 1 points d’ordre p donnée par

» n b Soient X un sous-ensemble de R, f et g deux fonctions définies sur X a valeurs réelles, et a € X.
Qn(g,a,b) = (b—a w;g(z; wj z)dz.
n(g,0,8) = ( );) 19(23) - 9(=) e Siaest fini, f(z) = O(g(z)) si et seulement si
: o~
La méthode de quadrature composée associée & Q,, notée Q;%", est donnée par In >0, 3C >0, telque Ve e X, [z —a| <n = |f(z) < Clg(z)|.

k 8 s _ 5 . 3
QP (1, 0, B) = 2 0n(frain o) ~ | fw)dz (5.15) e Sia=+w, f(z) = O(g(x)) si et seulement si
i=1 a

iM >0, 3C >0, tel que Ve e X, 2 > M = |f(z) < Clg(x)|.

2212 . . .
¥ Exercice 5.2.1 Bibliography
Ecrire une fonction algorithmique QuUADSIMPSON retournant une approximation de I'intégrale d'une [1] M. Crouzeix and A.L. Mignot. Analyse numérique des équations différentielles. Mathématiques

fonction f sur l'intervalle [, 8] utilisant la méthode de quadrature composée de Simpson en min-
imisant le nombre d’appels a la fonction f. On rappelle que la formule élémentaire de Simpson est
donnée par

appliquées pour la maitrise. Masson, 1992.

f b — b
Qa(g,a,5) % T2 (gla) +49(*5) + 9(8).
Proposition 5.10 |:|

Soit Q,, une formule de quadrature élémentaire & n + 1 points. Si Q,, est d’ordre p alors la méthode
de quadrature composée associée est aussi d’ordre p : elle est exacte pour tout polynome de degré
p.

@ Théoréme 5.11: [1], page 43 (admis)

Soient Q> une méthode de quadrature composée associée & une méthode de quadrature élémen-
taire Q,, de degré d’exactitude p > n et f € C**'([a, 3];R). On a alors

| f F@)de = O£, )] < Cy(B — )+ | £ (5.16)

avec h = max (o — aj_1) et C, > 0. Ceci s’écrit aussi sous la forme
jel1.k]

B
| e - oz (s )] = o) (5.17)
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