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3.2 Normes vectorielles et normes matricielles Q. 2 On poseu = ﬁ etv = W. En utilisant Uinégalite (3.3), montrer que 'on a l'inégalité
.2.1 Normes vectorielles S 1 1¢
3 3 uivi| < » > il + 2 Dl =1. (34)
i=1 i=1 i=1

¥ Definition 3.23

Q. 3 En déduire linégalité de Holder suivante
Une norme sur un espace vectoriel V est une application o] : V' — R* qui vérifie les propriétés

suivantes n
[@ )] < Y lwail < lel, lyll, - (3.5)
o v =0<=v=0, i=1
o |lew| = |af |v], Vae K, YweV, Quel est le lien entre l'inégalité de Holder et l'inégalité de Cauchy-Schwarz?
o Ju+v| < Jul + o], ¥(u,v) e V? (inégalité triangulaire).
Une norme sur V est également appelée norme vectorielle . On appelle espace vectoriel
normé un espace vectoriel muni d’une norme. @ Lemme 3.26: Inégalité de Holder

Pour p > 1 et %‘F%:l, on a Vz,y e K"
@ Proposition 3.24

n n Up /n Ya
Soit v € K". Pour tout nombre réel p > 1, 'application |e||,, définie par Z |ziyi] < (Z |J:,;\p) <Z \y,\q> = |z, lyl,- (3.6)
i=1 i=1 i=1
1/p
— S P Cette inégalité s’appelle I'inégalité de Holder.
e, = | 2 Il
i=1

est une norme sur K”.

D ¥ Definition 3.27

! - . ~ . - . . .
Deux normes |e| et ||o|", définies sur un méme espace vectoriel V, sont équivalentes s’il exite

F4 Exercice 3.2.1 deux constantes C' et C” telles que
Soient et y deux vecteurs de C™. HIH/ <Clz| et |z|<C HIH/ pour tout £ € V. 3.7)

Q. 1 Trouver a € C tel que {ax —y,x) = 0.

Q. 2 En calculant |ox — y|3 , montrer que

[,y | < =zl lyl, - (3.1) Proposition 3.28
Q. 3 Soitz # 0. Montrer alors que ’inégalité (3.1) est une égalité si et seulement siy = oz. Sur un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont équivalentes.

3.2.2 Normes matricielles

@ Lemme 3.25: Inégalité de Cauchy-Schwarz
¥ Definition 3.29

Vz,y e K"
v [ w| < |zl lyl, - (3.2) Une norme matricielle sur M, (K) est une application [e] : M, (K) — R" vérifiant

Cette inégalité s’appelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On a égalité si et seulement si z et y 1. [Al=0<=A=0,
Sl 2. JaAl = [o] 1AL, Yo € K, YA € M, (K),

> 3. |[A+B| < |A| +|B||l, Y(A,B) e M,(K)? (inégalité triangulaire)
4 Exercice 3.2.2 5
) 4. [AB] < JAI[BI, ¥ (A,B) € M, (K)

Q. 1 Soit la fonction f(t) = (1—X) + M —t* avec 0 < A < 1. Montrer que pour tous a >0 et 3 > 0
on a
B < da+ (1= N)B. (3.3) @ Proposition 3.30

Soient z et y deux vecteurs non nuls de C". Soient p > 1 et ¢ > 1 vérifiant % + % =1.
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Etant donné une norme vectorielle |e|| sur K™, 'application [e|, : M, (K) — R* définie par

JA], & sup 1Av] (3.8)
vt 0]
v#£0

est une norme matricielle, appelée norme matricielle subordonnée (a la norme vectorielle don-
née).
Elle vérifie
|Al, = sup |Av| = sup |Av| =inf{aeR: |Av| < alp|, Yve K"}. (3.9)
n K"

VE.
[vl<1 [v=1

De plus, pour tout v € K" on a
|Av] < Al ] (3.10)

et il existe au moins un vecteur u € K™\{0} tel que

A = 1A Jael] - (3.11)
Soit | la matrice identité d’ordre n, on a
I, = 1. (3.12)
{3 Théoreme 3.31
Soit A e M,,(K). On a
HA vl
Al = = a; 3.13
& o JEMZ| 1 (313)
v

o [Aw] )
HAHZ“H 2 o HZ /P (A*R) = \/p (AA¥) = |A*], (3.14)

H Av| S
|Al, = up) L = max > |ay| (3.15)
vek® [V eltnl &
v%O J=1

La norme |||, est invariante par transformation unitaire :

Uu* =1l = [Al, = |AU], = [UA], = HU*AUHQ o (3.16)

@ Corollaire 3.32

1. Si une matrice A est hermitienne,on a |A[, = P(A).

2. Si une matrice A est unitaire, on a |Al, =1

@ Théoréme 3.33

1. Soit A une matrice carrée quelconque et ||| une norme matricielle subordonnée ou non, quel-
conque. Alors
(&) <Al (3.17)

2. Etant donné une matrice A et un nombre € > 0, il existe au moins une norme matricielle
subordonnée telle que
IA] < P(A) +<. (3.18)

Théoréme 3.34: Norme de Frobenious

L’application [e], : M,, — R* définie par
1/2

1Al = Y eyl | =+ (A*A), (3.19)
(i,5)=¢[1,n]?

pour toute matrice A = (a;;) d’ordre n, est une norme matricielle non subordonnée (pour n > 2),
invariante par transformation unitaire et qui vérifie

Al <Al < VrlAly, YA€ M. (3.20)

De plus [l = v/n.

{3 Théoreme 3.35
1. Soit |e| une norme matricielle subordonnée, et B une matrice vérifiant
Bl <1.

Alors la matrice (I + B) est inversible, et

- 1

1

(1+B) H P

” 1—BJ

2. Si une matrice de la forme (I + B) est singuliére, alors nécessairement

Bl =1

pour toute norme matricielle, subordonnée ou non.

3.2.3 Suites de vecteurs et de matrices

@ Definition 3.36

Soit V un espace vectoriel muni d’une norme |[o|, on dit qu’une suite (vj) d’éléments de V converge
vers un élément v € V| si

lim v —v| =0

k—o0

et on écrit
v = lim vg.
k—o

@ Théoréme 3.37: admis
Soit B une matrice carrée. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. limj_,o B* = 0,

2. limy_, B*» = 0 pour tout vecteur v,
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3. p(B) <1,

4. |B| < 1 pour au moins une norme matricielle subordonnée |e| .

@ Théoréme 3.38: admis

Soit B une matrice carrée, et ||o| une norme matricielle quelconque. Alors

1k

Jim B[ = £(B).
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