EXERCICE

Etant donné une norme vectorielle ||o] sur K", on définit application ||, : My (K) — R™ par

] A
A, 2 sup 201 (P
vek" V]
v#0
Q. 1 Montrer que ||l], = 1. o
On note B = {v € K" ; |v| < 1} la boule unitée de K" et S = {v € K" ; |v|| = 1} la sphére unitée de K".
Q. 2 a. Montrer que B et S sont des compacts.
b. Montrer que
|Ally = sup [[Av] (P-2)
veS
c. En déduire que
|Ally = sup [Av] (P-3)
velB

d. En déduire que Uapplication ||, est bien définie sur Mp(K) i.e. VA e M, (K), ||A], < +o0.

Q. 3 a. Montrer
JAl, <inf{aeR: |Av| < alv|, VveK"}.

b. Montrer qu’il existe w € S tel que |A|, = ||Aw| .

c. En déduire que
|Al, =inf{ae R: |Av| < alv|, VveK"}. (P-4)



Q. 4 a. Montrer que Yv € K", ||Av| < |All; |v] .

b. Soit A € K*. Montrer qu’il existe u € IK" tel que |u| = |\ vérifiant

| A = [IA] fae]
O
Q. 5 Montrer que |o|, est une norme matricielle. o
Correction
R. 1 On a immédiatement
I, = sup ot = sup
vertr [0~ wexcr 0]
40 1y

R. 2 a. Les ensembles B et S sont des compacts car image réciproque de 'application continue v — |[v| par le fermé
borné [0, 1] (pour la boule) et le singleton {1} (pour la sphére).

b. On a HA |
v
IAl, = - sup H — sup [ Au]
N ve" H Il ues
v£0
c. Comme S — B on a aussi
sup |Av| > Sup |Av. (P-5)
On peut aussi remarquer que
sup |Av|| = sup |Av| (P-6)
veB veB
v#0

De plus, Vw € B\{0}, en posant u = Hz_H eS.onaw = |w|u et

|Aw]| = Jw] |Au] < [Au| car fw] <1



Or on a
|Au| < sup |Av] .

veS

et on obtient alors
sup A < sup A

weB
w0

En utilisant (P-5)) et (P-6)), on en déduit
sup [Aw| = sup |[Au] .

webB uesS

d. L’application v — |Av| est continue donc son sup sur la sphére unitée qui est compacte est atteint.

R. 3 a. Comme |ef, est bien définie il existe v € R™ tel que |A|, < a. Soit a € R* tel que [|A[, <

Av
Al < a < sup 122
ekt lv H
A
‘H "H” a, Yo e K™ {0}
< |Av| < alv], Yo e K"\{0}

| <
< |Av| < alp|, Yve K"

On en déduit que
Al < inf{ae R : JAv] < alu], Yoe K"}

b. Comme S est compact et I'application v — |Av| est continue, il existe w € S tel que

|All = sup [Av] = [Aw].
veS

< a. Ona

(P-7)



c. On en déduit |A|, |w|| = |Aw]|| car jw| = 1. On a alors
|Al; € fae R |Av] < afv], vve K"}

et donc

inflae R : [Av| <alv|, Yoe K"} < |A],.
On conclut en utilisant ([P-7)).

R. 4 a. On a par définition du sup
Al _ ol

were [u] ~ o]
u0

1A, = Vv e K™\{0}.

et donc
|Av|| < |A] [v]l, Vo e K™{0}.

qui est équivalent a
|Av] < Al vl vo e K.

b. D’apres la Q. B|[b} ,il existe w € S tel que ||A[, = HA'wH cSoit Ae K* et u = dw # 0. On a |u| = |\| et

u
AL = [Aw| = HAHuH - L pu| < Al Ju] = JAu]
R.5 e |A|,=0<=A;=07

trivial.
Soit A e M, (K).

A

AL = 0= sup 2L jay) = 0, o e K™\ {0}
2 Tol

— Av =0, Yv e K"\{0}



Soit {e1, ..., e,} la base canonique de K". On a alors Vj € [1,n], Ae; = 0 et on en déduit que

et donc A = O.

Ajj = <6Z',A6j> =0, Y(i,7) € [1,n].

e Montrons que [|@A| = |a| |A], Ya € K, VA € M, (K),.
Soient a € K et A e M, (K). On a aA € M, (K) (car M,,(IK) est un espace vectoriel) et

e Montrons que |A + BHS

|aAv| | |Av|
oAl , = sup car |aull = |of [u]
vekr [V werr o]
v#0 v#0
[|Av]|

laf sup ——= = |af A,

vek ]

v#0

< |Al; + B, V(A B) € My(K)*

Soient A et B deux matrices de M, (IK). On a A + B € M,,(K) car M,,(K) est un espace vectoriel et

e Montrons que ||AB|

A+Bv Av + Bu
A+ B, — sup JATBRI [(A+B)|  [Av+Bo|
o T T
v#0 v#0
Av| + ||B
< sup Av] + [Bu] par inégalité triangulaire dans IK"
vekr  |v]
v#0
|Av| HB'UH
< = [Alls + Bl -
veir [v] ve]K ol
v#0

< |A[,[Bl,, V(A B) € My(K)>.



Soient A et B deux matrices de My, (IK). On a AB € M,,(KK) par définition du produit matriciel et

npl— o LABIL 1A
i T e A
v#0 v#0
A B
< sup Al IBL o hau] < JAL Ju] Vu e K7
ke A
v#0
IBo|
< Al sup 1B _ a1, .
S0P ol
v#0




