EXERCICE

Soit A € M, (C). Montrer que l'on a

n
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Correction
e On démontre tout d’abord l'égalité (P-1)) :
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Soit x € C" tel que |z|; = 1. On a
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On obtient donc

sup [|Az[; < max Z |ai ;).
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Pour démontrer que I'on a I'égalité

n
max |Az|; = max > ;.
leli=1" ' jelta) &

il suffit alors de construire un vecteur y € C", |y||; = 1 particulier la vérifiant. Pour celd on note k € [1,n] l'indice
tel que
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On prend alors y = ey le kM vecteur de la base canonique. Dans ce cas on a |y[; = 1 et

Ay, = lAer]; = HA:,k
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Ce qui démontre 1'égalité (P-1]).

e On démontre maintenant 1'égalité (P-2)) :
[Ally = p(AAT)V2.

On pose B = AA*. B est une matrice hermitienne : ses valeurs propres sont réelles. Soit (A,u) un élément propre
de B. On obtient alors

(Bu,uy = Ow,u)
A{u,uy car Ae R
= Aul

De plus, on a
(Bu,uy = (AA"u,uy = (A'u, A"u) = |A"u|3 > 0



et comme |ul, > 0 (c’est un vecteur propre, il est donc non nul) on en déduit
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La matrice B étant hermitienne (elle est donc normale), d’aprés le Théoréme page , il existe alors une matrice
U unitaire et une matrice D diagonale telle que

B = UDU".

On note (A, €;)ie[1,n] les ¢léments propres de D. Les vecteurs e; sont les vecteurs de la base canonique de C" et
Ai = d;;. Comme D = U*BU, on obtient

Dei = )\iei =5 U*BUCZ' = )\Z-ei
= BUeZ- = )\Z-Uei.

C’est a dire en posant v; = Ue; (i-¢me vecteur colonne de U), les éléments propres de B sont les (Aj, v;)ie[1 n]- De
plus comme U est unitaire, {vy,...,v,} forment une base orthonormée de C".

Soit x € C" tel que |z|, = 1. le vecteur & peut s’écrire comme une combinaison linéaire de la base orthonormée
{vi,...,05} : a1,...,an) € C" tel que

n
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On peut voir que

n n
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De plus on a

|Az]; = (Az,Az) = (A*Az,z) = (Bz.2)
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Pour démontrer que 'on a en fait égalité il suffit de trouver un vecteur la vérifiant. Pour cela on note k € [1,n]
Uindice tel que Ay = maxe; ,,) Ai- En choisissant = vy (qui est de norme 1) on obtient alors

|Avg|3 = (Avg, Avy) = (A*Avg, v = (i, vi) = Ay = P(AA).
Ce qui acheéve la démonstration de (P-2)

e Pour finir, on démontre 'égalité ([P-3) :

n
Al .. = max Z a;il.
Al = masx 3oy

j=1
Soit x € C" tel que |z|, =1. On a
n
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< max Z laij|  car |zj| < max |z = |z|,, = 1.
i€[1,n] ] i€[1,

Pour démontrer 1'égalité, il suffit de construire un vecteur y de norme 1 la vérifiant. Pour cela on note k € [1,n]

Iindice tel que
n n
max D aigl = > lak
i€[[1,n] s ]

On veut alors construire un vecteur y tel que |y||,, = 1 et vérifiant

n n

max Z i jy;| = Z |a,j
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Pour cela on pose, pour tout j € [1,n]

On a alors |y||,, = 1,

On en déduit

mn n
Ayl = max | > aijy;| = D lar;| = max > ai;
ie[1,n] 0

ce qui achéve la démonstration.
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