
Exercice

Soit A P MnpCq. On note B “ A˚A.

Q. 1 Soit pλ,uuuq P Cˆ Cnzt0u un élément propre de B.

a. Montrer que la matrice B est hermitienne.

b. Montrer que les valeurs propres de B sont réelles.

c. En déduire que

λ “
}Auuu}

2
2

}uuu}
2
2

.

˝

La matrice B étant hermitienne (elle est donc normale), d’après le Théorème de réduction 3.2 page 63, il existe alors
une matrice U unitaire et une matrice D diagonale telle que

B “ UDU˚.

On note pλi, eeeiqiPv1,nw les éléments propres de D. Les vecteurs eeei sont les vecteurs de la base canonique de Cn et λi “ Dii.

Q. 2 a. Démontrer que les pλi, vvviqiPv1,nw sont les éléments propres de B où vvvi est le i-ème vecteur colonne de U.

b. En déduire que tvvv1, . . . , vvvnu est une base orthonormée de Cn.
˝

Soit xxx P Cn tel que }xxx}2 “ 1 décomposée dans la base tvvv1, . . . , vvvnu:

Dpα1, . . . , αnq P Cn, tels que xxx “

n
ÿ

i“1

αivvvi.



Q. 3 a. Montrer que

xxxx,xxxy “

n
ÿ

i“1

|αi|
2

“ 1.

b. Montrer que
sup
vvvPCn

}vvv}2“1

}Avvv}
2
2 ď ρpA˚Aq.

c. Déterminer un vecteur www P Cn, tel que
}Awww}

2
2 “ ρpA˚Aq.

d. En déduire que

}A}2
def
“ sup

xxxPCn

xxx‰0

}Axxx}2

}xxx}2
“
a

ρpA˚Aq.

˝

Q. 4 a. Montrer que la norme }‚}2 est invariante par transformation unitaire :

UU˚
“ I ùñ }A}2 “ }UA}2 “ }AU}2 “ }U˚AU}2 .

b. Montrer que si A est hermitienne alors
}A}2 “ ρpAq.

˝

Correction

R. 1 a. Il faut montrer que B “ B˚. Or on a

B˚
“
`

A˚A
˘˚

“ A˚
`

A˚
˘˚

“ A˚A “ B.



b. Comme pλ,uuuq est un élément propre de B, on a Buuu “ λuuu. On en déduit que

xBuuu,uuuy “ xλuuu,uuuy “ λ xuuu,uuuy “ λ }uuu}
2
2 .

De plus par propriété du produit scalaire, on a

xBuuu,uuuy “ xuuu,B˚uuuy .

Comme B est hermitienne, on obtient

xBuuu,uuuy “ xuuu,Buuuy

“ xuuu, λuuuy “ λ xuuu,uuuy “ λ }uuu}
2
2 .

On a donc
λ }uuu}

2
2 “ λ }uuu}

2
2

et comme }uuu}2 ‰ 0 (uuu est un vecteur propre) on obtient λ “ λ, c’est à dire λ P R.

c. On a

xBuuu,uuuy “ xA˚Auuu,uuuy

“ xAuuu,Auuuy par propriété du produit scalaire

“ }Auuu}
2
2 .

De plus, on a vu que xBuuu,uuuy “ λ }uuu}
2
2 avec }uuu}2 ą 0. On en déduit alors

λ “
}Auuu}

2
2

}uuu}
2
2

ě 0.



R. 2 a. On a B “ UDU˚. Or U est unitaire, donc inversible d’inverse U˚. En multipliant à gauche par U˚ et à droite
par U on obtient

U˚BU “ U˚
pUDU˚

qU “ pU˚UqDpU˚Uq “ D.

On obtient alors

Deeei “ λieeei ðñ U˚BUeeei “ λieeei

ðñ BUeeei “ λiUeeei.

C’est à dire en posant vvvi “ Ueeei (i-ème vecteur colonne de U), les éléments propres de B sont les pλi, vvviqiPv1,nw. On
peut noter que vvvi ‰ 0 car U est inversible.

b. On a

U “

¨

˝ vvv1 . . . vvvn

˛

‚ et U˚
“

¨

˚

˚

˚

˝

vvv˚
1

vvv˚
2
...
vvv˚
n

˛

‹

‹

‹

‚

On a donc

U˚U “

¨

˚

˚

˚

˝

vvv˚
1v1v1v1 v1v1v1

˚vvv2 . . . v1v1v1
˚vvvn

vvv˚
2v1v1v1 vvv˚

2vvv2 . . . vvv˚
2vvvn... ... ...

vvv˚
nv1v1v1 vvv˚

nvvv2 . . . vvv˚
nvvvn

˛

‹

‹

‹

‚

et donc
@pi, jq P v1, nw

2, pU˚Uqi,j “ vvv˚
ivvvj “ xvvvi, vvvjy .

Comme U est unitaire, on a U˚U “ I et donc

@pi, jq P v1, nw
2, pU˚Uqi,j “ δi,j.

On en déduit alors
@pi, jq P v1, nw

2, xvvvi, vvvjy “ δi,j.

tvvv1, . . . , vvvnu est donc une base orthonormée de Cn.



R. 3 a. On peut voir que

xxxx,xxxy “

C

n
ÿ

i“1

αivvvi,
n
ÿ

j“1

αjvvvj

G

“

n
ÿ

i“1

αiαj xvvvi, vvvjy

“

n
ÿ

i“1

αiαi car xvvvi, vvvjy “ δij

“

n
ÿ

i“1

|αi|
2.

De plus }xxx}
2
2 “ xxxx,xxxy “ 1.

b. On a

}Axxx}
2
2 “ xAxxx,Axxxy “ xA˚Axxx,xxxy “ xBxxx,xxxy

“

C

n
ÿ

i“1

αiBvvvi,
n
ÿ

j“1

αjvvvj

G

“

C

n
ÿ

i“1

αiλivvvi,
n
ÿ

j“1

αjvvvj

G

“

n
ÿ

i“1

αiλi

n
ÿ

j“1

αj xvvvi, vvvjy

“

n
ÿ

i“1

λi|αi|
2 car λi P R et xvvvi, vvvjy “ δij

ď
`

max
iPv1,nw

λi
˘

n
ÿ

i“1

|αi|
2

“ ρpA˚Aq car λi ě 0 et
n
ÿ

i“1

|αi|
2

“ 1.



On en déduit alors
sup
vvvPCn

}vvv}2“1

}Avvv}
2
2 ď ρpA˚Aq.

c. Pour démontrer que l’on a en fait égalité il suffit de trouver un vecteur la vérifiant, c’est à dire un vecteur www P Cn,
}www}2 “ 1, tel que

}Awww}
2
2 “ max

iPv1,nw
λi

où les λi sont positifs ou nuls (valeurs propres de B. Pour celà on note k P v1, nw l’indice tel que λk “ maxiPv1,nw λi.
En choisissant www “ vvvk (qui est de norme 1) on obtient alors

}Avvvk}
2
2 “ xAvvvk,Avvvky “ xA˚Avvvk, vvvky “ xλkvvvk, vvvky “ λk “ ρpA˚Aq.

d. D’après la proposition/définition des normes matricielles suboordonnées, on a

}A}2 “ sup
xxxPCn

}xxx}2“1

}Axxx}2 .

En utilisant les résultats de Q.3, 2. et 3., on obtient

}A}2 “
a

ρpA˚Aq.

R. 4 a. Soit U P MnpCq unitaire, i.e.
UU˚

“ U˚U “ I.

‚ Montrons que }A}2 “ }UA}2 .
On a }A}2 “

a

ρpA˚Aq et donc

}UA}2 “

b

ρppUAq
˚UAq “

a

ρpA˚pU˚UqAq “
a

ρpA˚Aq “ }A}2 .



‚ Montrons que }A}2 “ }AU}2 .
On a

}AU}2
def
“ sup

xxxPCn

xxx‰0

}AUxxx}2

}xxx}2
.

En posant yyy “ Uxxx, on a xxx “ U˚yyy car U-1 “ U˚ (U étant unitaire). Comme U est inversible on a
␣

U˚yyy, @yyy P Cn
zt0u

(

“ Cn
zt0u

sup
xxxPCn

xxx‰0

}AUxxx}2

}xxx}2
“ sup

yyyPCn

yyy‰0

}Ayyy}2

}U˚yyy}2
.

De plus, on a
}U˚yyy}

2
2 “ xU˚yyy,U˚yyyy “ xyyy,UU˚yyyy “ xyyy,yyyy “ }yyy}

2
2

et donc }AU}2 “ }A}2 .

‚ Montrons que }A}2 “ }U˚AU}2 .
Ceci découle des deux égalités précédentes. En effet,

}U˚AU}2 “ }U˚
pAUq}2 “ }AU}2 car U˚ unitaire

“ }A}2 car U unitaire

˛


