
Exercice

Etant donné une norme vectorielle }‚} sur Kn, on définit l’application }‚}s : MnpKq Ñ R` par

}A}s
def
“ sup

vvvPKn

vvv‰0

}Avvv}

}vvv}
(P-1)

Q. 1 Montrer que }I}s “ 1. ˝

On note B “ tvvv P Kn ; }vvv} ď 1u la boule unitée de Kn et S “ tvvv P Kn ; }vvv} “ 1u la sphère unitée de Kn.

Q. 2 a. Montrer que B et S sont des compacts.

b. Montrer que
}A}s “ sup

vvvPS
}Avvv} (P-2)

c. En déduire que
}A}s “ sup

vvvPB
}Avvv} (P-3)

d. En déduire que l’application }‚}s est bien définie sur MnpKq i.e. @A P MnpKq, }A}s ă `8.
˝

Q. 3 a. Montrer
}A}s ď inf tα P R : }Avvv} ď α }vvv} , @vvv P Kn

u .

b. Montrer qu’il existe www P S tel que }A}s “ }Awww} .

c. En déduire que
}A}s “ inf tα P R : }Avvv} ď α }vvv} , @vvv P Kn

u . (P-4)

˝



Q. 4 a. Montrer que @vvv P Kn, }Avvv} ď }A}s }vvv} .

b. Soit λ P K˚. Montrer qu’il existe uuu P Kn tel que }uuu} “ |λ| vérifiant

}Auuu} “ }A}s }uuu} .

˝

Q. 5 Montrer que }‚}s est une norme matricielle. ˝

Correction

R. 1 On a immédiatement
}I}s “ sup

vvvPKn

vvv‰0

}Ivvv}

}vvv}
“ sup

vvvPKn

vvv‰0

}vvv}

}vvv}
“ 1.

R. 2 a. Les ensembles B et S sont des compacts car image réciproque de l’application continue vvv ÞÑ }vvv} par le fermé
borné r0, 1s (pour la boule) et le singleton t1u (pour la sphère).

b. On a
}A}s “ sup

vvvPKn

vvv‰0

}Avvv}

}vvv}
“ sup

vvvPKn

vvv‰0

›

›

›

›

A
vvv

}vvv}

›

›

›

›

“ sup
uuuPS

}Auuu}

c. Comme S Ă B on a aussi
sup
vvvPB

}Avvv} ě sup
vvvPS

}Avvv} . (P-5)

On peut aussi remarquer que
sup
vvvPB

}Avvv} “ sup
vvvPB
vvv‰0

}Avvv} (P-6)

De plus, @www P Bzt0u, en posant uuu “ www
}www}

P S. on a www “ }www}uuu et

}Awww} “ }www} }Auuu} ď }Auuu} car }www} ď 1.



Or on a
}Auuu} ď sup

vvvPS
}Avvv} .

et on obtient alors
sup
wwwPB
www‰0

}Awww} ď sup
vvvPS

}Avvv} .

En utilisant (P-5) et (P-6), on en déduit
sup
wwwPB

}Awww} “ sup
uuuPS

}Auuu} .

d. L’application vvv ÞÑ }Avvv} est continue donc son sup sur la sphère unitée qui est compacte est atteint.

R. 3 a. Comme }‚}s est bien définie il existe α P R` tel que }A}s ď α. Soit α P R` tel que }A}s ď α. On a

}A}s ď α ô sup
vvvPKn

vvv‰0

}Avvv}

}vvv}
ď α

ô
}Avvv}

}vvv}
ď α, @vvv P Kn

zt0u

ô }Avvv} ď α }vvv} , @vvv P Kn
zt0u

ô }Avvv} ď α }vvv} , @vvv P Kn

On en déduit que
}A}s ď inftα P R : }Avvv} ď α }vvv} , @vvv P Kn

u (P-7)

b. Comme S est compact et l’application vvv ÞÑ }Avvv} est continue, il existe www P S tel que

}A}s “ sup
vvvPS

}Avvv} “ }Awww} .



c. On en déduit }A}s }www} “ }Awww} car }www} “ 1. On a alors

}A}s P tα P R : }Avvv} ď α }vvv} , @vvv P Kn
u

et donc
inftα P R : }Avvv} ď α }vvv} , @vvv P Kn

u ď }A}s .

On conclut en utilisant (P-7).

R. 4 a. On a par définition du sup

}A}s “ sup
uuuPKn

uuu‰0

}Auuu}

}uuu}
ě

}Avvv}

}vvv}
, @vvv P Kn

zt0u.

et donc
}Avvv} ď }A}s }vvv} , @vvv P Kn

zt0u.

qui est équivalent à
}Avvv} ď }A}s }vvv} , @vvv P Kn.

b. D’après la Q. 3 b. ,il existe www P S tel que }A}s “ }Awww} . Soit λ P K˚ et uuu “ λwww ‰ 0. On a }uuu} “ |λ| et

}A}s “ }Awww} “

›

›

›

›

A
uuu

}uuu}

›

›

›

›

“
1

}uuu}
}Auuu} ô }A}s }uuu} “ }Auuu}

R. 5 • }A}s “ 0 ðñ As “ O ?
ðù trivial.
ùñ Soit A P MnpKq.

}A}s “ 0 “ sup
vvvPKn

vvv‰0

}Avvv}

}vvv}
ùñ }Avvv} “ 0, @vvv P Kn

zt0u

ùñ Avvv “ 000, @vvv P Kn
zt0u



Soit teee1, . . . , eeenu la base canonique de Kn. On a alors @j P v1, nw, Aeeej “ 000 et on en déduit que

ai,j “ xeeei,Aeeejy “ 0, @pi, jq P v1, nw.

et donc A “ O.

• Montrons que }αA} “ |α| }A}, @α P K, @A P MnpKq,.
Soient α P K et A P MnpKq. On a αA P MnpKq (car MnpKq est un espace vectoriel) et

}αA}s “ sup
vvvPKn

vvv‰0

}αAvvv}

}vvv}
“ sup

vvvPKn

vvv‰0

|α| }Avvv}

}vvv}
car }αuuu} “ |α| }uuu}

“ |α| sup
vvvPKn

vvv‰0

}Avvv}

}vvv}
“ |α| }A}s .

• Montrons que }A ` B}s ď }A}s ` }B}s , @ pA,Bq P MnpKq2

Soient A et B deux matrices de MnpKq. On a A ` B P MnpKq car MnpKq est un espace vectoriel et

}A ` B}s “ sup
vvvPKn

vvv‰0

}pA ` Bqvvv}

}vvv}
“ sup

vvvPKn

vvv‰0

}Avvv ` Bvvv}

}vvv}

ď sup
vvvPKn

vvv‰0

}Avvv} ` }Bvvv}

}vvv}
par inégalité triangulaire dans Kn

ď sup
vvvPKn

vvv‰0

}Avvv}

}vvv}
` sup

vvvPKn

vvv‰0

}Bvvv}

}vvv}
“ }A}s ` }B}s .

• Montrons que }AB}s ď }A}s }B}s , @ pA,Bq P MnpKq2.



Soient A et B deux matrices de MnpKq. On a AB P MnpKq par définition du produit matriciel et

}AB}s “ sup
vvvPKn

vvv‰0

}pABqvvv}

}vvv}
“ sup

vvvPKn

vvv‰0

}ApBvvvq}

}vvv}

ď sup
vvvPKn

vvv‰0

}A}s }Bvvv}

}vvv}
car }Auuu} ď }A}s }uuu} @uuu P Kn

ď }A}s sup
vvvPKn

vvv‰0

}Bvvv}

}vvv}
“ }A}s }B}s .

˛


