
Exercices associés au cours d’Analyse Numérique I
Chapitre 6: Intégration numérique

1 Exercices du cours

Exercice 1

Soient f une fonction définie sur ra, bs à valeurs réelles et n P N. On souhaite approcher
şb

a
fpxqdx par Qnpf, a, bq une

formule de quadrature élémentaire

Qnpf, a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wifpxiq (1.1)

où les pxiq
n
i“0 sont des points distincts 2 à 2 dans ra, bs et les pwiq

n
i“0 sont des réels.

Q. 1
Démontrer que l’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq définie de C0pra, bs;Rq, muni de la norme infini, à valeurs dans R est
linéaire et continue.

R. 1

On commence par démontrer la linéarité. Soient f et g dans P C0pra, bs;Rq, et λ et µ deux réels. Alors λf ` µg P

C0pra, bs;Rq, et on a

Qnpλf ` µg, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjpλf ` µgqpxjq

“ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wj

`

λfpxjq ` µgpxjq
˘

“ λpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjfpxjq ` µpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjgpxjq

“ λQnpf, a, bq ` µQnpg, a, bq.

L’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq est donc linéaire. Pour démontrer qu’elle est continue, il suffit alors de démontrer que

DC ą 0, tel que |Qnpf, a, bq| ď C }f}8 , @f P C0pra, bs;Rq.

Or, on a, pour tout f P C0pra, bs;Rq,

|Qnpf, a, bq| “ |pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjfpxjq|

ď pb ´ aq

n
ÿ

j“0

|wj ||fpxjq|

ď C }f}8 , avec C “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

|wj | indépendant de f.

Q. 2
Soit k P N. Montrer que Qnpf, a, bq est de degré d’exactitude k si et seulement si

@r P v0, kw, Qnpx ÞÑ xr, a, bq “

ż b

a

xrdx. (1.2)
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R. 2

ñ Soit r P v0, kw, Comme x ÞÑ xr est dans C0pra, bs;Rq, et que la formule de quadrature est exacte pour tout polynôme
de degré inférieur ou égal à k, on en déduit

Qnpx ÞÑ xr, a, bq “

ż b

a

xrdx, @r P v0, kw.

ð Soit P P RkrXs. On peut le décomposer dans la base des monomes: il existe paiq
k
i“0 réels tels que

Ppxq “

k
ÿ

i“0

aix
i.

Par linéarité de l’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq, on a

Qnpx ÞÑ P pxq, a, bq “

k
ÿ

i“0

aiQnpx ÞÑ xi, a, bq.

Par hypothèse, on a

Qnpx ÞÑ xr, a, bq “

ż b

a

xrdx, @r P v0, kw

et donc

Qnpx ÞÑ Ppxq, a, bq “

k
ÿ

i“0

ai

ż b

a

xidx.

Par linéarité de l’intégrale, on obtient

Qnpx ÞÑ Ppxq, a, bq “

ż b

a

k
ÿ

i“0

aix
idx “

ż b

a

Ppxqdx.

On en déduit donc que Qnpf, a, bq est de degré d’exactitude k.

Exercice 2

Soient f une fonction définie sur ra, bs à valeurs réelles et n P N. On souhaite approcher
şb

a
fpxqdx par Qnpf, a, bq une

formule de quadrature élémentaire

Qnpf, a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wifpxiq (2.1)

où les pxiq
n
i“0 sont des points distincts 2 à 2 dans ra, bs et les pwiq

n
i“0 sont des réels.

On note x “ φptq “ α ` βt, β P R˚, le changement de variable affine, ti “ φ´1pxiq, @i P v0, nw, et

Qnpg, φ´1paq, φ´1pbqq “
`

φ´1pbq ´ φ´1paq
˘

n
ÿ

i“0

wigptiq. (2.2)

Q. 1
Expliciter φ´1.

R. 1

On a φ´1pxq “ x´α
β .

Soit k P N.

Q. 2
Montrer que si Qnpf, a, bq est de degré d’exactitude k alors Qnpg, φ´1paq, φ´1pbqq est de degré d’exactitude k.

R. 2

Soit Q P RkrXs. On a
ż φ´1

pbq

φ´1paq

Qptqdt “
1

β

ż b

a

Q ˝ φ´1pxqdx.

Or φ´1 est un polynôme de degré 1 et Q ˝ φ´1 est la composé de deux polynômes: c’est donc un polynôme de degré
le produit des degrés des deux polynômes, i.e. Q ˝ φ´1 P RkrXs. Comme Qnpf, a, bq est de degré d’exactitude k, on en
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déduit que
ż b

a

Q ˝ φ´1pxqdx “ QnpQ ˝ φ´1, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiQ ˝ φ´1pxiq “ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiQptiq.

On a alors
ż φ´1

pbq

φ´1paq

Qptqdt “
b ´ a

β

n
ÿ

i“0

wiQptiq

or
φ´1pbq ´ φ´1paq “

b ´ α

β
´

a ´ α

β
“

b ´ a

β
.

On en conclu donc que Qnpg, φ´1paq, φ´1pbqq est de degré d’exactitude k.

Q. 3
Montrer que si Qnpg, φ´1paq, φ´1pbqq est de degré d’exactitude k alors Qnpf, a, bq est de degré d’exactitude k.

R. 3

Soit P P RkrXs. On a
ż b

a

Ppxqdx “ β

ż φ´1
pbq

φ´1paq

P ˝ φptqdt.

Or φ est un polynôme de degré 1 et P ˝ φ´1 est la composé de deux polynômes: c’est donc un polynôme de degré le
produit des degrés des deux polynômes, i.e. P ˝ φ P RkrXs. Comme Qnpg, φ´1paq, φ´1pbqq est de degré d’exactitude k,
on en déduit que

ż φ´1
pbq

φ´1paq

P ˝ φptqdt “ QnpP ˝ φ,φ´1paq, φ´1pbqq

“
`

φ´1pbq ´ φ´1paq
˘

n
ÿ

i“0

wiP ˝ φptiq

“
`

φ´1pbq ´ φ´1paq
˘

n
ÿ

i“0

wiPpxiq.

On a alors
ż b

a

Ppxqdx “ β
`

φ´1pbq ´ φ´1paq
˘

n
ÿ

i“0

wiPpxiq

et comme φ´1pbq ´ φ´1paq “ b´a
β , on en déduit que Qnpf, a, bq est de degré d’exactitude k.

Exercice 3

Soient f une fonction définie sur ra, bs à valeurs réelles, n P N et pxiq
n
i“0 des points distincts 2 à 2 dans ra, bs. On souhaite

approcher
şb

a
fpxqdx par Qnpf, a, bq, une formule de quadrature élémentaire,

Qnpf, a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wifpxiq (3.1)

où les pwiq
n
i“0 sont des réels à déterminer.

Q. 1
Démontrer que (3.1) est de degré d’exactitude k (au moins) si et seulement si

pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wix
r
i “

br`1 ´ ar`1

r ` 1
, @r P v0, kw. (3.2)

R. 1

• ñ Si la formule (3.1) est de degré d’exactitude k, elle est donc exacte pour tout polynôme de RkrXs et plus
particulièrement pour tous les monômes 1, X,X2, . . . , Xk. Soit r P v0, kw. En prenant fpxq “ xr, la formule (3.1)
étant exacte par hypothèse, on obtient

Qnpx ÞÑ xr, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wix
r
i

hyp
“

ż b

a

xrdx “
br`1 ´ ar`1

r ` 1
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• ð On suppose que l’on a (3.2). Soit P P RkrXs. On va montrer que la formule de quadrature (3.1) est alors
exacte.
Le polynôme P peut s’écrire comme combinaison linéaire des monômes de t1, X,X2, . . . , Xku, base de RkrXs.
On propose ici deux démonstrations.

– 1ère démonstration: On a donc

Ppxq “

k
ÿ

j“0

αjx
j , @x P R.

En prenant f “ P, la formule de quadrature (3.1) donne

QnpP, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiPpxiq “ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wi

k
ÿ

j“0

αjx
j
i

De plus, par linéarité de l’intégrale, on a

ż b

a

Ppxqdx “

k
ÿ

j“0

αj

ż b

a

xjdx “

k
ÿ

j“0

αj
bj`1 ´ aj`1

j ` 1

et en utilisant (3.2) on obtient
ż b

a

Ppxqdx “ pb ´ aq

k
ÿ

j“0

αj

n
ÿ

i“0

wix
j
i

Ce qui donne
ż b

a

Ppxqdx “ QnpP, a, bq.

La formule de quadrature est donc de degré d’exactitude k.

– 2ème démonstration:
On a donc

P “

k
ÿ

j“0

αjX
j

et par linéarité de l’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq (voir Proposition ??) on obtient

QnpP, a, bq “ Qnp

k
ÿ

j“0

αjX
j , a, bq

“

k
ÿ

j“0

αjQnpXj , a, bq.

Par hypothèse, on a (3.2) et, comme par définition Xj est le polynôme x ÞÑ xj , on obtient

@j P v0, kw, QnpXj , a, bq
hyp
“

ż b

a

Xjpxqdx “

ż b

a

xjdx “
bj`1 ´ aj`1

j ` 1
.

De plus, par linéarité de l’intégrale, on a

ż b

a

Ppxqdx “

k
ÿ

j“0

αj

ż b

a

xjdx “

k
ÿ

j“0

αj
bj`1 ´ aj`1

j ` 1

et donc
ż b

a

Ppxqdx “

k
ÿ

j“0

αjQnpXj , a, bq “ QnpP, a, bq.

Q. 2
Les points pxiq

n
i“0 étant fixés, montrer qu’il existe alors une unique formule de quadrature élémentaire (3.1) à pn ` 1q

points de degré d’exactitude n au moins.
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R. 2

En fixant les points pxiqiPv0,nw deux à deux distincts, pour obtenir explicitement la formule de quadrature de type (3.1) il
faut déterminer les n`1 poids pwiqiPv0,nw. Or, de (3.2), en prenant k “ n, on obtient exactement n`1 équations linéaires
en les pwiq s’écrivant matriciellement sous la forme :

pb ´ aq

¨

˚

˚

˚

˝

1 1 ¨ ¨ ¨ 1
x0 x1 ¨ ¨ ¨ xn

...
...

...
xn
0 xn

1 ¨ ¨ ¨ xn
n

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

w0

w1

...
wn

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

b ´ a
b2´a2

2
...

bn`1
´an`1

n`1

˛

‹

‹

‹

‚

La matrice intervenant dans le système précédent s’appelle la matrice de Vandermonde et elle est inversible (car les
pxiq sont deux à deux distincts, voir Exercice 13). Ceci établi donc l’existence et l’unicité de poids pwiqiPv0,nw tels que la
formule de quadrature élémentaire (3.1) soit d’ordre (au moins) n.
Il est aussi possible de démontrer l’unicité classiquement. Supposons qu’il existe pwiqiPv0,nw et pw̃iqiPv0,nw tels que pour
tout P P RnrXs, on ait

ż b

a

Ppxqdx “ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiPpxiq “ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

w̃iPpxiq.

On a alors @P P RnrXs,
n

ÿ

i“0

pwi ´ w̃iqPpxiq “ 0. (R3.1)

On rappelle que les fonctions de base de Lagrange associées aux pn ` 1q points pxiqiPv0,nw notées Li, sont dans RnrXs et
vérifient

Lipxjq “ δi,j , @j P v0, nw

Soit j P v0, nw. En choisissant P “ Lj dans (R3.1), on obtient

0 “

n
ÿ

i“0

pwi ´ w̃iqLjpxiq “ pwj ´ w̃jq

ce qui prouve l’unicité.

Exercice 4

Soient pxiq
n
i“0 pn ` 1q points donnés et distincts 2 à 2 d’un intervalle ra, bs (a ă b). Ecrire une fonction algorithmique

WeightsFromPoints permettant de déterminer les poids pwiq
n
i“0 de telle sorte que la formule de quadrature élémentaire associée

soit de degré d’exactitude n au moins en s’inspirant de résultats obtenus dans la démonstration de la Proposition ??. On
pourra utiliser la fonction algorithmique xxx Ð SolvepA, bbbq permettant de résoudre le système linéaire Axxx “ bbb.

Correction Nous avons vu, dans la Proposition ??, que pour avoir une formule de quadrature élémentaire de degré
d’exactitude n, il est nécessaire et suffisant que les pn ` 1q poids pwiq

n
i“0 soient solution du système linéaire suivant:

pb ´ aq

¨

˚

˚

˚

˝

1 1 ¨ ¨ ¨ 1
x0 x1 ¨ ¨ ¨ xn

...
...

...
xn
0 xn

1 ¨ ¨ ¨ xn
n

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

w0

w1

...
wn

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

b ´ a
b2´a2

2
...

bn`1
´an`1

n`1

˛

‹

‹

‹

‚
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Algorithme 1 Fonction WeightsFromPoints retournant le tableau des poids www associé à un tableau de points xxx donnés (points
2 à 2 distincts) appartenant à un intervalle ra, bs.

Données : xxx : tableau de Rn`1 contenant pn ` 1q points distincts deux à deux
dans un intervalle ra, bs avec la convention
xxxpiq “ xi´1, @i P v1, n ` 1w

a, b : deux réels, a ă b.

Résultat : www : vecteur de Rn`1 avec wwwpiq “ wi´1, @i P v1, n ` 1w

1: Fonction www Ð WeightsFromPoints( xxx, a, b )
2: bbb Ð OOOn`1

3: A Ð On`1,n`1

4: Pour i Ð 1 à n ` 1 faire
5: Pour j Ð 1 à n ` 1 faire
6: Api, jq Ð xxxpjq

^
pi ´ 1q

7: Fin Pour
8: bbbpiq Ð pb^i ´ a^iq{pi ˚ pb ´ aqq

9: Fin Pour
10: www Ð SolvepA, bbbq
11: Fin Fonction

˛

Exercice 5

Soient f une fonction définie sur ra, bs à valeurs réelles et n P N. On souhaite approcher
şb

a
fpxqdx par Qnpf, a, bq, une

formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qnpf, a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wifpxiq (5.1)

où les pxiq
n
i“0 sont des points distincts 2 à 2 dans ra, bs et les pwiq

n
i“0 sont des réels vérifiant

@i P v0, nw,
xi ` xn´i

2
“

a ` b

2
et wi “ wn´i. (5.2)

Q. 1
a. Donner explicitement un exemple de points pxiq

n
i“0 vérifiant (5.2) (n restant quelconque).

b. Etablir que

@i P v0, nw, xi ´
a ` b

2
“ ´

ˆ

xn´i ´
a ` b

2

˙

.

c. Si n est impair, montrer que @i P v0, nw, xi ‰
a ` b

2
.

d. Si n est pair, montrer qu’il existe un unique i P v0, nw tel que xi “
a ` b

2
.

R. 1

a. Soit pxiq
n
i“0 la discrétisation régulière de l’intervalle ra, bs,

h “
b ´ a

n
, @i P v0, nw, xi “ a ` ih.

Dans ce cas, tous les points sont distincts deux à deux et on a pour tout i P v0, nw, n ´ i P v0, nw et

xi ` xn´i

2
“

a ` ih ` a ` pn ´ iqh

2
.

Or a ` nh “ b, ce qui donne
xi ` xn´i

2
“

a ` b

2
.

b. De (5.2), on déduit

(5.2) ô xi ` xn´i “ a ` b ô xi ´
a ` b

2
“ ´

ˆ

xn´i ´
a ` b

2

˙
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c. Si n “ 2k ´ 1, (n impair), on a alors un nombre pair de points. Par l’absurde supposons Di P v0, nw tel que

xi “
a ` b

2
. Dans ce cas, on a xn´i “

a ` b

2
“ xi. Comme les points pxjqnj“0 sont distincts deux à deux, pour avoir

une contradiction, il suffit de monter que i ‰ n ´ i. En effet, on a

v0, nw “ v0, 2k ´ 1w “ v0, k ´ 1w Y vk, 2k ´ 1w.

‚ si i P v0, k ´ 1w alors

0 ď i ď k ´ 1 ô n ´ pk ´ 1q ď n ´ i ď n ô k ď n ´ i ď n,

et donc n ´ i ‰ i

‚ si i P vk, 2k ´ 1w alors

k ď i ď 2k ´ 1 ô n ´ p2k ´ 1q ď n ´ i ď n ´ k ô 0 ď n ´ i ď k ´ 1,

et donc n ´ i ‰ i.

d. Si n “ 2k, (n pair), on a alors un nombre impair de points. Comme n ´ k “ k, on obtient à partir de (5.2)

xk ` xn´k

2
“

a ` b

2

c’est à dire
xk “

a ` b

2
.

Comme les points sont distincts deux à deux, on obtient l’unicité.

Q. 2
Démontrer que l’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq définie de f P C0pra, bs;Rq, muni de la norme infini, à valeurs dans R est
linéaire et continue.

R. 2

On commence par démontrer la linéarité. Soient f et g dans C0pra, bs;Rq, et λ et µ deux réels. Alors λf`µg P C0pra, bs;Rq,
et on a

Qnpλf ` µg, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjpλf ` µgqpxjq

“ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wj

`

λfpxjq ` µgpxjq
˘

“ λpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjfpxjq ` µpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjgpxjq

“ λQnpf, a, bq ` µQnpg, a, bq.

L’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq est donc linéaire. Pour démontrer qu’elle est continue, il suffit alors de démontrer que

DC ą 0, tel que |Qnpf, a, bq| ď C }f}8 , @f P C0pra, bs;Rq.

Or, on a, pour tout f P C0pra, bs;Rq,

|Qnpf, a, bq| “ |pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjfpxjq|

ď pb ´ aq

n
ÿ

j“0

|wj ||fpxjq|

ď C }f}8 , avec C “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

|wj | indépendant de f.

Soient m P N˚ et P un polynôme de degré 2m ` 1 s’écrivant sous la forme

Ppxq “

2m`1
ÿ

j“0

ajx
j

avec pajq
2m`1
j“0 des réels et a2m`1 ‰ 0.
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Q. 3
a. Calculer les dérivées Pp2m`1q et Pp2m`2q .

b. Montrer que

Ppxq “ C

ˆ

x ´
a ` b

2

˙2m`1

` Rpxq (5.3)

en déterminant le degré maximum de R et en exprimant C en fonction des pajq
2m`1
j“0 .

R. 3

a. On a Ppxq “ a2m`1x
2m`1 `

ř2m
j“0 ajx

j et comme la dérivée p2m ` 1q d’un polynôme de degré 2m est nulle, on
obtient

P
p2m`1qpxq “ a2m`1

d2m`1x2m`1

dx2m`1
“ a2m`1p2m ` 1q!

et
P

p2m`2qpxq “ 0.

b. C’est la division euclidienne du polynôme P de degré p2m ` 1q par le polynôme x ÞÑ
`

x ´ a`b
2

˘2m`1
de degré

p2m ` 1q. On a donc C constante et R P R2mrXs. Pour calculer C, on dérive p2m ` 1q fois (5.3), ce qui donne

P
p2m`1qpxq “ Cp2m ` 1q!.

En identifiant, avec la sous-question précédente, on obtient C “ a2m`1.

Q. 4
Montrer que

@k P N,

ż b

a

ˆ

x ´
a ` b

2

˙2k`1

dx “ 0. (5.4)

R. 4

En effectuant le changement de variable t ÞÑ a`b
2 ` t b´a

2 on obtient

ż b

a

ˆ

x ´
a ` b

2

˙2m`1

dx “
b ´ a

2

ż 1

´1

t2m`1dt “ 0.

On peut aussi utiliser directement la primitive de
`

x ´ a`b
2

˘2m`1
qui est

1

2m ` 2

`

x ´ a`b
2

˘2m`2
...

Q. 5
On suppose que la formule de quadrature élémentaire (5.1) est exacte pour les polynômes de R2mrXs.

a. Déduire de (5.3) et (5.4) que la formule de quadrature élémentaire (5.1) est exacte pour P si et seulement si

pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

“ 0. (5.5)

b. En utilisant Q. 1, démontrer que (5.5) est toujours vérifiée.

R. 5

a. On a, en utilisant la linéarité de l’intégrale et (5.3)
ż b

a

Ppxqdx “ C

ż b

a

ˆ

x ´
a ` b

2

˙2m`1

dx `

ż b

a

Rpxqdx

En utilisant la linéarité de Qnp‚, a, bq et (5.3) on obtient

QnpP, a, bq “ pb ´ aqC
n

ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

` pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiRpxiq.

On a R P R2mrXs et, par hypothèse, la formule de quadrature est exacte pour les polyômes de les polynômes de
R2mrXs ce qui donne

QnpR, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiRpxiq.
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Or, la formule de quadrature élémentaire (5.1) est exacte pour P si et seulement si

QnpP, a, bq “

ż b

a

Ppxqdx

ce qui est donc équivalent à

pb ´ aqC
n

ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

“ C

ż b

a

ˆ

x ´
a ` b

2

˙2m`1

dx.

En utilisant (5.4) et le fait que C “ a2m`1 ‰ 0, on en déduit que la formule de quadrature élémentaire (5.1) est
exacte pour P si et seulement si (5.5) est vérifiée.

b. ‚ Si n “ 2k, (n paire), on a alors un nombre impair de points avec nécessairement xk “ xn´k “ a`b
2 et

n
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

“

k´1
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

` 0 ˆ wk `

2k
ÿ

i“k`1

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

“

k´1
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

´

2k
ÿ

i“k`1

wn´i

ˆ

xn´i ´
a ` b

2

˙2m`1

“

k´1
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

´

k´1
ÿ

j“0

wj

ˆ

xj ´
a ` b

2

˙2m`1

“ 0.

‚ Si n “ 2k ´ 1, (n impaire), on alors un nombre pair de points (avec xi ‰ a`b
2 , @i P v0, nw) et

n
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

“

k´1
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

`

2k´1
ÿ

i“k

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

“

k´1
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

´

2k´1
ÿ

i“k

wn´i

ˆ

xn´i ´
a ` b

2

˙2m`1

“

k´1
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

´

k´1
ÿ

j“0

wj

ˆ

xj ´
a ` b

2

˙2m`1

“ 0.

Q. 6
Ecrire de manière très précise le résultat démontré.

R. 6

Soit Qnpf, a, bq, une formule de quadrature élémentaire, donnée par (5.1) où les pxiq
n
i“0 sont des points distincts 2 à 2

dans ra, bs et les pwiq
n
i“0 sont des réels vérifiant (5.2). Si cette formule est exacte pour les polynômes de degré 2m alors

elle est nécessairement exacte pour les polynômes de degré 2m ` 1.

Exercice 6

Soient a, b deux réels, a ă b et Fpra; bs;Rq l’espace des fonctions définie de ra; bs à valeurs dans R. Soient f P Fpra; bs;Rq

et n P N. On souhaite approcher
şb

a
fpxqdx par Qnpf, a, bq, une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qnpf, a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wifpxiq (6.1)

où les pxiq
n
i“0 sont des points distincts 2 à 2 dans ra, bs et les pwiq

n
i“0 sont des réels.

Q. 1
Démontrer que l’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq définie de Fpra; bs;Rq à valeurs dans R est linéaire.
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R. 1

Soient f et g dans Fpra; bs;Rq, et λ et µ deux réels. Alors λf ` µg P Fpra; bs;Rq, et on a

Qnpλf ` µg, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjpλf ` µgqpxjq

“ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wj

`

λfpxjq ` µgpxjq
˘

“ λpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjfpxjq ` µpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjgpxjq

“ λQnpf, a, bq ` µQnpg, a, bq.

L’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq est donc linéaire.

On note, pour tout i P v0, nw,

Lipxq
def
“

n
ź

j“0
j‰i

x ´ xj

xi ´ xj

et ti “ pxi ´ aq{pb´ aq. On rappelle que le polynôme d’interpolation de Lagrange associés aux points pxi, fpxiqqiPv0,nw s’écrit

Lnpfqpxq “

n
ÿ

i“0

Lipxqfpxiq

et que si f P Cn`1pra, bs;Rq alors on a

@x P ra, bs, Dξx P ra, bs, fpxq ´ Lnpfqpxq “
f pn`1qpξxq

pn ` 1q!

n
ź

i“0

px ´ xiq (6.2)

Q. 2
Montrer que

1

b ´ a

ż b

a

Lipxqdx “

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

t ´ tj
ti ´ tj

dt. (6.3)

R. 2

Par le changement de variables s : t ÝÑ a ` pb ´ aqt on obtient

ż b

a

Lipxqdx “

ż s´1
pbq

s´1paq

Li ˝ sptqs1ptqdt “ pb ´ aq

ż 1

0

Li ˝ sptqdt

et l’on a xi “ sptiq “ a ` pb ´ aqti où ti “ pxi ´ aq{pb ´ aq. On en déduit

ż 1

0

Li ˝ sptqdt “

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

sptq ´ sptjq

sptiq ´ sptjq
dt “

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

pb ´ aqpt ´ tjq

pb ´ aqpti ´ tjq
dt

“

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

t ´ tj
ti ´ tj

dt

et on obtient bien (8.2).

Q. 3
a. Montrer que si Qn a pour degré d’exactitude n au moins alors, on a

@i P v0, nw, wi “
1

b ´ a

ż b

a

Lipxqdx. (6.4)

b. Montrer que si (8.3) est vérifiée, alors Qn a pour degré d’exactitude n au moins.

R. 3

a. Soit i P v0, nw. On a Li P RnrXs. Par hypothèse, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n au moins et
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donc on a

QnpLi, a, bq
hyp
“

ż b

a

Lipxqdx.

Or comme Lipxjq “ δi,j , @j P v0, nw, on a

QnpLi, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjLipxjq “ pb ´ aqwi.

Ce qui donne

wi “
1

b ´ a

ż b

a

Lipxqdx.

b. Par hypothèse, les poids pwiq
n
i“0 étant donnés par (8.2), La formule de quadrature s’écrit

Qnpf, a, bq
hyp
“

n
ÿ

i“0

fpxiq

ż b

a

Lipxqdx.

Soit P P RnrXs. Par unicité du polynôme d’interpolation de Lagrange, on a P “ LnpP q et

ż b

a

Ppxqdx “

ż b

a

LnpP qpxqdx

“

ż b

a

n
ÿ

i“0

LipxqPpxiqdx

“

n
ÿ

i“0

Ppxiq

ż b

a

Lipxqdx

“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiPpxiq “ QnpP, a, bq.

La formule de quadrature est donc exacte pour tout les polynômes de degré n au moins.

Q. 4
On suppose les poids pwiq

n
i“0 donnés par (8.3). Montrer que si f P Cn`1pra, bs;Rq alors on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx ´ Qnpf, a, bq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

pn ` 1q!

›

›

›
f pn`1q

›

›

›

8

ż b

a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ź

i“0

px ´ xiq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx (6.5)

R. 4

Comme f P Cn`1pra, bs;Rq, on déduit de (6.2) que pour tout x P ra; bs, il existe ξx P ra, bs tel que

|fpxq ´ Lnpfqpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f pn`1qpξxq

pn ` 1q!
πnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

›

›

›
f pn`1q

›

›

›

8

pn ` 1q!
|πnpxq|

L’application f ´Lnpfq étant continue sur ra; bs, elle est alors intégrable sur ra, bs, et l’application |f ´Lnpfq| l’est aussi.
De même |πnpxq| est intégrable sur ra, bs. On obtient alors

ż b

a

|fpxq ´ Lnpfqpxq|dx ď

›

›

›
f pn`1q

›

›

›

8

pn ` 1q!

ż b

a

|πnpxq|dx.

De plus
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxq ´ Lnpfqpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a

|fpxq ´ Lnpfqpxq|dx

ce qui donne
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx ´

ż b

a

Lnpfqpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

›

›

›
f pn`1q

›

›

›

8

pn ` 1q!

ż b

a

|

n
ź

i“0

px ´ xiq|dx.

La formule de quadrature est de degré d’exactitude n au moins et le polynôme d’interpolation de Lagrange Lnpfq est de
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degré n donc on a
ż b

a

Lnpfqpxqdx “ QnpLnpfq, a, bq

“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiLnpfqpxiq

“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wifpxiq car Lnpfqpxiq “ fpxiq

“ Qnpf, a, bq

ce qui donne
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx ´ Qnpf, a, bq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx ´

ż b

a

Lnpfqpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

›

›

›
f pn`1q

›

›

›

8

pn ` 1q!

ż b

a

|

n
ź

i“0

px ´ xiq|dx.

Exercice 7

Soient pxiq
n
i“0 des points distincts 2 à 2 de l’intervalle ra, bs vérifiant

@i P v0, nw,
xi ` xn´i

2
“

a ` b

2
.

On note Li P RnrXs, i P v0, nw les pn ` 1q polynômes de base de Lagrange définis par

Lipxq “

n
ź

j“0
j‰i

x ´ xj

xi ´ xj

et vérifiant Lipxjq “ δi,j , @pi, jq P v0, nw2

Q. 1
Soit i P v0, nw. Montrer que

@x P R, Lippa ` bq ´ xq “ Ln´ipxq.

R. 1

Soit i P v0, nw. On note φpxq “ pa ` bq ´ x le polynôme de degré 1 et P “ Li ˝ φ le polynôme de RnrXs (la composé de 2
polynômes est de degré le produit des degrés des 2 polynômes).
On a

@j P v0, nw, xn´j “ pa ` bq ´ xj

et

Ppxjq “ Lippa ` bq ´ xjq “ Lipxn´jq “ δi,n´j “

#

1, si i “ n ´ j

0, sinon
“

#

1, si j “ n ´ i

0, sinon
“ δn´i,j .

C’est à dire
@j P v0, nw, Ppxjq “ δn´i,j .

Or Ln´i est l’unique polynôme de RnrXs vérifiant la relation précédente dont P “ Ln´i (voir Exercice ??, page ??).

Q. 2
Soient pwiq

n
i“0 définis par

wi “
1

b ´ a

ż b

a

Liptqdt, @i P v0, nw

Montrer que l’on a alors
@i P v0, nw, wi “ wn´i
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R. 2

Soit i P v0, nw. On note t “ φpxq “ pa ` bq ´ x le changement de variable affine. On a alors φ-1ptq “ pa ` bq ´ t et

wi “
1

b ´ a

ż b

a

Liptqdt

“
1

b ´ a

ż φ-1
pbq

φ-1paq

Li ˝ φpxqφ1pxqdt

“
1

b ´ a

ż a

b

Lippa ` bq ´ xqp´1qdx

“
1

b ´ a

ż b

a

Lippa ` bq ´ xqdx

“
1

b ´ a

ż b

a

Ln´ipxqdx d’après la question précédente

“ wn´i.

Exercice 8

Soient a, b deux réels, a ă b et Fpra; bs;Rq l’espace des fonctions définie de ra; bs à valeurs dans R. Soient f P Fpra; bs;Rq

et n P N. On souhaite approcher
şb

a
fpxqdx par Qnpf, a, bq, une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qnpf, a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wifpxiq (8.1)

où les pxiq
n
i“0 sont des points distincts 2 à 2 dans ra, bs et les pwiq

n
i“0 sont des réels.

On suppose que (8.1) a pour degré d’exactitude n au moins.

Q. 1
Démontrer que l’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq définie de Fpra; bs;Rq à valeurs dans R est linéaire.

R. 1

Soient f et g dans Fpra; bs;Rq, et λ et µ deux réels. Alors λf ` µg P Fpra; bs;Rq, et on a

Qnpλf ` µg, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjpλf ` µgqpxjq

“ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wj

`

λfpxjq ` µgpxjq
˘

“ λpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjfpxjq ` µpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjgpxjq

“ λQnpf, a, bq ` µQnpg, a, bq.

L’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq est donc linéaire.

Soient πn le polynôme de degré pn ` 1q défini par

πnpxq “

n
ź

i“0

px ´ xiq

et m P N˚.
rappel division euclidienne: Soient A et B deux polynômes, B étant non nul, alors il existe un unique couple de polynômes
pQ,Rq tel que

A “ BQ ` R et degpRq ă degpBq.

Dans la division euclidienne de A par B, Q est le quotient et R le reste.

Q. 2
a. Soit P P Rn`mrXs. Déterminer les degrés maximaux des polynômes Q (quotient) et R (reste), obtenus par la division

euclidienne de P par πn, et satisfaisant
P “ πnQ ` R.
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b. En déduire que

@P P Rn`mrXs,

ż b

a

Ppxqdx ´ QnpP, a, bq “

ż b

a

Qpxqπnpxqdx. (8.2)

où Q est le quotient de la division euclidienne de P par πn,

R. 2

a. On effectue la division euclidienne de P, degpPq ď n`m, par πn, degpπnq “ n`1. On a alors l’existence et l’unicité
d’un couple pQ,Rq tel que degpRq ă degpπnq “ n ` 1, c’est à dire R P RnrXs, et

P “ πnQ ` R.

‚ Si degpPq ď n ă pn ` 1q “ degpπnq, Q “ 0 et R “ P.

‚ Si degpPq ě pn ` 1q “ degpπnq ą degpRq, on obtient

degpPq “ degpπnQq “ degpπnq ` degpQq

et donc degpQq “ degpPq ´ degpπnq ď n ` m ´ pn ` 1q “ m ´ 1, c’est à dire Q P Rm´1rXs.

En résumé, on a R P RnrXs, et on peut noter que, dans les deux cas, Q P Rm´1rXs.

b. Soit P P Rn`mrXs. On note Q et R, respectivement quotient et reste de la division euclidienne de P par πn. On
vient de voir que R P RnrXs et Q P Rm´1rXs.
Par linéarite de l’intégrale, on a

ż b

a

Ppxqdx “

ż b

a

Qpxqπnpxqdx `

ż b

a

Rpxqdx

et par linéarite de Qn

QnpP, a, bq “ QnpQπn, a, bq ` QnpR, a, bq.

Par hypothèse, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n et comme R P RnrXs on obtient

ż b

a

Rpxqdx “ QnpR, a, bq.

On en déduit alors que
ż b

a

Ppxqdx ´ QnpP, a, bq “

ż b

a

Qpxqπnpxqdx ´ QnpQπn, a, bq.

Par construction πnpxjq “ 0, @j P v0, nw, ce qui donne

QnpQπn, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjQpxjqπnpxjq “ 0

et donc
ż b

a

Ppxqdx ´ QnpP, a, bq “

ż b

a

Qpxqπnpxqdx.

Q. 3
Démontrer que (8.1) a pour degré d’exactitude n ` m au moins si et seulement si

@H P Rm´1rXs,

ż b

a

πnpxqHpxqdx “ 0. (8.3)

R. 3

ð On suppose que (8.3) est vérifié.
Soit P P Rn`mrXs. On note Q et R, respectivement quotient et reste de la division euclidienne de P par πn. On a
vu en Q. 2 que R P RnrXs et Q P Rm´1rXs.
Comme Q P Rm´1rXs, on obtient

ż b

a

πnpxqQpxqdx “ 0
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ce qui donne en utilisant (8.2):
ż b

a

Ppxqdx ´ QnpP, a, bq “ 0.

Comme P est quelconque dans Rn`mrXs, la formule de quadrature est donc de degré d’exactitude n ` m.

ñ On suppose que la formule de quadrature est de degré d’exactitude pn ` mq.
Pour tout H P Rm´1rXs, le polynôme P “ Hπn P Rn`mrXs. La formule de quadrature est donc exacte pour P:

ż b

a

Ppxqdx ´ QnpP, a, bq “ 0.

Par construction, la division euclienne de P par πn a pour quotient H et pour reste 0. En utilisant (8.2), on obtient
alors

ż b

a

Qpxqπnpxqdx “ 0.

Q. 4
En déduire le degré maximal d’exactitude de (8.1).

R. 4

Si Q “ πn, on obtient
ż b

a

πnpxqQpxqdx “

ż b

a

Q2pxqdx ą 0.

Comme degpπnq “ n ` 1, on déduit que l’on doit avoir degpQq ď n pour que (8.3) soit vérifiée. On a alors

degpPq “ m ` n “ degpQq ` degpπnq ď n ` pn ` 1q

et donc m ď n ` 1. Le degré maximal d’exactitude est donc 2n ` 1.

Q. 5
Démontrer que (8.1) a pour degré d’exactitude n ` m au moins si et seulement si

ż b

a

πnpxqxkdx “ 0, @k P v0,m ´ 1w. (8.4)

R. 5

D’après la Q. 3, il suffit de démontrer que (8.3) est équivalent à (8.4).

ñ On suppose (8.3) vérifiée.
Le résultat est immédiat car, @k P v0,m ´ 1w, x ÞÑ xk P Rm´1rXs.

ð On suppose (8.4) vérifiée.
Soit H P Rm´1rXs. Il existe pα0, . . . , αm´1q P Rm tel que

@x P R, Hpxq “

m´1
ÿ

k“0

αkx
k.

On utilise la linéarite de l’intégrale pour obtenir

ż b

a

Hpxqπnpxqdx “

ż b

a

πnpxq

m´1
ÿ

k“0

αkx
kdx

“

m´1
ÿ

k“0

αk

ż b

a

πnpxqxkdx

(8.4)
“

m´1
ÿ

k“0

αk ˆ 0 “ 0.

Exercice 9
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Q. 1
Ecrire une fonction algorithmique WeightsPointsNC retournant les pn ` 1q points et les pn ` 1q poids de la formule de
quadrature élémentaire de Newton-Cotes à pn ` 1q points.

R. 1

Algorithme 2 Fonction WeightsPointsNC retournant le tableau de points xxx donnés correspondant à la discrétisation
régulière intervalle ra, bs. et le tableau des poids www associé à un
Données : a, b : deux réels, a ă b,

n : n P N˚.

Résultat : xxx : vecteur de Rn`1 avec xxxpiq “ xi´1, @i P v1, n ` 1w

et xi´1 “ a ` pi ´ 1qh, h “ pb ´ aq{n,
www : vecteur de Rn`1 avec wwwpiq “ wi´1, @i P v1, n ` 1w

1: Fonction rxxx,wwws Ð WeightsPointsNC( a, b, n )
2: xxx Ð a : pb ´ aq{n : b
3: www Ð WeightsFromPointspxxx, a, bq
4: Fin Fonction

Q. 2
Ecrire une fonction algorithmique QuadElemNC retournant la valeur de Qnpf, a, bq correpondant à la formule de quadrature
élémentaire de Newton-Cotes à pn ` 1q points.

R. 2

On a de manière générique l’algorithme suivant:

Algorithme 3 Fonction QuadElemGen retourne la valeur de I “ pb ´ aq
řn

j“0 wjfpxjq.

Données : f : une fonction définie de ra, bs dans R,
a, b : deux réels avec a ă b
xxx : vecteur de Rn`1 contenant pn ` 1q points distincts deux à deux

dans un intervalle ra, bs avec la convention
xxxpiq “ xi´1, @i P v1, n ` 1w

www : vecteur de Rn`1 tel que wwwpiq “ wi´1, @i P v1, n ` 1w

Résultat : I : un réel

1: Fonction I Ð QuadElemGen( f, a, b,xxx,www )
2: I Ð 0
3: Pour i Ð 1 à Lengthpxxxq faire
4: I Ð I `wwwpiq ˚ fpxxxpiqq

5: Fin Pour
6: I Ð pb ´ aq ˚ I
7: Fin Fonction

On peut noter que si l’on dispose de la fonction s Ð Dotpuuu,vvvq correpondant au produit scalaire de deux vecteurs du
même espace alors on a directement

I Ð pb ´ aq ˚ Dotpwww, fpxxxqq.

Algorithme 4 Fonction QuadElemGen retourne la valeur de I “ pb ´ aq
řn

j“0 wjfpxjq où les poids wi et les points xi

sont ceux définis par la formule de quadrature élémentaire de Newton-Cotes
Données : f : une fonction définie de ra, bs dans R,

a, b : deux réels avec a ă b,
n : n P N˚

Résultat : I : un réel

1: Fonction I Ð QuadElemNC( f, a, b, n )
2: rxxx,wwws Ð WeightsPointsNCpa, b, nq

3: I Ð QuadElemGenpf, a, b,xxx,wwwq

4: Fin Fonction
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Exercice 10

Q. 1
Déterminer les points t0, t1 de l’intervalle r´1, 1s et les poids w0, w1 tel que la formule de quadrature

ż 1

´1

gptqdt « 2
1

ÿ

i“0

wigptiq

soit de degré d’exactitude 3.

R. 1

D’après la Proposition ??, si t0 et t1 sont distincts et dans l’intervalle r´1, 1s alors avec

w0 “
1

2

ż 1

´1

t ´ t1
t0 ´ t1

dt et w1 “
1

2

ż 1

´1

t ´ t0
t1 ´ t0

dt

la formule de quadrature est de degré d’exactitude 1.
Pour déterminer les points t0 et t1, on utilise la Proposition ?? (degré maximal d’exactitude) avec m “ n ` 1 “ 2: la
formule de quadrature est de degré 2n ` 1 “ 3 ssi

ż 1

´1

π1ptqQptqdt “ 0,@Q P R1rXs

avec π1ptq “ pt ´ t0qpt ´ t1q. Par linéarité ceci est équivalent à
ż 1

´1

π1ptqtkdt “ 0,@k P v0, 1w

c’est à dire
ż 1

´1

π1ptqdt “ 0 et
ż 1

´1

π1ptqtdt “ 0.

Or on a
ż 1

´1

π1ptqdt “

ż 1

´1

t2 ´ pt0 ` t1qt ` t0t1dt “
2

3
` 2t0t1

et
ż 1

´1

π1ptqtdt “

ż 1

´1

t3 ´ pt0 ` t1qt2 ` t0t1tdt “ ´
2

3
pt0 ` t1q.

On est amené à résoudre le système non linéaire

t0t1 “ ´
1

3
et ´

2

3
pt0 ` t1q “ 0

ce qui donne t0 “ ´
a

p3q{3 et t1 “
a

p3q{3.
Il reste à calculer w0 et w1. On a

w0 “
1

2

ż 1

´1

t ´
a

p3q{3

´2
a

p3q{3
dt “

1

2

ż 1

´1

´
a

p3q{3

´2
a

p3q{3
dt “ 1{2

et

w1 “
1

2

ż 1

´1

t `
a

p3q{3

2
a

p3q{3
dt “

1

2

ż 1

´1

a

p3q{3

2
a

p3q{3
dt “ 1{2.

La formule de quadrature
ż 1

´1

gptqdt « gp´

?
3

3
q ` gp

?
3

3
q

est donc d’ordre 3.

Q. 2

En déduire une formule de quadrature pour le calcul de
şb

a
fpxqdx qui soit de degré d’exactitude 3.
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R. 2

On effectue le changement de variable x “ φptq “ a`b
2 ` b´a

2 t, en appliquant la Proposition ?? (changement de variable
affine), pour obtenir que

pb ´ aq

ˆ

1

2
fpx0q `

1

2
fpx1q

˙

est une formule de quadrature approchant
şb

a
fpxqdx avec un degré d’exactitude de 3 où x0 “ φpt0q et x1 “ φpt1q.

Exercice 11

L’objectif de cet exercice est de calculer les points et les poids de la formule de quadrature de Gauss-Legendre à pn ` 1q

points. La formule de quadrature de Gauss-Legendre à pn ` 1q points sur r´1, 1s est donnée par
ż 1

´1

gptqdt « 2
n

ÿ

i“0

wigptiq

où les ptiq
n
i“0 sont les pn ` 1q racines du polynôme de Legendre Pn`1ptq. Cette formule à pour degré d’exactitude 2n ` 1.

Soient xP,Qy “
ş1

´1
PptqQptqdt le produit scalaire sur RrXs et }P} “ xP,Py

1{2 la norme associée.
Soit Mn le polynôme de Legendre normalisé de degré pn ` 1q, Mn “ Pn

}Pn}
. On utilisera les résultats sur les polynômes de

Legendre rappelés en cours.

Q. 1
Montrer que

cn`1Mn`1ptq “ tMnptq ´ cnMn´1ptq, n ą 1 (11.1)

avec

M0ptq “

c

1

2
, M1ptq “

c

3

2
t et cn “

c

n2

4n2 ´ 1

R. 1

Par définition, on a Mn “ Pn

}Pn}
et

}Pn}
2

“ xPn,Pny “

ż 1

´1

PnptqPnptqdx “
2

2n ` 1
.

On en déduit que

Mn “

c

2n ` 1

2
Pn.

De plus, par la formule de récurrence de Bonnet, on obtient

M0ptq “

c

1

2
et M1ptq “

c

3

2
t

ainsi que, @n ě 1,

pn ` 1q

c

2

2n ` 3
Mn`1ptq “ p2n ` 1q

c

2

2n ` 1
tMnptq ´ n

c

2

2n ´ 1
Mn´1

“
a

2p2n ` 1qtMnptq ´ n

c

2

2n ´ 1
Mn´1

En multipliant cette équation par
b

1
2p2n`1q

, on a

pn ` 1q

c

2

2n ` 3

d

1

2p2n ` 1q
Mn`1ptq “ tMnptq ´ n

c

2

2n ´ 1

d

1

2p2n ` 1q
Mn´1

Or on a

n

c

2

2n ´ 1

d

1

2p2n ` 1q
“

d

n2

p2n ´ 1qp2n ` 1q
“ cn

et

pn ` 1q

c

2

2n ` 3

d

1

2p2n ` 1q
“

d

pn ` 1q2

p2pn ` 1q ´ 1qp2pn ` 1q ` 1q
“ cn`1

ce qui démontre le résultat voulu.
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On définit le vecteur MMMptq de Rn`1 par
MMMptq “ pM0ptq, . . . ,Mnptqqt.

Q. 2
Montrer que l’on a

tMMMptq “ AMMMptq ` cn`1Mn`1ptqeeen`1 (11.2)

où l’on explictera la matrice tridiagonale A P Mn`1pRq en fonction des coefficients c1, . . . , cn. Le vecteur eeen`1 étant le
pn ` 1q-ème vecteur de la base canonique de Rn`1.

R. 2

On déduit de la question précédente que

tM0ptq “

c

1

3
t “ c1M1ptq

et
tMiptq “ ciMi´1ptq ` ci`1Mi`1ptq, @i P v1, nw.

Ces pn ` 1q équations peuvent s’écrire matriciellement sous la forme

t

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

M0ptq
M1ptq

...

...
Mn´1ptq
Mnptq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 c1 0 . . . . . . 0
c1 0 c2 0 . . . 0

0
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . 0
0 . . . 0 cn´1 0 cn
0 . . . . . . 0 cn 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

M0ptq
M1ptq

...

...
Mn´1ptq
Mnptq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0
...
...
...
0

cn`1Mn`1ptq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ AMMMptq ` cn`1Mn`1ptqeeen`1.

Q. 3
En déduire que les pn ` 1q racines distinctes de Mn`1 P Rn`1rXs sont les pn ` 1q valeurs propres de A.

R. 3

Le polynôme de Legendre Pn`1 P Rn`1rXs admet pn ` 1q racines simples distinctes dans s ´ 1, 1r notées ptiq
n
i“0. (voir

rappels) Donc le polynôme de Legendre normalisé Mn`1 P Rn`1rXs a les mêmes racines et on déduit de la question
précédente que

AMMMptiq “ tiMMMptiq, @i P v0, nw.

Comme les pn ` 1q racines de Pn`1 séparent strictement les n racines de Pn (voir rappels), alors Pnptiq ‰ 0 et donc
Mnptiq ‰ 0. On en déduit que le vecteur MMMptiq est non nul et,

@i P v0, nw, pti,MMMptiqq est un mode propre de A.

On peut noter que A est symétrique et donc ses valeurs propres sont réelles.
Les pn ` 1q valeurs propres de la matrice A sont les pn ` 1q racines de Pn`1, et donc les pn ` 1q points de la formule de
quadrature de Gauss-Legendre.

Q. 4
Montrer que

2
n

ÿ

k“0

wkMiptkqMjptkq “ δi,j , @pi, jq P v0, nw2 (11.3)

où δi,j “ 0, si i ‰ j et δi,i “ 1.

R. 4

Par construction, on a
ż 1

´1

MiptqMjptqdx “ δi,j , @pi, jq P v0, nw.

On a Mi P RirXs et Mj P RjrXs, ce qui donne MiMj P Ri`jrXs avec i ` j ď 2n. Or la formule de quadrature de
Gauss-Legendre à pn ` 1q points a pour degré d’exactitude 2n ` 1, elle est donc exacte pour le polynôme MiMj . On en
déduit alors

δi,j “

ż 1

´1

MiptqMjptqdt “ 2
n

ÿ

k“0

wkMiptkqMjptkq, @pi, jq P v0, nw
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On note W P Mn`1pRq la matrice diagonale, de diagonale pw0, . . . , wnq et P P Mn`1pRq la matrice définie par Pi`1,j`1 “

Mjptiq, @pi, jq P v0, nw2.

Q. 5
a. Montrer que 2PtWP “ I.

b. En déduire que W-1 “ 2PPt.

c. En déduire que 1
wi

“ 2
řn

k“0 pMkptiqq
2
, @i P v0, nw.

R. 5

a. Soit pi, jq P v1, n ` 1w2, on a

pPtWPqi,j “

n`1
ÿ

k“1

pPtqi,kpWPqk,j

“

n`1
ÿ

k“1

Pk,ipWPqk,j

et, comme W est diagonale,

pWPqk,j “

n`1
ÿ

l“1

Wk,lPl,j “ Wk,kPk,j .

On obtient donc

pPtWPqi,j “

n`1
ÿ

k“1

Pk,iWk,kPk,j “

n`1
ÿ

k“1

wk´1Mi´1ptk´1qMj´1ptk´1q.

En utilisant la relation démontré dans la question précédente, on a

pPtWPqi,j “
1

2
δi´1,j´1 “

1

2
δi,j

c’est à dire
PtWP “

1

2
I

et on en déduit que P et W sont inversibles .

b. A partir de PtWP “ 1
2 I, on déduit

2I “
`

PtWP
˘-1

“ 2I “ P-1W-1`

Pt˘-1

En multipliant par P à gauche et par Pt à droite, on obtient

W-1 “ 2PPt.

c. Comme la matrice W est diagonale inversible, son inverse est diagonale et on a

`

W-1˘

i,i
“

1

Wi,i
“

1

wi´1
, @i P v1, n ` 1w.

On a donc

1

wi´1
“ 2

`

PPt˘

i,i

“ 2
n`1
ÿ

j“1

Pi,j

`

Pt˘

j,i

“ 2
n`1
ÿ

j“1

P2
i,j

“ 2
n

ÿ

k“0

pMkpti´1qq
2
, @i P v1, n ` 1w.

On suppose que l’on dispose de la fonction algorithmique eigpAq retournant l’ensemble des valeurs propres d’une matrice
symétrique A P Mn`1pRq dans l’ordre croissant sous la forme d’un vecteur de Rn`1.
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Q. 6
a. Ecrire la fonction rttt,wwws Ð GaussLegendrepnq retournant le tableau des points ttt et le tableau des poids www en utilisant

les résultats obtenus dans cet exercice.

b. Ecrire la fonction I Ð QuadElemGaussLegendrepf, a, b, nq retournant une approximation de
şb

a
fpxqdx en utilisant la

formule de quadrature de Gauss-Legendre à pn ` 1q points sur l’intervalle ra, bs.

R. 6

a. Les pn` 1q points ptiq
n
i“0 de la méthode de quadrature de Gauss-Legendre sur r´1, 1s, sont les racines du polynôme

de Legendre Pn`1 de degré n`1. Pour les calculer, on va utiliser le fait que ce sont les valeurs propres de la matrice
symétrique A P Mn`1pRq

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 c1 0 . . . . . . 0
c1 0 c2 0 . . . 0

0
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . 0
0 . . . 0 cn´1 0 cn
0 . . . . . . 0 cn 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

avec ck “

b

k2

4k2´1 , @k ě 1.

Pour calculer les poids pwiq
n
i“0, on va utiliser la formule

1

wi
“ 2

n
ÿ

k“0

pMkptiqq
2
, @i P v0, nw

conjointement avec la formule de récurrence

Mkptq “
1

ck

`

tMk´1ptq ´ ck´1Mk´2ptq
˘

, k ě 2, avec M0ptq “

c

1

2
, M1ptq “

c

3

2
t.

Algorithme 5 Fonction GaussLegendre retournant le tableau des points ttt et le tableau des poids www
Données : n : n P N

Résultat : ttt : vecteur de Rn`1 avec tttpiq “ ti´1, @i P v1, n ` 1w

www : vecteur de Rn`1 avec wwwpiq “ wi´1, @i P v1, n ` 1w

1: Fonction rttt,wwws Ð GaussLegendre( n )
2: ccc Ð OOOn

3: A Ð On`1,n`1

4: Pour k Ð 1 à n faire
5: cccpkq Ð sqrtpk2{p4 ˚ k^2 ´ 1qq

6: Apk, k ` 1q Ð cccpkq

7: Apk ` 1, kq Ð cccpkq

8: Fin Pour
9: ttt Ð eigpAq

10: Pour i Ð 1 à n ` 1 faire
11: M0 Ð sqrtp1{2q

12: M1 Ð sqrtp3{2q ˚ tttpiq
13: S Ð M0^2 ` M1^2
14: Pour k Ð 2 à n faire
15: M Ð p1{cccpkqq ˚ pM1 ˚ tttpiq ´ cccpk ´ 1q ˚ M0q

16: S Ð S ` M^2
17: M0 Ð M1
18: M1 Ð M
19: Fin Pour
20: wpiq Ð 1{p2 ˚ Sq

21: Fin Pour
22: Fin Fonction

b. On va utiliser la formule

I “ pb ´ aq “

n
ÿ

i“0

wifpxiq

avec xi “ a`b
2 ` b´a

2 ti où les points ptiq
n
i“0 et les poids pwiq

n
i“0 sont ceux de la méthode de quadrature de Gauss-

Legendre sur r´1, 1s.
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Algorithme 6 Fonction QuadElemGaussLegendre retournant une approximation de
şb

a
fpxqdx en utilisant la formule de

quadrature de Gauss-Legendre à n ` 1 points sur l’intervalle ra, bs.

Données : f : une fonction de ra, bs à valeurs réels
a, b : deux réels avec a ă b
n : n P N

Résultat : I : un réel

1: Fonction I Ð QuadElemGaussLegendre( f, a, b, n )
2: rttt,wwws Ð GaussLegendrepnq

3: I Ð 0
4: Pour i Ð 1 à n ` 1 faire
5: I Ð I `wwwpiq ˚ fppa ` bq{2 ` pb ´ aq{2 ˚ tpiqq

6: Fin Pour
7: I Ð pb ´ aq ˚ I
8: Fin Fonction

Exercice 12

Ecrire une fonction algorithmique QuadSimpson retournant une approximation de l’intégrale d’une fonction f sur l’intervalle
rα, βs utilisant la méthode de quadrature composée de Simpson en minimisant le nombre d’appels à la fonction f. On rap-
pelle que la formule élémentaire de Simpson est donnée par

Q2pg, a, bq
def
“

b ´ a

6
pgpaq ` 4gp

a ` b

2
q ` gpbqq.

Correction En notant mj “
αj´1`αj

2 le point milieu de l’intervalle rαj´1, αjs, on obtient
ż b

a

fpxqdx
k

ÿ

j“1

ż αj

αj´1

fpxqdx «

k
ÿ

j“1

Q2pf, αj´1, αjq “
h

6

k
ÿ

j“1

pfpαj´1q ` 4fpmjq ` fpαjqq

«
h

6

˜

4
k

ÿ

j“1

fpmjq ` fpα0q ` 2
k´1
ÿ

j“1

fpαjq ` fpαkq

¸

(12.1)

Algorithme 7 Fonction QuadSimpson retourne une approximation de l’intégrale d’une fonction f sur l’intervalle rα, βs

utilisant la méthode de quadrature composée de Simpson en minimisant le nombre d’appels à la fonction f.

Données : f : une fonction définie de ralpha, betas dans R,
alpha, beta : deux réels avec alpha ă beta,
k : n P N˚

Résultat : I : un réel

1: Fonction I Ð QuadSimpson( f, alpha, beta, k )
2: h Ð pbeta ´ alphaq{k
3: xxx Ð alpha : h : beta
4: mmm Ð alpha ` h{2 : h : beta

5: S Ð 0 Ź Calcul de
k

ÿ

j“1

fpmjq

6: Pour j Ð 1 à k faire
7: S Ð S ` fpmmmpjqq

8: Fin Pour
9: I Ð 4 ˚ S

10: S Ð 0 Ź Calcul de
k´1
ÿ

j“1

fpαjq “

k
ÿ

j“2

fpxxxjq

11: Pour j Ð 2 à k faire
12: S Ð S ` fpxxxpjqq

13: Fin Pour
14: I Ð ph{6q ˚ pI ` 2 ˚ S ` fpxxxp1qq ` fpxxxpk ` 1qqq

15: Fin Fonction
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˛

2 Exercices supplémentaires

Exercice 13 : Matrice de Vandermonde

Soient pziq
n
i“0 n ` 1 points distincts 2 à 2 de C. Soit V P Mn`1pCq la matrice définie par

Vi,j “ zj´1
i´1 , @pi, jq P v1, n ` 1w.

Q. 1
Ecrire la matrice V.

R. 1

On a

V “

¨

˚

˚

˚

˝

1 z0 ¨ ¨ ¨ zn0
1 z1 ¨ ¨ ¨ zn1
...

...
...

1 zn ¨ ¨ ¨ znn

˛

‹

‹

‹

‚

Soient www “ pwiq
n`1
i“1 un vecteur de Cn`1. On note Pwww P CnrXs, le polynôme défini par

Pwwwpzq “

n
ÿ

i“0

wi`1z
i

Q. 2
Exprimer vvv “ Vwww en fonction de Pwww.

R. 2

On a vvv P Cn`1 et, pour tout i P v1, n ` 1w,

vvvi “

n`1
ÿ

j“1

Vi,jwwwj

“

n`1
ÿ

j“1

zj´1
i´1wj

“

n
ÿ

j“0

wj`1z
j
i´1 “ Pwwwpzi´1q.

c’est à dire

vvv “

¨

˚

˝

Pwwwpz0q

...
Pwwwpznq

˛

‹

‚

.

Q. 3
En déduire que V est inversible.

R. 3

La matrice V est inversible si et seulement si son noyau est réduit à l’élément nul, c’est à dire

kerpVq “ t000u.

Soit uuu “ pu1, . . . , un`1q˚ P Cn`1, tel que Vuuu “ 000, montrons qu’alors uuu “ 000.
On a

Vuuu “ V

¨

˚

˝

u1

...
un`1

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

Puuupz0q

...
Puuupznq

˛

‹

‚

“ 000.

Les n ` 1 points pziq
n
i“0 sont distincts 2 à 2, donc le polynôme Puuu admet n ` 1 racines distinctes hors Puuu P CnrXs, c’est
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donc le polynôme nul, c’est à dire ui “ 0, @i P v1, n ` 1w. On a donc uuu “ 000.
La matrice V est donc inversible.

Exercice 14

Soient ptiq
n
i“0, pn ` 1q points distincts de r´1; 1s.

On note Fpr´1; 1s;Rq l’espace des fonctions définie de r´1; 1s à valeurs dans R. Soient g P Fpr´1; 1s;Rq et n P N. On
souhaite approcher

ş1

´1
gptqdt par Snpgq, une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Snpgq
def
“ 2

n
ÿ

i“0

wigptiq

Q. 1
Démontrer que l’application g ÞÝÑ Snpgq définie de Fpr´1; 1s;Rq à valeurs dans R est linéaire.

R. 1

Soient f et g dans Fpr´1; 1s;Rq (espace vectoriel), et λ et µ deux réels. Alors λf ` µg P Fpr´1; 1s;Rq, et on a

Snpλf ` µgq “ 2
n

ÿ

j“0

wjpλf ` µgqpxjq

“ 2
n

ÿ

j“0

wj

`

λfpxjq ` µgpxjq
˘

“ λ2
n

ÿ

j“0

wjfpxjq ` µ2
n

ÿ

j“0

wjgpxjq

“ λSnpfq ` µSnpgq.

L’application Sn est donc linéaire.

On pose

@i P v0, nw, Liptq
def
“

n
ź

j“0
j‰i

t ´ tj
ti ´ tj

.

Q. 2
a. Montrer que si Sn a pour degré d’exactitude n au moins alors, on a

@i P v0, nw, wi “
1

2

ż 1

´1

Liptqdt. (14.1)

b. Montrer que si (14.1) est vérifiée, alors Sn a pour degré d’exactitude n au moins.

R. 2

a. Soit i P v0, nw. On a Li P RnrXs. Par hypothèse, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n au moins et
donc on a

SnpLiq
hyp
“

ż 1

´1

Liptqdt.

Comme Liptjq “ δi,j , @j P v0, nw, on en déduit

SnpLiq “ 2
n

ÿ

j“0

wjLiptjq “ 2wi.

Ce qui donne

wi “
1

2

ż 1

´1

Liptqd.

b. Par hypothèse, les poids pwiq
n
i“0 étant donnés par (14.1), La formule de quadrature s’écrit

Snpgq
hyp
“

n
ÿ

i“0

gptiq

ż 1

´1

Liptqdt.
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On note LnpP q le polynôme d’interpolation de Lagrange de RnrXs passant par les points pti, gptiqqni“0 donné par

@t P R, LnpP qptq “

n
ÿ

i“0

gptiqLiptq.

Soit P P RnrXs. Par unicité du polynôme d’interpolation de Lagrange, on a P “ LnpP q et
ż 1

´1

Pptqdt “

ż 1

´1

LnpP qptqdt

“

ż 1

´1

n
ÿ

i“0

LiptqPptiqdt

“

n
ÿ

i“0

Pptiq

ż 1

´1

Liptqdt

“ 2
n

ÿ

i“0

wiPptiq “ SnpPq.

La formule de quadrature est donc exacte pour tous les polynômes de degré n au moins.

On rappele que la formule de quadrature Sn à pn ` 1q points distincts, dont les poids pwiq
n
i“0 sont données par (14.1), a

pour degré d’exactitude pn ` mq, m P N˚ si et seulement si
ż 1

´1

πnptqQptqdt “ 0, @Q P Rm´1rXs (14.2)

avec πnptq
def
“

n
ź

i“0

pt ´ tiq.

Par la suite, on suppose que les ptiq
n
i“0 sont les pn` 1q racines distinctes dans s ´ 1; 1r du polynôme de Legendre de degré

pn ` 1q et que les poids pwiq
n
i“0 sont données par (14.1).

Les polynômes de Legendre peuvent être définis par la formule de récurrence de Bonnet

pn ` 1qPn`1ptq “ p2n ` 1qtPnptq ´ nPn´1ptq, @n ě 1 (14.3)

avec P0ptq “ 1 et P1ptq “ t.
On a les propriétés suivantes:

prop.1 le polynôme de Legendre Pn est de degré n,

prop.2 la famille tPkunk“0 est une base de RnrXs,

prop.3 pour tout pm,nq P N2, on a
ż 1

´1

PmptqPnptqdt “
2

2n ` 1
δm,n, (14.4)

ce qui correspond à l’orthogonalité des polynômes de Legendre pour le produit scalaire

xPm,Pny “

ż 1

´1

PmptqPnptqdt.

prop.4 Soit n ě 1, Pn est scindé sur R et ses n racines, notées ptiq
n
i“0, sont simples dans s ´ 1, 1r, c’est à dire

Pnptq “ C
n´1
ź

i“0

pt ´ tiq, C P R˚

où les ti sont 2 à 2 distincts (et ordonnés). Les pn ` 1q racines simples de Pn`1 sont alors chacunes dans
l’un des pn ` 1q intervalles s ´ 1, t0r, st0, t1r, . . . , stn´2, tn´1r, stn´1, 1r.

Q. 3
a. En utilisant les polynômes de Legendre, démontrer que la formule de quadrature Sn est de degré d’exactitude 2n`1.

b. Montrer que la formule de quadrature Sn n’est pas de degré d’exactitude 2n ` 2.

c. Démontrer que Sn est l’unique formule de quadrature à pn ` 1q points distincts dans r´1; 1s ayant pour degré
d’exactitude 2n ` 1.
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R. 3

a. Par hypothèse, les poids pwiq
n
i“0 sont données par (14.1), Sn a pour degré d’exactiude 2n ` 1 si et seulement si on

a (14.2) avec m “ n ` 1.

D’après les propriétés des polynômes de Legendre Pn, on a Pn`1ptq “ Cπnptq avec C P R˚.

On en déduit que (14.2) avec m “ n ` 1 est équivalent à
ż 1

´1

Pn`1ptqQptqdt “ 0, @Q P RnrXs.

Or, la famille des les polynômes de Legendre tP0, . . . ,Pnu est une base de RnrXs et comme les polynômes de
Legendre sont orthogonaux, la relation précedente est vérifiée.

b. Supposons qu’il existe une autre formule de quadrature élémentaire à pn ` 1q points distincts dans r´1, 1s

S̃npgq
def
“ 2

n
ÿ

i“0

w̃igpt̃iq

ayant pour degré d’exactitude p2n ` 1q précisement. D’après la Q. 2, on a donc

@i P v0, nw, w̃i “
1

2

ż 1

´1

L̃iptqdt, où L̃iptq
def
“

n
ź

j“0
j‰i

t ´ tj
ti ´ tj

.

Notons π̃nptq “
śn

i“0pt ´ t̃iq. Comme Sn et S̃n ont pour degré d’exactitude p2n ` 1q précisement, on déduit de
(14.2) avec m “ n ` 1, que

ż 1

´1

πnptqQptqdt “

ż 1

´1

π̃nptqQptqdt “ 0, @Q P RnrXs

Le polynôme R “ πn ´ π̃n est dans RnrXs car les polynômes πn et π̃n de Rn`1rXs sont unitaires. On a alors
ż 1

´1

RptqQptqdt “ 0, @Q P RnrXs

En choisissant Q “ R, on obtient
ż 1

´1

R2ptqdt “ 0

ce qui entraine R “ 0 et donc les points pt̃iq
n
i“0 et ptiq

n
i“0 sont identiques à une permutation des indices près, c’est

à dire
t̃σpiq “ ti, @i P v0, nw.

On a alors w̃σpiq “ wi, @i P v0, nw et

S̃npgq
def
“ 2

n
ÿ

i“0

w̃igpt̃iq “ 2
n

ÿ

i“0

w̃σpiqgpt̃σpiq “ 2
n

ÿ

i“0

wigptiq “ Snpgq.

Soient a, b deux réels, a ă b. On note xi “ a`b
2 ` b´a

2 ti, @i P v0, nw, où les ptiq
n
i“0 sont les pn ` 1q racines distinctes dans

s ´ 1; 1r du polynôme de Legendre de degré pn ` 1q.
Soient f P Fpra; bs;Rq, espace des fonctions définies de ra; bs à valeurs dans R., et n P N.

On souhaite approcher
şb

a
fpxqdx par Qnpf, a, bq, une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qnpf, a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

w‹
i fpxiq

On pose

@i P v0, nw, L‹
i pxq

def
“

n
ź

j“0
j‰i

x ´ xj

xi ´ xj

Q. 4
a. Montrer que la formule de quadrature Qn est de degré d’exactitude n au moins si et seulement si

w‹
i “

1

b ´ a

ż b

a

L‹
i pxqdx, @i P v0, nw. (14.5)
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b. En déduire que la formule de quadrature Qn est de degré d’exactitude n au moins si et seulement si

w‹
i “ wi, @i P v0, nw.

où les wi sont donnée par (14.1).

R. 4

a. Démontrons l’équivalence

ñ Soit i P v0, nw. On a L‹
i P RnrXs. Par hypothèse, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n au

moins et donc on a

QnpL‹
i , a, bq

hyp
“

ż b

a

L‹
i pxqdx.

Or comme L‹
i pxjq “ δi,j , @j P v0, nw, on a

QnpL‹
i , a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

w‹
jL

‹
i pxjq “ pb ´ aqw‹

i .

Ce qui donne

w‹
i “

1

b ´ a

ż b

a

L‹
i pxqdx.

ð Par hypothèse, les poids pw‹
i qni“0 étant donnés par (14.5), La formule de quadrature s’écrit

Qnpf, a, bq
hyp
“

n
ÿ

i“0

fpxiq

ż b

a

L‹
i pxqdx.

Soit P P RnrXs. Par unicité du polynôme d’interpolation de Lagrange, on a P “ LnpP q et

ż b

a

Ppxqdx “

ż b

a

LnpP qpxqdx

“

ż b

a

n
ÿ

i“0

L‹
i pxqPpxiqdx

“

n
ÿ

i“0

Ppxiq

ż b

a

L‹
i pxqdx

“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

w‹
iPpxiq “ QnpP, a, bq.

La formule de quadrature est donc exacte pour tout les polynômes de degré n au moins.

b. Il suffit pour celà de démontrer que
1

b ´ a

ż b

a

L‹
i pxqdx “

1

2

ż 1

´1

Liptqdt. (R1)

On utilise le changement de variable

x “ φptq “
a ` b

2
`

b ´ a

2
t

ce qui correspond bien à xi “ φptiq, @i P v0, nw. On a alors

ż b

a

L‹
i pxqdx “

ż φ´1
pbq

φ´1paq

L‹
i ˝φptqφ1ptqdt

“
b ´ a

2

ż 1

´1

L‹
i ˝φptqdt.
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et

L‹
i ˝φptq “

n
ź

j“0
j‰i

φptq ´ xj

xi ´ xj

“

n
ź

j“0
j‰i

φptq ´ φptjq

φptiq ´ φptjq

“

n
ź

j“0
j‰i

`

a`b
2 ` b´a

2 t
˘

´
`

a`b
2 ` b´a

2 tj
˘

`

a`b
2 ` b´a

2 ti
˘

´
`

a`b
2 ` b´a

2 tj
˘

“

n
ź

j“0
j‰i

t ´ tj
ti ´ tj

“ Liptq.

ce qui donne (R1).

On suppose que w‹
i “ wi, @i P v0, nw.

Q. 5
Montrer que Qn est l’unique formule de quadrature élémentaire à pn ` 1q points distincts dans ra, bs ayant pour degré
d’exactitude p2n ` 1q précisement.

R. 5

Soit P P R2n`1rXs. Avec le changement de variable x “ φptq “
a ` b

2
`

b ´ a

2
t, on obtient

ż b

a

Ppxqdx “

ż φ´1
pbq

φ´1paq

P ˝φptqφ1ptqdt

“
b ´ a

2

ż 1

´1

P ˝φptqdt. (R2)

et

QnpP, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

w‹
iPpxiq

“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiPpφptqiq

“
b ´ a

2
SnpP ˝φq (R3)

Comme φ P R1rXs, on a P ˝φ P R2n`1rXs.a La formule de quadrature Sn étant de degré d’exactitue 2n ` 1, on a alors

SnpP ˝φq “

ż 1

´1

P ˝φptqdt.

On en déduit en utilisant (R2)
ż b

a

Ppxqdx “
b ´ a

2
SnpP ˝φq

puis en utilisant (R3)
ż b

a

Ppxqdx “ QnpP, a, bq.

La formule de quadrature élémentaire Qn est donc de degré d’exactitude 2n ` 1.
Par l’absurde on peut démontrer que Qn n’est pas de degré d’exactitude 2n ` 2 car sinon Sn serait aussi de degré
d’exactitude 2n ` 2.
Par l’absurde on peut démontrer que Qn est unique car sinon Sn ne serait pas unique.

aRappel: Soient P P RprXs et Q P RqrXs, alors P ˝Q P RpqrXs.
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