‘ EXERCICE 3

Soient f une fonction définie sur [a,b] a valeurs réelles, n € IN et (x;)i", des points distincts 2 & 2 dans [a, b]. On souhaite approcher

Sz f(x)dx par Q,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire,

Qu(f,a,b) = (b—a) szfxz (P-1)
oil les (w;)!"_, sont des réels & déterminer.

Q.1

Démontrer que (P-1)) est de degré d’exactitude k (au moins) si et seulement si

n br—i—l_ar—i—l
b_ 1 r:—a ) . -
( a)Zw:UZ — vr e [0, k] (P-2)

®. 1)
° Si la formule (P-1)) est de degré d’exactitude k, elle est donc exacte pour tout polynoéme de Ry[X] et plus particuliérement
pour tous les monoémes 1, X, X2,..., X*. Soit r € [0, k]. En prenant f(z) = 2", la formule (P-I)) étant exacte par hypothése, on

obtient
br—i—l . ar+1

— — r e r =
Qn(x— 2" a,b) aZwZ L dx 1

o On suppose que 'on a (P-2)). Soit P € Ri[X]. On va montrer que la formule de quadrature (P-1)) est alors exacte.



Le polynome P peut s’écrire comme combinaison linéaire des monomes de {1, X, X2, ..., X*}, base de R;[X].
On propose ici deux démonstrations.

— 1lére démonstration: On a donc .
= Z ozjxj, Ve e R.

En prenant f = P, la formule de quadrature (P-1]) donne

n k
Qn(P,a,b) =(b—a sz x;) = (b—a) Ewixajxg
1=0 7=0
De plus, par linéarité de 'intégrale, on a
b k pl g+l
P(x)dx = ; Tdy =
f (x)dx Z f rldx = 2 oj——— )

et en utilisant (P-2)) on obtient

Ce qui donne

Jb P(z)dx = Qu(P,a,b).

a

La formule de quadrature est donc de degré d’exactitude k.



— 2éme démonstration:
On a donc

k
P=> a;X
j=0

et par linéarité de l'application f +—— Q,(f,a,b) (voir Proposition |5.1.2)) on obtient

k
Qn(P,a,b) = Qu( )] ;X7 a,b)

=0
k
= Z W(X7 a,b).

Par hypothése, on a (P-2)) et, comme par définition X7 est le polynome @ — 27, on obtient
, . b pitl _ g+l
Vje[0,k], Qn(X7 a,b) = | X (z)dx = f dr = ————

a a J+1

De plus, par linéarité de 'intégrale, on a

b b]+1_a]+1
P(z)dz = idy =
f (x)dx Z&fx T = Za] )
et donc

b k
J P(x)de = Y 0;Qn(X7,a,b) = Qu(P,a,b).



Q. 2

Les points ()1, €tant fixés, montrer qu’il existe alors une unique formule de quadrature élémentaire (P-1) a (n + 1) points de degré
d’exactitude n au moins.

®. 2)

En fixant les points (iUi)ie[[o,n}] deux & deux distincts, pour obtenir explicitement la formule de quadrature de type (P-1)) il faut déterminer
les n + 1 poids (w;)je[on]- Or, de (P-2), en prenant & = n, on obtient exactement n + 1 équations linéaires en les (w;) s’'écrivant
matriciellement sous la forme :

11 - 1\ [w b—a
b2_a2
(b—a)| " " | = 2
n n . n bn/-i—l_an-i—l
Ty Ty T W, T

La matrice intervenant dans le systéme précédent s’appelle la matrice de Vandermonde et elle est inversible (car les (x;) sont
deux a deux distincts, voir Exercice ?7). Ceci ¢tabli donc l'existence et I'unicité de poids (wj)iefo ] tels que la formule de quadrature

élémentaire (P-1)) soit d’ordre (au moins) n.
[T est aussi possible de démontrer I'unicité classiquement. Supposons qu'il existe (w;)ie[o,n] €t (1Wi)ie[o,n] tels que pour tout P e Ry, [X],

JbP( dx = (b—a) sz (x;) b—azn]

a

on ait

On a alors VP € R, [ X],

n

> (wi — ;) P(x;) = 0. (R3.1)
1=0
On rappelle que les fonctions de base de Lagrange associées aux (n + 1) points (z;);e[o,,) notées Lj, sont dans Ry[X] et vérifient

Li(a:j) = (Si,j, \V/j € [[O,n]]



Soit j € [0,n]. En choisissant P = L; dans (R3.1]), on obtient
n
0= (wi — i) Lj(w;) = (wj — i)
i=0

ce qui prouve l'unicité.
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