
Exercice 8

Soient a, b deux réels, a ă b et Fpra; bs;Rq l’espace des fonctions définie de ra; bs à valeurs dans R. Soient f P Fpra; bs;Rq et n P N.

On souhaite approcher
şb
a fpxqdx par Qnpf, a, bq, une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qnpf, a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wifpxiq (P-1)

où les pxiq
n
i“0 sont des points distincts 2 à 2 dans ra, bs et les pwiq

n
i“0 sont des réels.

On suppose que (P-1) a pour degré d’exactitude n au moins.
Q. 1

Démontrer que l’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq définie de Fpra; bs;Rq à valeurs dans R est linéaire.

R. 1

Soient f et g dans Fpra; bs;Rq, et λ et µ deux réels. Alors λf ` µg P Fpra; bs;Rq, et on a

Qnpλf ` µg, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjpλf ` µgqpxjq

“ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wj

`

λfpxjq ` µgpxjq
˘

“ λpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjfpxjq ` µpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjgpxjq

“ λQnpf, a, bq ` µQnpg, a, bq.



L’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq est donc linéaire.

Soient πn le polynôme de degré pn ` 1q défini par

πnpxq “

n
ź

i“0

px ´ xiq

et m P N˚.
rappel division euclidienne: Soient A et B deux polynômes, B étant non nul, alors il existe un unique couple de polynômes pQ,Rq tel
que

A “ BQ ` R et degpRq ă degpBq.

Dans la division euclidienne de A par B, Q est le quotient et R le reste.
Q. 2

a. Soit P P Rn`mrXs. Déterminer les degrés maximaux des polynômes Q (quotient) et R (reste), obtenus par la division euclidienne
de P par πn, et satisfaisant

P “ πnQ ` R.

b. En déduire que

@P P Rn`mrXs,

ż b

a
Ppxqdx ´ QnpP, a, bq “

ż b

a
Qpxqπnpxqdx. (P-2)

où Q est le quotient de la division euclidienne de P par πn,

R. 2

a. On effectue la division euclidienne de P, degpPq ď n ` m, par πn, degpπnq “ n ` 1. On a alors l’existence et l’unicité d’un couple
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pQ,Rq tel que degpRq ă degpπnq “ n ` 1, c’est à dire R P RnrXs, et

P “ πnQ ` R.

‚ Si degpPq ď n ă pn ` 1q “ degpπnq, Q “ 0 et R “ P.

‚ Si degpPq ě pn ` 1q “ degpπnq ą degpRq, on obtient

degpPq “ degpπnQq “ degpπnq ` degpQq

et donc degpQq “ degpPq ´ degpπnq ď n ` m ´ pn ` 1q “ m ´ 1, c’est à dire Q P Rm´1rXs.

En résumé, on a R P RnrXs, et on peut noter que, dans les deux cas, Q P Rm´1rXs.

b. Soit P P Rn`mrXs. On note Q et R, respectivement quotient et reste de la division euclidienne de P par πn. On vient de voir que
R P RnrXs et Q P Rm´1rXs.
Par linéarite de l’intégrale, on a

ż b

a
Ppxqdx “

ż b

a
Qpxqπnpxqdx `

ż b

a
Rpxqdx

et par linéarite de Qn

QnpP, a, bq “ QnpQπn, a, bq ` QnpR, a, bq.

Par hypothèse, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n et comme R P RnrXs on obtient

ż b

a
Rpxqdx “ QnpR, a, bq.
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On en déduit alors que
ż b

a
Ppxqdx ´ QnpP, a, bq “

ż b

a
Qpxqπnpxqdx ´ QnpQπn, a, bq.

Par construction πnpxjq “ 0, @j P v0, nw, ce qui donne

QnpQπn, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjQpxjqπnpxjq “ 0

et donc
ż b

a
Ppxqdx ´ QnpP, a, bq “

ż b

a
Qpxqπnpxqdx.

Q. 3

Démontrer que (P-1) a pour degré d’exactitude pn ` mq au moins si et seulement si

@H P Rm´1rXs,

ż b

a
πnpxqHpxqdx “ 0. (P-3)

R. 3

ð On suppose que (P-3) est vérifié.
Soit P P Rn`mrXs. On note Q et R, respectivement quotient et reste de la division euclidienne de P par πn. On a vu en Q. 2 que
R P RnrXs et Q P Rm´1rXs.
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Comme Q P Rm´1rXs, on obtient
ż b

a
πnpxqQpxqdx “ 0

ce qui donne en utilisant (P-2):
ż b

a
Ppxqdx ´ QnpP, a, bq “ 0.

Comme P est quelconque dans Rn`mrXs, la formule de quadrature est donc de degré d’exactitude n ` m.

ñ On suppose que la formule de quadrature est de degré d’exactitude pn ` mq.
Pour tout H P Rm´1rXs, le polynôme P “ Hπn P Rn`mrXs. La formule de quadrature est donc exacte pour P:

ż b

a
Ppxqdx ´ QnpP, a, bq “ 0.

Par construction, la division euclienne de P par πn a pour quotient H et pour reste 0. En utilisant (P-2), on obtient alors

ż b

a
Qpxqπnpxqdx “ 0.

Q. 4

En déduire le degré maximal d’exactitude de (P-1).
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R. 4

Si Q “ πn, on obtient
ż b

a
πnpxqQpxqdx “

ż b

a
Q2

pxqdx ą 0.

Comme degpπnq “ n ` 1, on déduit que l’on doit avoir degpQq ď n pour que (P-3) soit vérifiée. On a alors

degpPq “ m ` n “ degpQq ` degpπnq ď n ` pn ` 1q

et donc m ď n ` 1. Le degré maximal d’exactitude est donc 2n ` 1.

Q. 5

Démontrer que (P-1) a pour degré d’exactitude pn ` mq au moins si et seulement si

ż b

a
πnpxqxkdx “ 0, @k P v0,m ´ 1w. (P-4)

R. 5

D’après la Q. 3, il suffit de démontrer que (P-3) est équivalent à (P-4).

ñ On suppose (P-3) vérifiée.
Le résultat est immédiat car, @k P v0,m ´ 1w, x ÞÑ xk P Rm´1rXs.

ð On suppose (P-4) vérifiée.
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Soit H P Rm´1rXs. Il existe pα0, . . . , αm´1q P Rm tel que

@x P R, Hpxq “

m´1
ÿ

k“0

αkx
k.

On utilise la linéarite de l’intégrale pour obtenir

ż b

a
Hpxqπnpxqdx “

ż b

a
πnpxq

m´1
ÿ

k“0

αkx
kdx

“

m´1
ÿ

k“0

αk

ż b

a
πnpxqxkdx

(P-4)
“

m´1
ÿ

k“0

αk ˆ 0 “ 0.
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