EXERCICE 8

Soient a,b deux réels, a < b et F([a;b];R) 'espace des fonctions définie de [a;b] a valeurs dans R. Soient f € F([a;b]; R) et n € IN.
On souhaite approcher Sz f(x)dz par Qn(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qn(f,a,b) = (b—a Z:waa:Z (P-1)

oil les (x;)"_ sont des points distincts 2 a 2 dans |a, b] et les (w;)!"_, sont des réels.
On suppose que (P-1)) a pour degré d’exactitude n au moins.
Q.1

Démontrer que Uapplication f —— Q,(f,a,b) définie de F([a;b]; R) a valeurs dans R est linéaire.

®. 1
Soient f et g dans F([a;b]; R), et A et p deux réels. Alors Af + ug € F([a;b];R), et on a

n

Qu(\f + pg,a,b) = (b—a) Y wi(Af + ug) ()
7=0

3

w;j )\f ;) +,ug(a:j))

=0
n
ngf xj) + (b Zw]g ;)

j=0
= )\Qn(fa b) + ,LLQn(g,CL b)

J




L’application f +—— Q,(f,a,b) est donc linéaire.

Soient 7, le polynome de degré (n + 1) défini par

1=0
et m e IN*.
rappel division euclidienne: Soient A et B deux polynomes, B étant non nul, alors il existe un unique couple de polynomes (Q, R) tel
que

A =BQ+R et deg(R) < deg(B).

Dans la division euclidienne de A par B, Q est le quotient et R le reste.

Q. 2
a. Soit P € Ry1m|X]. Déterminer les degrés mazimauz des polynomes Q (quotient) et R (reste), obtenus par la division euclidienne

de P par m,, et satisfaisant
P=mQ+R.

b. En déduire que
b

b
WP e Ry o[ X1, J P(2)dz — Oy (P, a,b) J Q)70 (2)da. (P-2)

a

ot Q est le quotient de la division euclidienne de P par m,,

®R. 2)
T a. On effectue la division euclidienne de P, deg(P) < n + m, par m,, deg(m,) = n + 1. On a alors Iexistence et I'unicité d’un couple




(Q,R) tel que deg(R) < deg(m,) =n + 1, c'est a dire R € R, [X], et
P=mQ+R.

e Sideg(P)<n < (n+1)=deg(m,), Q=0et R=P.
=

e Sideg(P)>= (n+ 1) = deg(m,) > deg(R), on obtient

deg(P) = deg(m,Q) = deg(m,) + deg(Q)
et donc deg(Q) = deg(P) — deg(m,) <n+m—(n+1) =m—1, c’est a dire Q € R,,,—1[X].
En résumé, on a R € R, [X], et on peut noter que, dans les deux cas, Q € R,,—1[X].

b. Soit P € Ry [ X]. On note Q et R, respectivement quotient et reste de la division euclidienne de P par 7,. On vient de voir que
R e R,[X] et Qe Ry—1[X].

Par linéarite de 'intégrale, on a
b

Jb P(z)dr = Lb Q(z)m,(x)dx + J R(x)dx

a a

et par linéarite de Q,,

Qn(P7 CL, b) = Qn(Qﬂn, CL, b) + QTL(R7 CL, b)

Par hypothése, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n et comme R € R,[X] on obtient

b
f R(z)dx = Qn(R, a,b).

a



On en déduit alors que

b b
J P(x)dx — Q,(P,a,b) = J Q(z)mn(x)dr — Opn(Qmy, a, b).

a

Par construction m,(x;) = 0, Vj € [0,n], ce qui donne
n
Qn(Qmn, a,b) = (b —a) Y wjQ(zj)mn(z;) =0
=0

et donc

JbP(:(:)dx — On(P,a,b) = LbQ(ZC)T(n(ZC)dZC.

a

Q.3

Démontrer que (P-1) a pour degré d’exactitude (n +m) au moins si et seulement si

b
VH e R,,—1[X], f mn(z)H(z)dz = 0. (P-3)

a

On suppose que (P-3)) est vérifié.
Soit P € Ry [X]. On note Q et R, respectivement quotient et reste de la division euclidienne de P par m,. On a vu en Q. [2| que
ReR,[X] et Qe R,—1[X].



Comme Q € R,,—1[X], on obtient
b
f T (2)Q(z)dx =0

a

ce qui donne en utilisant ([P-2)):
b
f P(2)dz — On(P,a,b) — 0.

a

Comme P est quelconque dans Ry, 4,,[X], la formule de quadrature est donc de degré d’exactitude n + m.

On suppose que la formule de quadrature est de degré d’exactitude (n + m).
Pour tout H € R;,—1[X], le polynéme P = Hm,, € Ry, 4, [ X]. La formule de quadrature est donc exacte pour P:

me)d;p (P, a,b) — 0.

a

Par construction, la division euclienne de P par m, a pour quotient H et pour reste 0. En utilisant (P-2)), on obtient alors

Lb Q(z)my(x)dx = 0.

Q. 4

En déduire le degré maximal d’exactitude de ([P-1J).



®. 4

Q.5

Si Q = 7y, on obtient

b b

f T (2)Q(x)dx = J Q?(z)dx > 0.

Comme deg(m,) = n + 1, on déduit que 'on doit avoir deg(Q) < n pour que (P-3)) soit vérifiee. On a alors
deg(P) =m +n = deg(Q) + deg(m,) <n+ (n+1)

et donc m < n + 1. Le degré maximal d’exactitude est donc 2n + 1.

Démontrer que (P-1)) a pour degré d’exactitude (n + m) au moins si et seulement si

®. 5)

b
J mn(z)zFde = 0, Yk € [0,m —1].

a
D’apres la Q. [3] il suffit de démontrer que (P-3)) est équivalent & (P-4)).

On suppose (P-3|) vérifiée.

Le résultat est immeédiat car, Yk € [0,m — 1], 2 — 2* € R, _1[X].

On suppose (P-4]) vérifiée.

(P-4)



Soit H € Ry,—1[X]. Il existe (o, ..., am—1) € R™ tel que

On utilise la linéarite de I'intégrale pour obtenir

Jb H(z)m,(x)dz =

a




