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Exercice 10

Q. 1

Déterminer les points t0, t1 de l’intervalle r´1, 1s et les poids w0, w1 tel que la formule de quadrature

ż 1

´1
gptqdt « 2

1
ÿ

i“0

wigptiq

soit de degré d’exactitude 3.

R. 1

D’après la Proposition 6.3 de [1], si t0 et t1 sont distincts et dans l’intervalle r´1, 1s alors avec

w0 “
1

2

ż 1

´1

t ´ t1
t0 ´ t1

dt et w1 “
1

2

ż 1

´1

t ´ t0
t1 ´ t0

dt

la formule de quadrature est de degré d’exactitude 1.
Pour déterminer les points t0 et t1, on utilise la Proposition 6.7 (degré maximal d’exactitude) de [1] avec m “ n` 1 “ 2: la formule de
quadrature est de degré 2n ` 1 “ 3 ssi

ż 1

´1
π1ptqQptqdt “ 0, @Q P R1rXs
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avec π1ptq “ pt ´ t0qpt ´ t1q. Par linéarité ceci est équivalent à
ż 1

´1
π1ptqtkdt “ 0, @k P v0, 1w

c’est à dire
ż 1

´1
π1ptqdt “ 0 et

ż 1

´1
π1ptqtdt “ 0.

Or on a
ż 1

´1
π1ptqdt “

ż 1

´1
t2 ´ pt0 ` t1qt ` t0t1dt “

2

3
` 2t0t1

et
ż 1

´1
π1ptqtdt “

ż 1

´1
t3 ´ pt0 ` t1qt2 ` t0t1tdt “ ´

2

3
pt0 ` t1q.

On est amené à résoudre le système non linéaire

t0t1 “ ´
1

3
et ´

2

3
pt0 ` t1q “ 0

ce qui donne t0 “ ´
a

p3q{3 et t1 “
a

p3q{3.
Il reste à calculer w0 et w1. On a

w0 “
1

2

ż 1

´1

t ´
a

p3q{3

´2
a

p3q{3
dt “

1

2

ż 1

´1

´
a

p3q{3

´2
a

p3q{3
dt “ 1{2

et

w1 “
1

2

ż 1

´1

t `
a

p3q{3

2
a

p3q{3
dt “

1

2

ż 1

´1

a

p3q{3

2
a

p3q{3
dt “ 1{2.

2



La formule de quadrature
ż 1

´1
gptqdt « gp´

?
3

3
q ` gp

?
3

3
q

est donc d’ordre 3.

Q. 2

En déduire une formule de quadrature pour le calcul de
şb
a fpxqdx qui soit de degré d’exactitude 3.

R. 2

On effectue le changement de variable x “ φptq “ a`b
2 ` b´a

2 t, en appliquant la Proposition 6.2 (changement de variable affine) de [1],
pour obtenir que

pb ´ aq

ˆ

1

2
fpx0q `

1

2
fpx1q

˙

est une formule de quadrature approchant
şb
a fpxqdx avec un degré d’exactitude de 3 où x0 “ φpt0q et x1 “ φpt1q.
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