
Théorème. Soient f P C2n`2pra, bs;Rq et Qnpf, a, bq la formule de quadrature de Gauss-Legendre définie dans la Proposition ??.
Alors on a

|

ż b

a
fpxqdx ´ Qnpf, a, bq| ď

›

›

›
f p2n`2q

›

›

›

8

p2n ` 2q!

ż b

a
πnpxq

2dx (P-1)

où πnpxq “
śn

i“0px ´ xiq, les xi étant les points de la formule de quadrature.

Proof. On va utiliser Hn, le polynôme d’interpolation de Lagrange-Hermite aux pn ` 1q points de la quadrature. D’après le Théorème ??
(chapitre Interpolation), c’est l’unique polynôme de degré au plus 2n ` 1 vérifiant

Hnpxiq “ fpxiq et H1
npxiq “ f 1

pxiq, @i P v0, nw.

La fonction f étant dans C2n`2pra, bs;Rq, on peut appliquer le Théorème ?? (chapitre Interpolation) et pour tout x P ra, bs, Dξx Psa, br tel
que

fpxq ´ Hnpxq “
f p2n`2qpξxq

p2n ` 2q!

n
ź

i“0

px ´ xiq
2.

Ensuite on intégre cette relation:
ż b

a
pfpxq ´ Hnpxqqdx “

ż b

a

f p2n`2qpξxq

p2n ` 2q!

n
ź

i“0

px ´ xiq
2dx.



Le polynôme Hn étant de degré 2n ` 1, la formule de quadrature est donc exacte et on a:
ż b

a
Hnpxqdx “ QnpHn, a, bq

“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiHnpxiq

“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wifpxiq

“ Qnpf, a, bq.

On a donc
ż b

a
fpxqdx ´ Qnpf, a, bq “

ż b

a

f p2n`2qpξxq

p2n ` 2q!
pπnpxqq

2dx.

Ce qui donne

|

ż b

a
fpxqdx ´ Qnpf, a, bq| ď

›

›

›
f p2n`2q

›

›

›

8

p2n ` 2q!

ż b

a
πnpxq

2dx.
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