Théoréme. Soient f € C2"*2([a,b]; R) et Qn(f, a,b) la formule de quadrature de Gauss-Legendre définie dans la Proposition 77?.

Alors on a
b o
| f @)z = Quf.0.b)] < Ty f r(3)2d3 (P-1)

ot mp(z) = [ [7_o(@ — xi), les x; étant les points de la formule de quadrature.

Proof. On va utiliser H,,, le polynome d’interpolation de Lagrange-Hermite aux (n + 1) points de la quadrature. D’aprés le Théoréeme 77
(chapitre Interpolation), c’est 'unique polyndéme de degré au plus 2n + 1 vérifiant

Ho(z:) = f(x;) et HL (x;) = f'(x;), Vie[0,n].

La fonction f étant dans C>"*2([a, b]; R), on peut appliquer le Théoréme ?? (chapitre Interpolation) et pour tout x € [a, b], 3¢, €]a, b] tel

que
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f(x) = Ha(r) =

Ensuite on intégre cette relation:
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Le polynome H,, étant de degré 2n + 1, la formule de quadrature est donc exacte et on a:

b
f ,Hn(x)d$ = Qn(,Hn?a’ b)

- Qn(f, a, b)

On a donc
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« (2n+2)! (mn(x)) d.

Jb F(x)dz — On(f, a,b) =
Ce qui donne
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