EXERCICE 4

Soient (a,b) € R?, a < b, n e N*, f € C""([a;b]; R) et (n + 1) couples de R?, (2is Yi)ie[o.n]» tels que les x; € [a;b]
sont distincts deux a deux et y; = f(x;).

On note par P,, le polynéme d’interpolation de Lagrange associé aux points (z;, ?Ji)z‘e[[o,nﬂ et m, le polynome de degré
(n + 1) défini par

ma(x) £ | [ (@ — x).

1=0

Q.1

Soit x € [a;b] tel que, pour tout i € [0,n], x # x;. On note
Tpin = min(z, xg, ..., Ty), Tmax = max(z,xg,...,Ty),

et

a. Démontrer que F' est définie sur [a;b]| et admet (n + 2) racines distinctes.
b. Montrer qu’il existe & €|Tmin; Tmax| tel que F(”“)(é};) = 0.

c. En déduire que

o) = Pulo) = T (G, (P1)

a. Comme pour tout i € [0,n], © # z;, on a m,(x) # 0. De plus les fonctions f, P, et m, étant définies sur [a;b],
on en déduit que F' est définie sur [a; b].
Pour tout i € [0,n], on a m,(x;) = 0 et f(z;) — Pp(z;) =0, ce qui donne F(x;) = 0. Comme F(z) =0, on en
déduit que F' admet (n + 2) racines distinctes: {z,xo, ..., xn}.




b. Les fonctions P,, et 7, sont polynomiales: elles sont donc dans C*(R;R). Comme f € C""!([a;b];R), on en
deduit F e C"1([a;b]; R). Or F admettant (n + 2) racines distinctes dans |Zmin; Zmax[, on peut alors utiliser
le Lemme ??7 de [?] pour obtenir

3¢s €)Tmin; Tmaxl; F+D) (&x) = 0.

c. On a

_ D) ey i) ey pltl) ey (@) = Prlx) i
Comme P, € R,[X], on a P,({Hl) = 0. De plus 7, € R, 41[X], et comme 7,(z) = 2" + Q(x) avec Q € R,[X]
(n+1)

(i.e. son monone de puissance n + 1 a pour coefficient 1) on obtient 7, /(z) = (n + 1)! On en déduit
f(z) = Pp(z)

f<n+1)(£x) - 7Tn(17)

(n+1)!

ce qui donne ([P-1J).

Q. 2
Montrer que, Vx € [a;b], il existe & appartenant au plus petit intervalle ouvert contenant x,xq, ..., T, vérifiant

(P-1).

®.2)
e Si, Vi€ [0,n], x # z; alors (P-1]) a été démontré dans la question précédente.

e Si, Ji € [0,n], x = x;, alors I'équation ([P-1]) est immédiate (avec &, quelconque) car

f(z;) —Pp(z;) =0 et my(z;) = 0.




