
Exercice 4

Soient pa, bq P R2, a ă b, n P N˚, f P Cn`1pra; bs;Rq et pn ` 1q couples de R2, pxi, yiqiPv0,nw, tels que les xi P ra; bs
sont distincts deux à deux et yi “ fpxiq.

On note par Pn le polynôme d’interpolation de Lagrange associé aux points pxi, yiqiPv0,nw et πn le polynôme de degré
pn ` 1q défini par

πnpxq
def
“

n
ź

i“0

px ´ xiq.

Q. 1

Soit x P ra; bs tel que, pour tout i P v0, nw, x ‰ xi. On note

xmin “ minpx, x0, . . . , xnq, xmax “ maxpx, x0, . . . , xnq,

et
F ptq “ fptq ´ Pnptq ´

fpxq ´ Pnpxq

πnpxq
πnptq.

a. Démontrer que F est définie sur ra; bs et admet pn ` 2q racines distinctes.

b. Montrer qu’il existe ξx Psxmin;xmaxr tel que F pn`1qpξxq “ 0.

c. En déduire que

fpxq ´ Pnpxq “
πnpxq

pn ` 1q!
f pn`1q

pξxq. (P-1)

R. 1

a. Comme pour tout i P v0, nw, x ‰ xi, on a πnpxq ‰ 0. De plus les fonctions f, Pn et πn étant définies sur ra; bs,
on en déduit que F est définie sur ra; bs.
Pour tout i P v0, nw, on a πnpxiq “ 0 et fpxiq ´ Pnpxiq “ 0, ce qui donne F pxiq “ 0. Comme F pxq “ 0, on en
déduit que F admet pn ` 2q racines distinctes: tx, x0, . . . , xnu.



b. Les fonctions Pn et πn sont polynomiales: elles sont donc dans C8pR;Rq. Comme f P Cn`1pra; bs;Rq, on en
déduit F P Cn`1pra; bs;Rq. Or F admettant pn ` 2q racines distinctes dans sxmin;xmaxr, on peut alors utiliser
le Lemme ?? de [?] pour obtenir

Dξx Psxmin;xmaxr; F pn`1q
pξxq “ 0.

c. On a
0 “ F pn`1q

pξxq “ f pn`1q
pξxq ´ P

pn`1q
n pξxq ´

fpxq ´ Pnpxq

πnpxq
π

pn`1q
n pξxq.

Comme Pn P RnrXs, on a P
pn`1q
n “ 0. De plus πn P Rn`1rXs, et comme πnpxq “ xn`1 `Qpxq avec Q P RnrXs

(i.e. son monône de puissance n ` 1 à pour coefficient 1) on obtient πpn`1q
n pxq “ pn ` 1q! On en déduit

f pn`1q
pξxq “

fpxq ´ Pnpxq

πnpxq
pn ` 1q!

ce qui donne (P-1).

Q. 2

Montrer que, @x P ra; bs, il existe ξx appartenant au plus petit intervalle ouvert contenant x, x0, . . . , xn vérifiant
(P-1).

R. 2

• Si, @i P v0, nw, x ‰ xi alors (P-1) a été démontré dans la question précédente.

• Si, Di P v0, nw, x “ xi, alors l’équation (P-1) est immédiate (avec ξx quelconque) car

fpxiq ´ Pnpxiq “ 0 et πnpxiq “ 0.
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