EXERCICE 7

Soient (a,b) € R? a < b, ne N*, f e C*"*%([a,b]; R). et (z;)",, (n + 1) points distincts de [a;b]. On note
Vie[0,n], yi = f(x;) et 2z = f'(x;).

On définit, par H,,, le polynome d’interpolation de Lagrange-Hermite associé aux triplets (z;, f(x;), f’ (2i))ieo,n] €t par
7y, le polynome défini par

ma(t) Z | [(t = 20).

1=0

Q.1

Soit x € [a;b] tel que, pour tout i € [0,n], x # x;. On note

Tpin = min(z, xg, ..., Tp), Tmax = max(z,xg,...,Ty),
et 2
Ft) = 1(0) - Halt) - 1= FelS

def 2
avec kp = T;.

a. Démontrer que F est définie sur [a;b] et que F € C*"*2([a,b]; R).

b. Montrer que F' admet 2(n + 1) zéros distincts.

@)

. Montrer qu’il existe & €|Tmin; Tmax| tel que F(2n+2)(§x) = 0.

d. En déduire que

@) = Halo) = s FEUD(E), (P1)



&1

a. Comme pour tout i € [0, n], x # x;, on a ky(x) # 0. De plus les fonctions f, H,, et k, étant définies sur [a; b],

on en déduit que F' est définie sur [a; b].
Les fonctions H,, et x, sont polynomiales: elles sont donc dans C*°(R; R). Comme f € C>"*2([a;b];R), on en
deéduit F e C?""2([a;b]; R).

. On peut noter que

FI(t) = £() — #i () — LD = HolD) 0

k()

avec k) (t) = 27 (t)m,(t). Comme pour tout i € [0,n], f'(x;) — H, (x;) = 0 et m,(z;) = 0, on en déduit que

Vi e [[O,n]], F/(il)Z)

De plus, on a
Vie [0,n], F(z;) et F(x)=0.

On note (sj‘)?iol les éléments de {x, xg, ..., x,} ordonnés dans 'ordre croissant. On a donc
sp <81 <...<s8pp1 et Vje[0,n+ 1], F(s;j)=0.

Soit k € [0,n]. Sur l'intervalle [sg, spi1], S < Ski1, on a F(xg) = F(zr11) (= 0) et le théoréme de Rolle
s’applique:
3k €lspy seal, FU(&) =0.

La fonction () admet au moins (n + 1) zéros distincts, les (fk);{fj, avec

S0 = Tmin < &0 <51 <&1... < Sy <& < Spt+l = Tmax-

On a donc démontré que FU) admet pour zéros les (&k)i_g, et les (z;)i . Or, par construction, I'ensemble de
ces points sont distincts 2 a 2, c’est a dire que F®U) admet au moins (2n + 2) zéros distincts.

. On peut alors appliquer le Lemme ?? de [?] & F(U) car p1) e €2+ ([a;b]; R) et a (2n + 2) zéros distincts et

donc
3Es €]Tmin, Tmax|[, tel que Fnt?) (&) = 0.
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d. On a
0 = F(Qn—i—l)(gx) _ f<2n+1)(€:n) o Hn(2n+2)<§x> - f(IC) - Hn(l') /fn(2n+2)(€m)-
fin ()
Comme H,, € Rop4+1[X], on a H,2"*2) = 0. De plus k, € Ro,i2[X], et comme ry,(x) = 22772 4+ Q(x) avec
Q € Ry,+1[X] (i.e. son monéne de puissance 2n + 2 a pour coefficient 1) on obtient r,*"*2)(t) = (2n+2)! On
en déduit ) — M)
ce qui donne ([P-1)).
e Montrer que, Vx € [a;b], il existe & appartenant au plus petit intervalle ouvert contenant x,xq, ..., Ty, vErifiant
(P-1)).
®.2)
e Si, Vi€ [0,n], x # z; alors (P-1]) a été démontré dans la question précédente.

Si, 31 € [0,n], © = z;, alors 'équation (P-1)) est immédiate (avec &, quelconque) car

f(x;) — Hp(z;) =0 et ry(z;) =0.
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