EXERCICE 3

Soient I un intervalle non vide de R, n € N* et f : I — R. On suppose qu’il existe (z;)}' , dans I, avec
ro < x1 < ...<xy tel que

Vie [0,n], f(z;)=0.

Q.1
Soit f € CO(I; R), avec [ dérivable sur I. On suppose qu’il existe (x;)"_, dans I, avec xo < o1 < ... < Ty, lel que

Vie [[Oan]]a f(xz) = 0.
Montrer qu’il existe (&)1 dans I, avec xp < & < x1 <& < X2 < ... <&, < Ty, tel que
vie[L,n], f&) =o0.

& 1
On rappelle le théoréeme de Rolle:

Théoréme (Rolle). Soient a, b deuz réels, a < b, et, f : [a,b] — R. On suppose que
e [ est continue sur [a,b],
e f est dérivable sur |a,b|,
e fla) = f(b).

Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

Soit k € [1,n]. Sur I'intervalle [zp_1, x|, p_1 < 2, on a f(xr_1) = f(xx) (= 0) et le théoréeme de Rolle s’applique:

3¢ elar_y,anl, fY(E) =0.




Q.2

®.2)

La fonction f (1) admet donc au moins n zéros distincts, les (&)} _;, avec

xo <& <11 <& < ... .<Tp1 <& <.

Démontrer par récurrence sur n € IN* la proposition suivante

(Pn)

Soit f € C"Y(I;R), fY dérivable sur I. Si f admet au moins (n+1) zeros distincts dans I, notés
20 < ... <y, alors f admet au moins un zéro dans |xo, x|

e Initialisation. Montrons que (Pj) est vérifiée.
Soit f € CO(I;R) et f dérivable sur I. Si f admet au moins 2 zeros distincts dans I, notés xg et 1, avec
xo < x1, alors on a f(xg) = f(x1) (= 0) et le théoréme de Rolle s’applique:

3¢ ez, a1, () =0.

e Hérédité. Soit n > 2. On suppose que (P,,—1) est vraie. Montrons que (Py,) est vérifice.
Soit f e C" Y(I;:R), =1 derivable sur 1. On suppose que f admet au moins (n + 1) zeros distincts dans 1,
notés (x;); o avec xg < ... < . On a donc

Vie[0,n], f(z;)=0
Soit k € [1,n]. Comme on vérifie les hypothese de Q. [1], on en déduit
Vk e [[17”]]7 Elgk E]xk—hxk‘[» tel que f(l)(gk) = 0.

La fonction f(l) admet donc au moins n zéros distincts, les (&,)_;, avec z9 < §1 < ... < &, < x,,. En posant
g = f(l), on a, par hypothése sur f, g € C" 2(I;R) et g("=2) dérivable sur 1. La fonction g admettant n zéros



distincts dans I, les (&,)}_;, avec &1 < ... < &,, on peut appliquer I'hypothése de récurrence (P,—1) a g pour
obtenir

3¢ elén &l 9 Vg =0,
On abouti alors a f(”) (&) = 0 avec £ €]&1, &nl<]xo, Tl
Ce qui prouve (P,).

e Conclusion. On a démontré par récurrence que (Py,) est vérifice pour tout n € IN*,
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