Exercices associés au cours d’Analyse Numérique I
Chapitre 6: Intégration numériq’u,eﬂ
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1 Exercices du cours

EXERCICE 1

Soient f une fonction définie sur [a,b] & valeurs réelles et n € IN. On souhaite approcher SZ f(z)dx par Q,(f,a,b) une
formule de quadrature élémentaire
Qn(f7aab) = (bia)zwlf(im) (11>
i=0

ou les (z;)—, sont des points distincts 2 & 2 dans [a, b] et les (w;)}, sont des réels.

Q.1
Démontrer que Uapplication f —— Q,(f,a,b) définie de C°([a,b];R), muni de la norme infini, a valeurs dans R est

linéaire et continue.

® 1)

On commence par démontrer la linéarité. Soient f et g dans € C°([a,b];R), et A\ et u deux réels. Alors A\f + pg €
C%([a,b];R), et on a
Qn(Af + ng,a,b) = (b—a) ij (Af + pg)(xj)
7=0

(b—a) ij M (z;) + pg(z;)))
=0

n
A —a) ijf zj) + pb—a) ijg xj)
7=0 7=0
_)‘Qﬂ(fa )+MQn(g7a7b)'
L’application f +—— Q,(f,a,b) est donc linéaire. Pour démontrer qu’elle est continue, il suffit alors de démontrer que

3C >0, tel que [Qn(f,a,b)| < C[fl,,, Vf e C'([a,b];R).
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Or, on a, pour tout f € C%([a,b]; R),
1Qu(f.a,0)] = |(b—a) Y w; f(z)
§=0

<®-a) . fwsllf(z)

j=0

<C|fl,, avec C=(b—a) Z |w;| indépendant de f.
j=0

2
Soit k € N. Montrer que Q,(f,a,b) est de degré d’exactitude k si et seulement si

b
Vre[0,k], Qn(z— z",a,b) = f " dx. (1.2)

a

= Soit 7 € [0, k], Comme z +— 2" est dans C°([a, b]; R), et que la formule de quadrature est exacte pour tout polynéme
de degré inférieur ou égal a k, on en déduit

b
On(x— 2", a,b) = J a"dx, Vre[0,k].

a

< Soit P € Ri[X]. On peut le décomposer dans la base des monomes: il existe (a;)¥_, réels tels que

k
P(x) = Z a;x’.
i=0
Par linéarité de Papplication f — Q,(f,a,b), on a

k
Qu(z > P(),a,b) = >, a;Qn(x > 2*,a,b).

=0

Par hypothése, on a
b

Qn(r— 2" a,b) = f a"dx, Vrel0,k]

et donc
k b
Qn(x— P(x),a,b) = Z aq;J x'd.
i=0 Ja

Par linéarité de l'intégrale, on obtient

Qn(x — P(x),a,b) = Jb i a;xidr = fb P(x)d.

a ;=0 a

On en déduit donc que Q,(f,a,b) est de degré d’exactitude k.

EXERCICE 2

Soient f une fonction définie sur [a,b] & valeurs réelles et n € IN. On souhaite approcher SZ f(z)dz par Q,(f,a,b) une
formule de quadrature élémentaire

Qn(f7 a, b) = (b - (1) Z wlf(zl) (21)
i=0

ou les (z;)!, sont des points distincts 2 a 2 dans [a, b] et les (w;)P_, sont des réels.
On note z = p(t) = a + Bt, B € R*, le changement de variable affine, t; = ¢! (2;), Vi € [0,n], et

Qulg 9™ (@) 97 (1) = (071 (0) — 7M@) X, wiglts). (2.2)
=0



Q.1

Expliciter ¢~ 1.

Ona ¢~ l(z) = 532
Soit k e IN.
Q. 2

Montrer que si Q,(f,a,b) est de degré d’exactitude k alors Qn(g, o~ 1(a), o (b)) est de degré d’exactitude k.

@2

Q.

Soit Q € Rg[X]. On a
' (b) p 1 P v
j Q) t=BLQw (2)dz.

o1 (a)

1 1

Or ¢+ est un polynome de degré 1 et Q o ¢~ " est la composé de deux polynomes: c’est donc un polynome de degré
le produit des degrés des deux polynomes, i.e. Qo ¢! e Ri[X]. Comme Q,(f,a,b) est de degré d’exactitude k, on en
déduit que

b n n
j Qo H(z)de = Qu(Qop ! ab) = (b—a) Y wiQo e () = (b—a) ), wQ(t:).
a i=0 1=0
On a alors .
@ b—a <
Q(t)dt = iQ(t;
L-w (i =75 3w
or

On en conclu donc que Q,(g, 0 *(a), p~1(b)) est de degré d’exactitude k.

3
Montrer que si Q,(g, 0 *(a),p=1(b)) est de degré d’exactitude k alors Q,(f,a,b) est de degré d’exactitude k.

®3)

Soit P € Rg[X]. On a
b e (b)
J P(x)dx = ﬂf P o o(t)dt.
o=1(a)

a

Or ¢ est un polynome de degré 1 et P o ¢! est la composé de deux polynémes: c’est donc un polynéme de degré le

produit des degrés des deux polynomes, i.e. Po ¢ € Ri[X]. Comme Q,(g,¢ '(a), o (b)) est de degré d’exactitude F,
on en déduit que

0 1 (b)
f Pop(t)dt = On(P o, (a), o} (1))
v~ 1(a)

= (71 b) — ¢ (@) D wiP o o(t;)
i=0
= (p7'0) = ¢ (@) D) wiP ().
i=0
On a alors

a

b n
| Pz =5 (6710 - (@) Y, wiPla)
i=0

et comme ¢~ 1(b) — ¢~ !(a) = Z’_T“, on en déduit que Q,,(f,a,b) est de degré d’exactitude k.

EXERCICE 3

Soient f une fonction définie sur [a, b] & valeurs réelles, n € IN et (z;)!_, des points distincts 2 & 2 dans [a, b]. On souhaite
approcher SZ f(x)dx par Q,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire,

Qn(fra,b) = (b—a) Y wif(x) (3.1)
i=0



ou les (w;)!_, sont des réels & déterminer.

Q.1
Démontrer que (3.1) est de degré d’exactitude k (au moins) si et seulement si
n br+1 _ ar+1
(b—a);wixgz — > vrelok]. (3.2)
R. 1

. Si la formule (3.1)) est de degré d’exactitude k, elle est donc exacte pour tout polynome de Ri[X] et plus
particuliérement pour tous les monémes 1, X, X2,..., X*. Soit 7 € [0,k]. En prenant f(z) = 2", la formule (3.1)
étant exacte par hypotheése, on obtient

br+1 _ ar+1

n b
n = Tv 7b = (b— ’L_T@ "dx =
Qn(x—z" a,b) = ( a);wxl Lx x 1

° On suppose que 'on a . Soit P € Rg[X]. On va montrer que la formule de quadrature est alors
exacte.
Le polynéme P peut s’écrire comme combinaison linéaire des monémes de {1, X, X2,..., X*}, base de Ry[X].
On propose ici deux démonstrations.

— lére démonstration: On a donc

k
P(z) = Z a;z!, Yz e R.
j=0
En prenant f = P, la formule de quadrature (3.1) donne
n n k ]
On(P,a,b) = (b—a) Z w;P(z;) = (b—a) Z w; Z a;x]
i=0 i

De plus, par linéarité de l'intégrale, on a

et en utilisant (3.2)) on obtient

Ce qui donne
b
J P(z)dz = Q, (P, a,b).

La formule de quadrature est donc de degré d’exactitude k.

— 2éme démonstration:

On a donc .
P =3 a;X/
§=0
et par linéarité de lapplication f — Q,(f,a,b) (voir Proposition de [3] ou Proposition de [1]) on
obtient

k
Qn(Paa7b) = QTL(Z anjaavb)

J=0

k
= Z oszn(Xj,aJ)).
j=0
Par hypothése, on a (3.2) et, comme par définition X7 est le polynéme z > 7, on obtient

) dr =

b pitl _ gi+l
L j+1

b
0j € [0.K], Qu(X,a.8) | X7(a)do ~




De plus, par linéarité de I'intégrale, on a

pitl — i+l

b b
LP(x)da:=jZE)ajf ac]da?—Zaj ]

et donc

b k
J P(z)de = ) 0;Qn(X7,a,b) = Qu(P, a,b).

a j=0

Les points (x;)1, €tant fizés, montrer qu’il existe alors une unique formule de quadrature élémentaire (3.1) ¢ (n + 1)
points de degré d’exactitude n au moins.

R. 2

En fixant les points (2;)e[o,n] deux & deux distincts, pour obtenir explicitement la formule de quadrature de type (3.1)) il
faut déterminer les n + 1 poids (w;)iefo,n]- Or, de (3.2)), en prenant k = n, on obtient exactement n + 1 équations linéaires
en les (w;) s’écrivant matriciellement sous la forme :

1 1 1 wo b—a
b2 —a?
Ty T1 T w1 2
b—a)| . . ) =
n n n bn+17 n+41
Ty xy T, Wy, )

La matrice intervenant dans le systéme précédent s’appelle la matrice de Vandermonde et elle est inversible (car les
(x;) sont deux & deux distincts, voir Exercice Ceci établi donc I'existence et 1'unicité de poids (w;)eo,n] tels que la
formule de quadrature élémentaire soit d’ordre (au moins) n

Il est aussi possible de démontrer I'unicité classiquement. Supposons qu'il existe (w;)iefo,n] €t (Wi)ie[o,n] tels que pour

tout P € R,,[X], on ait
b n n
J P(z)dx = (b—a) 2 w;P(z;) = (b—a) Z Z;).
i=0 i=0

a

On a alors VP € R, [X],
Z i — ;)P (x;) = 0. (R3.1)

On rappelle que les fonctions de base de Lagrange associées aux (n + 1) points (;);c[0,,] notées L;, sont dans R,[X] et
vérifient

Li(IC]) = 51‘1]', V] € [[O,n]
Soit j € [0,n]. En choisissant P = L; dans (R3.1)), on obtient
0= > (wi — ;) Ly(w;) = (w; — ;)
i=0

ce qui prouve 'unicité.

EXERCICE 4

Soient (x;)"_, (n + 1) points donnés et distincts 2 & 2 d’un intervalle [a,b] (a < b). Ecrire une fonction algorithmique
WeightsFromPoints permettant de déterminer les poids (w;)"_, de telle sorte que la formule de quadrature élémentaire associée
soit de degré d’exactitude n au moins en s’inspirant de résultats obtenus dans la démonstration de la Proposition [5.1.4] “ [/
[3]. On pourra utiliser la fonction algorithmique < Solve(A,b) permettant de résoudre le systéme linéaire Az = b.

Correction Nous avons vu, dans la Proposition [5.1.4 “ [1/6.4 . [3], que pour avoir une formule de quadrature élémentaire de
degré d’exactitude n, il est nécessaire et suffisant que les (n + 1) poids (w;)?_, soient solution du systéme linéaire suivant:

11 1\ [wo b—a
b2—a?
o T1 ot T w1y 9
(b—a) ) . =
n n n pntl_gn+l
xg  af xr ] \wn =



Algorithme 1 Fonction WeightsFromPoints retournant le tableau des poids w associé a un tableau de points & donnés (points
2 a 2 distincts) appartenant a un intervalle [a, b].

Données : =z : tableau de R"! contenant (n + 1) points distincts deux a deux
dans un intervalle [a, b] avec la convention
$(l) =x;1, Vi€ [1,” + 1]]

a, b : deux réels, a < b.
Résultat : w : vecteur de R" ™! avec w(i) = w;_1, Vi€ [1,n + 1]
1: Fonction w < WeightsFromPoints( z,a, b )
2 B 0n+1
3 A on+1,n+1
4: Pour i« 1an+1 faire
5: Pour j < 1 an+1 faire
6 A(i, ) < =(5)" (i = 1)
7 Fin Pour
8 B(i) — (b%i—a™t)/(i* (b—a))
9:  Fin Pour

10:  w < Solve(A, B)
11: Fin Fonction

EXERCICE 5

Soient f une fonction définie sur [a,b] & valeurs réelles et n € IN. On souhaite approcher SZ f(x)dx par Q,(f,a,b), une
formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qn(fra,0) £ (b—a) Y wif(xs) (5.1)

i=0
ou les (x;)"_, sont des points distincts 2 a 2 dans [a, b] et les (w;)!_, sont des réels vérifiant

7 n—1i b
Vi e [0, n], a +2x = a—21— et w; = Wy_. (5.2)

.1
a. Etablir que

Vi € [0, n], xi—a—i_b——(xni—a—’—b).

2 2
. , . . a+b
b. Sin est impair, montrer que Vi € [0,n], x; # —
. . Vo . . a+b
c. Sin est pair, montrer qu’il existe un unique i € [0,n] tel que x; = 5

d. En justifiant, donner explicitement un exemple de points (x;)}_, vérifiant (5.2)) (n restant quelconque).

a. De (5.2)), on déduit

b +b
P2 = zitrpi=a+b = xi_a;— =—<$ni—a2 >

b. Si n = 2k — 1, (n impair), on a alors un nombre pair de points. Par Pabsurde supposons 3i € [0,n] tel que

a+b a+b
. Dans ce cas, on a z,,_; =

T = = ;. Comme les points (z;)7_, sont distincts deux a deux, pour avoir

une contradiction, il suffit de monter que i # n — i. En effet, on a
[0,n] =[0,2k — 1] = [0,k — 1] U [k, 2k — 1].
e siie [0,k — 1] alors
0<i<k—-1< n—(k—-1)<n—i<n < k<n—i<n,

et doncn —i #1




Q.2

@2

e siie [k,2k — 1] alors
k<i<2k—1 e n—-2k—-1)<n—i<n—k < 0<n—i<k-1,
et donc n — i # .
c. Sin =2k, (n pair), on a alors un nombre impair de points. Comme n — k = k, on obtient a partir de

T+ Ty _a+b

2 2

c’est a dire
a+b
5

Comme les points sont distincts deux & deux, on obtient I'unicité.

T =

d. Soit (x;)!, la discrétisation réguliére de Uintervalle [a, b],

h:b—a

, Vie[0,n], x; =a+ih.

Dans ce cas, tous les points sont distincts deux a deux et on a pour tout i € [0,n], n —i € [0,n] et

i+ T,y a+ih+a+ (n—i)h

2 2

Or a + nh = b, ce qui donne
Ti + Tpg a+b

2 2

Démontrer que Uapplication f — Q,(f,a,b) définie de f € C°([a,b];R), muni de la norme infini, & valeurs dans R est
linéaire et continue.

On commence par démontrer la linéarité. Soient f et g dans C°([a, b]; R), et X et u deux réels. Alors Af+pug € CO([a, b]; R),
et on a

Qn(Af + pg,a,b) a) > wi(\f + pg)(z;)
=0

=(b—a) Y wi(Af(z;) + pg(z;))

0

n

.

=A\b—a) ijf () + p(b—a) Zw]g (x5)
j=0 7=0
= A0, (f,a,b) + uQy(g,a,b).
L’application f +—— Q,(f,a,b) est donc linéaire. Pour démontrer qu’elle est continue, il suffit alors de démontrer que

3C >0, tel que [Qn(f,a,b)| < C[fl,, ¥f € C%([a,b]; R).

Or, on a, pour tout f € C%([a,b]; R),

Q0 (fra,b)| = |(b—a) > w;f(x;)|
=0
<®-a) . fwsllf(z;)
§j=0

<C|f],, avec C=(b—a Z |w;| indépendant de f.

Soient m € IN* et P un polynome de degré (2m + 1) s’écrivant sous la forme

2m+1

-
= 2, o
=0



avec (a;)

Q.4

@)

Q.5

®. 5]

2m+1

iZo  des réels et agpi1 # 0.

a. Calculer les dérivées P2m+1) e p2m+2)

b. Montrer que

P(z) = C (a: ¢ ; b>2m+1 + R(z) (5.3)

en déterminant le degré mazimum de R et en exprimant C en fonction des (a])QmOJr1

a. On a P(z) = agp 2™t + Z] , a;z0 et comme la dérivée (2m + 1) d’un polynome de degré 2m est nulle, on
obtient il o
m m

P(2m+1)($) _ d T

= @eml T ooy azm+1(2m + 1)!

et
P(2m+2) (Z‘) =0.

b. C’est la division euclidienne du polynéome P de degré (2m + 1) par le polynéome z — (a: _ agby2mHl g degré

(2m 4+ 1). On a donc C' constante et R € Ra,,[X]. Pour calculer C, on dérive (2m + 1) fois (5.3), ce qui donne
P (2) = C(2m + 1)

En identifiant, avec la sous-question précédente, on obtient C' = agy,41.

Montrer que

b 2k+1
Wk e NN, f <x“+b) dz = 0. (5.4)

En effectuant le changement de variable ¢ : ¢ — “T‘H’ + tb_7a on obtient

b 2m+1 Lp'l(b) 2m+1 . . 2m+1 A1
J (a: _et b) do == f (@(t) -4 b) ot = 2= (b a) f 2mHlge —
2 o(a) 2 2 2 4

a

a b)2m+1

On peut aussi utiliser directement la primitive de (.’L - 57 qui est

On suppose que la formule de quadrature élémentaire (5.1) est exacte pour les polynémes de Rom[X].
a. Déduire de (5.3)) et (5.4) que la formule de quadrature élémentaire (5.1)) est exacte pour P si et seulement si

(b—a) iw (a: - ‘”b)m“ — 0. (5.5)

=0 2

b. En utilisant Q. |1, démontrer que (5.5)) est toujours vérifiée.

a. On a, en utilisant la linéarité de l'intégrale et

b 2m+1 b
Jdem = C’J ( _a+b) d:c—i—JR(x)dx

En utilisant la linéarité de Q,,(e,a,b) et (5.3) on obtient

n 2m—+1 n
On(P,a,b) = (b—a)C Z w; (a:l - a2+b> +(b—a) Z wiR(x;).
i=0

i=0

On a R € Rg,,[X] et, par hypothése, la formule de quadrature est exacte pour les polydomes de les polyndomes de
Ram [X] ce qui donne

9,.(R,a,b) = (b—a) Zwl ).



Or, la formule de quadrature élémentaire ([5.1)) est exacte pour P si et seulement si
b
Q,(P,a,b) = J P(z)dx

a

ce qui est donc équivalent a

n 2m+1 b 2m+1
(ba)CZwi(zia;rb> =CJ <:ca;rb> dx.

=0 a

En utilisant (5.4) et le fait que C' = ag;m4+1 # 0, on en déduit que la formule de quadrature élémentaire (5.1)) est
exacte pour P si et seulement si ([5.5) est vérifiée.

b. e Sin =2k, (n paire), on a alors un nombre impair de points avec nécessairement x = x,,_j = “TH’ et
a+b 2m+1 k—1 a+b 2m+1 2k a+b 2m+1
Ewi T — = w; | T — +0 x wy + 2 w; | T —
. 2 . 2 ) 2
1=0 1=0 i=k+1
k—1 a+b 2m+1 2k a+b 2m+1
- wi | Ti — 5 - 2 Wp—i | Tn—i — B)
1=0 1=k+1
kil < a+ b)2m+1 k—1 ( a+ b>2m+1
= w; | i — — ’w]' [L’j _
i=0 2 j=0 2
= 0.

e Sin =2k—1, (n impaire), on alors un nombre pair de points (avec x; # QTH’, Vi € [0,n]) et

Zw‘ m‘_a‘i'b 2m+1 B kflw‘ ml_a‘i’b 2m+1+2k27:1w‘ m‘_a‘i‘b 2m+1
4 i i 2 = ‘ ) i 2 Pt ) i 9

=0 =0
k—1 a+b 2m+1 2k—1 a+b 2m+1
= P w; (Z’i - 2 > - I:Zk Wn—i ( Tn—i — 9 >
k—1 a+ b 2m+1 k—1 a+ b 2m+1
- S t) G (1)

=0

Ecrire de maniére trés précise le résultat démontré.

R. 6)
Soit Q,,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par (5.1) ou les (z;)!" , sont des points distincts 2 & 2
dans [a, b] et les (w;)", sont des réels vérifiant (5.2]). Si cette formule est exacte pour les polynomes de degré 2m alors
elle est nécessairement exacte pour les polynomes de degré 2m + 1.

EXERCICE 6

Soient a, b deux réels, a < b et F([a;b]; R) I'espace des fonctions définie de [a;b] & valeurs dans R. Soient f € F([a;b];R)
et n € IN. On souhaite approcher SZ f(x)dx par Q,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qn(fra,b) £ (b—a) Y wif(x) (6.1)
=0

ou les (z;)!, sont des points distincts 2 a 2 dans [a, b] et les (w;)P_ sont des réels.

Q.1
Démontrer que Uapplication f — Q,(f,a,b) définie de F([a;b];R) & valeurs dans R est linéaire.



R. 1
Soient f et g dans F([a;b];R), et X et u deux réels. Alors \f + pg € F([a;b];R), et on a

Qn(Af + ng,a,b) = (b—a) Eu)j (Af + pg)(xj)

j=0

(b—a) ij M (x;) + pg(z;)))
7=0

M:

wjf(x;) +pub—a ijgx])
JZO j=0

_>‘Q’ﬂ( )+uQn(gvaab)'

L’application f +—— Q,(f,a,b) est donc linéaire.

On note, pour tout i € [0,n],

d_ef X — .'L']
Li (LC) = H T —
7=0
i
et t; = (v; —a)/(b—a). On rappelle que le polynome d’interpolation de Lagrange associés aux points (z;, f(2:))ie[o,n] s'écrit

n

La(H)@) = O Li() ()

=0

et que si f € C""1([a,b];R) alors on a

fn+1 gm n
(n+1)!

Vo e [av b]v 38 € [av b]v f(.’E) - Cn(f)(.’b) $ - ‘rl (62)

i=0

Q.2
Montrer que

! Jb Li(z)dz = jl ﬁ L7 g, (6.3)

b—a a 0j=0ti_tj
J#i

® 2

Par le changement de variables s : t — a + (b — a)t on obtient

b s71(b) 1
J Li(z)dx = J Lios(t)s'(t)dt = (b— a)f L;os(t)dt
a s~ 1(a) 0

et Ponax; =s(t;) =a+ (b—a)t; out; = (r; —a)/(b—a). On en déduit

Jymesoa = [T [ 11 [ G

0

J#i J#Z

[l
%
R
.
I 3
SF|
]
S S
SN
~

et on obtient bien ([6.3)).

Q.3
a. Montrer que si Q, a pour degré d’exactitude n au moins alors, on a
1 b
Vie[0,n], w;= 7J L;(x)dx. (6.4)
b—a ],
b. Montrer que st est vérifiée, alors Q, a pour degré d’exactitude n au moins.

a. Soit 7 € [0,n]. On a L; € R, [X]. Par hypothese, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n au moins et

10



donc on a ,

Qn(Li7 a, b) e J Li(a:)dx,

a

Or comme L;(z;) = d; j, ¥j € [0,n], on a
Qn(L;,a,b) —a Z w; L = (b— a)w;.

Ce qui donne
1

b
7 a L L;(x)dx.

b. Par hypotheése, les poids (w;)}_, étant donnés par (6.3, La formule de quadrature s’écrit

w; =

n b

Qn(fv a, b) e Z f(xz) f Li(l‘)dx.

i=0 a

Soit P € R,,[X]. Par unicité du polynoéme d’interpolation de Lagrange, on a P = £,,(P) et

J, o= [ e
L
n b

;}P(xi)L L;(z)dx

= (b — a) 2 U}lp(l'z) = Qn(Pvavb)'

&2

TM:

Z)d,’L‘

La formule de quadrature est donc exacte pour tout les polynémes de degré n au moins.

Q.4
On suppose les poids (w;)"_, donnés par (6.4). Montrer que si f € C"*1([a,b];R) alors on a

b 1 b n
) f(x)dr — Q,(f,a, b)‘ < e Hf(n+1> HOO L E}(m —z;)|da (6.5)
"D
Comme f € C""*([a,b]; R), on déduit de que pour tout z € [a;b], il existe &, € [a, b] tel que
(&)
1) = £a(1)@)] - \anu)\
h (n + 1) i

L’application f — £,,(f) étant continue sur [a; ], elle est alors intégrable sur [a, b], et Papplication |f — L, (f)| 'est aussi.
De méme |7, (z)| est intégrable sur [a,b]. On obtient alors

b
@) = £alN@)de < i | )l
De plus

< | @) = La(f)(2)|d

a

ce qui donne
b,

JE x)dz| < ) L|nx—xl|d$

La formule de quadrature est de degré d’exactitude n au moins et le polynéme d’interpolation de Lagrange £, (f) est de

11



degré n donc on a
b
| eatni@iae = ouiea()at)

= (b—a) Y wiln(f)(x
i=0

= (b—a) Y wif (z;) car Lo(f)(@:) = f(@:)

=0

= Qn(faavb)

ce qui donne

ff )dz — On(f, a,b)

f f(a)de - j Lo(f)(@)de

bl

(n+1)! J‘H zi)|de.

EXERCICE 7

Soient (x;)1_, des points distincts 2 & 2 de l'intervalle [a, b] vérifiant

Vie[0,n], = +2x”"' _ “;b.

On note L; € R,[X], i € [0,n] les (n + 1) polyndmes de base de Lagrange définis par

et

LZ(:TJ):H T — T,

l‘i—l‘j

vérifiant L;(x;) = 6; 4, V(4,7) € [[O,n]F

1
Soit i € [0,n]. Montrer que

® 1)

Q.2

VeeR, Li((a +b) —z) = L,—;(z).

Soit i € [0,n]. On note ¢(z) = (a + b) — x le polyndéme de degré 1 et P = L; o ¢ le polynoéme de R,,[X] (la composé de 2
polyndmes est de degré le produit des degrés des 2 polynomes).

On a
Vje[0,n], zn—; = (a+b)—x,
et
1, sit=n—j 1, sij=n—1
P(z;) = Li((a + b) — x;) = Li(zn—;) = dipn—j = : = : = On—ij-
0, sinon 0, sinon
C’est a dire

VJ € [O,nﬂ, P(J?j) = 5”_1'7]'.
Or L,,_; est 'unique polynome de R,,[X] vérifiant la relation précédente dont P = L,,_; (voir Lemme 2D).

Soient (w;)1, définis par

1 b
w; = J Li(t)dt, Vie [0,n]

b—a ),

Montrer que l’'on a alors
Vie [0,n], w;=w,—;

12



® 2

Soit 7 € [0,n]. On note t = p(x) = (a + b) — x le changement de variable affine. On a alors ™ (t) = (a +b) — ¢ et

1 b
= | L
wp = s — ) (t)dt
! fﬁb) ()¢ (2)
= L; op(x)¢ (x)dt
b=a o
_ biafb Li((a +b) — 2)(—1)dz
1

b
= J L;((a+b) — z)dx

b—a ),

1 b
-7 f L,_i(z)dx d’apres la question précédente
—a

= Wp—j-

a

EXERCICE 8

Soient a, b deux réels, a < b et F([a;b]; R) 'espace des fonctions définie de [a; b] & valeurs dans R. Soient f € F([a;b]; R)
et n € IN. On souhaite approcher SZ f(z)dx par Q,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qn(fra,b) = (b—a) Y wif(x) (8.1)
i=0

ou les (z;)~, sont des points distincts 2 & 2 dans [a, b] et les (w;)}, sont des réels.
On suppose que (8.1) a pour degré d’exactitude n au moins.

Q.1
Démontrer que Uapplication f — Q,(f,a,b) définie de F([a;b];R) & valeurs dans R est linéaire.

R. 1
Soient f et g dans F([a;b];R), et A et p deux réels. Alors Af + pg € F([a;b];R), et on a

NgE

Qn(Af + pg,a,b) = (b—a) ) wi(Af + pg)(x;)

=0
— (b—a) 3wy (M () + pglzy)
=0
= Ab—a) Y w;f(z;) + pb—a) Y, wig(x;)
j=0 j=0

= AQn(f,a,b) + 19y (g,a,b).

L’application f — 9, (f,a,b) est donc linéaire.

Soient 7, le polyndome de degré (n + 1) défini par

m(z) = [ J(x — 2:)
=0

et m e IN*.

rappel division euclidienne: Soient A et B deux polyndémes, B étant non nul, alors il existe un unique couple de polynomes
(Q,R) tel que
A=BQ+R et deg(R) < deg(B).

Dans la division euclidienne de A par B, Q est le quotient et R le reste.

a. Soit P € Ry, [X]. Déterminer les degrés mazimauz des polynéomes Q (quotient) et R (reste), obtenus par la division
euclidienne de P par m,, et satisfaisant
P=m,Q+R.

13



Q. 3

®3)

b. En déduire que
b

WP € R, o [X], J‘thdx——QnGEaJﬂ::f Q) (2)dz. (8.2)

a

ot Q est le quotient de la division euclidienne de P par m,,

a. On effectue la division euclidienne de P, deg(P) < n+ m, par m,, deg(m,) = n+ 1. On a alors l'existence et I'unicité
d’un couple (Q,R) tel que deg(R) < deg(m,) = n + 1, cest a dire R € R,,[X], et

P=mn,Q+R.

e Sideg(P)<n<(n+1)=deg(m,), Q=0et R =P.
e Sideg(P) = (n+1) = deg(m,) > deg(R), on obtient

deg(P) = deg(m,Q) = deg(m,) + deg(Q)
et donc deg(Q) = deg(P) —deg(m,) <K n+m—(n+1) =m—1, c’est a dire Q € R;,_1[X].
En résumé, on a R € R,[X], et on peut noter que, dans les deux cas, Q € Ry,—1[X].

b. Soit P € R4 [X]. On note Q et R, respectivement quotient et reste de la division euclidienne de P par m,. On
vient de voir que R € R, [X] et Q € R,,—1[X].
Par linéarite de 'intégrale, on a

b

fm@m_fqumm+JR@w

a a

et par linéarite de Q,,

Qn(Pv a, b) = Q7L(Q7T7L7 a, b) + Qn(Rv a, b)

Par hypotheése, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n et comme R € R,,[X] on obtient

b
.[ R(z)dx = 9, (R, a,b).

a

On en déduit alors que

b b
f P(z)dx — Q,(P,a,b) = f Q(z)m, (z)dx — Q,(Qmy, a,b).

a
Par construction m,(z;) = 0, Vj € [0,n], ce qui donne

n

9,(Qmp,a,b) = (b—a) Z w;Q(z;)m,(zj) =0

Jj=0

et donc

Jb P(z)dx — Q,(P,a,b) = Lb Q(z)my,(z)dx.

a

Démontrer que (8.1) a pour degré d’ezactitude (n +m) au moins si et seulement si

VH e R,—1[X], Jb 7 (x)H(x)dz = 0. (8.3)

a

On suppose que (8.3) est vérifié.

Soit P € R;,1m[X]. On note Q et R, respectivement quotient et reste de la division euclidienne de P par m,. On a
vuen Q. que Re R, [X] et Q€ Ry—1[X].
Comme Q € R,,,_1[X], on obtient

| r()Qa)dz = 0

a

14



ce qui donne en utilisant (8.2)):
b
J P(z)dx — Q,(P,a,b) = 0.

Comme P est quelconque dans R,,4,,[X], la formule de quadrature est donc de degré d’exactitude n + m.

= | On suppose que la formule de quadrature est de degré d’exactitude (n + m).
g
Pour tout H € R,;,_1[X], le polynéme P = Hrx,, € R;,4,,[X]. La formule de quadrature est donc exacte pour P:

be(x)dx Q. (P, a,b) = 0.

a

Par construction, la division euclienne de P par 7, a pour quotient H et pour reste 0. En utilisant (8.2]), on obtient
alors

fb Q) () = 0.

a

4
En déduire le degré mazimal d’exactitude de (8.1)).

@)

Q.5

@5

Si Q = m,, on obtient

b b

f 7 (2)Q(2)dx = f Q?*(x)dx > 0.

a a

Comme deg(m,) = n + 1, on déduit que l'on doit avoir deg(Q) < n pour que (8.3)) soit vérifiée. On a alors
deg(P) = m +n = deg(Q) + deg(m,) <n+ (n+1)

et donc m < n + 1. Le degré maximal d’exactitude est donc 2n + 1.

Démontrer que (8.1)) a pour degré d’exactitude (n + m) au moins si et seulement si

fb mn(2)adz = 0, V€ [0,m — 1]. (8.4)

D’aprés la Q. |3} il suffit de démontrer que (8.3)) est équivalent & (8.4)).

On suppose (8.3) vérifiée.

Le résultat est immédiat car, Yk € [0,m — 1], z — 2¥ e R,,,_1[X].

On suppose (8.4]) vérifice.

Soit H € R,;,—1[X]. Il existe (ap,...,@m—1) € R™ tel que
m—1
VeeR, H(z) = Z agat.

On utilise la linéarite de I'intégrale pour obtenir

J () ()i Jb ra(@) S agatda

a

EXERCICE 9
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Q.1

"1

Q. 2

@2

Ecrire une fonction algorithmique WeightsPointsNC retournant les (n + 1) points et les (n + 1) poids de la formule de
quadrature élémentaire de Newton-Cotes a (n + 1) points.

Algorithme 2 Fonction WeightsPointsNC retournant le tableau de points & donnés correspondant & la discrétisation
réguliére intervalle [a, b]. et le tableau des poids w associé & un

Données : a, b : deuxréels, a <b,
n ¢ neN*
Résultat : x : vecteur de R"™! avec (i) = x;_1, Vie [1,n + 1]
et x;1 =a+ (i —1)h, h=(b—a)/n,
w :  vecteur de R" ™! avec w(i) = w;_1, Vi€ [1,n + 1]

1: Fonction [z, w] < WeightsPointsNC( a,b,n )
22 x<—a:(b—a)/n:b

3: W < WeightsFromPoints(z, a, b)

4: Fin Fonction

Ecrire une fonction algorithmique QuadElemNC retournant la valeur de Q,(f, a,b) correpondant & la formule de quadrature
élémentaire de Newton-Cotes a (n + 1) points.

On a de maniére générique 'algorithme suivant:

Algorithme 3 Fonction QuadElemGen retourne la valeur de I = (b — a) Z?:o w; f(z).

Données : f :une fonction définie de [a,b] dans R,
a,b : deux réels avec a < b
z : vecteur de R"*! contenant (n + 1) points distincts deux a deux

dans un intervalle [a, b] avec la convention
.’E(’L) = Ti—1, Vi e [[l,n + ].ﬂ
w : vecteur de R""! tel que w(i) = w;_1, Vie [1,n + 1]
Résultat : I : unréel

1: Fonction I « QuadElemGen( f,a,b,2,w )
2 I <0

3:  Pour i < 1 & Length(z) faire

4: I—T+w(i)= f(x(i))

5 Fin Pour

6: I <—(b—a)=I

7: Fin Fonction

On peut noter que si l'on dispose de la fonction s < Dot(u,v) correpondant au produit scalaire de deux vecteurs du
méme espace alors on a directement
I — (b—a)*Dot(w, f(x)).

Algorithme 4 Fonction QuadElemGen retourne la valeur de I = (b — a) Z?:o w; f(z;) ot les poids w; et les points x;
sont ceux définis par la formule de quadrature élémentaire de Newton-Cotes

Données : f :  une fonction définie de [a, b] dans R,
a,b : deux réels avec a < b,
n : nelN*

Résultat : [ : un réel

1: Fonction I « QuadElemNC( f,a,b,n )
2 [z, w] — WeightsPointsNC(a, b, n)

3: I « QuadElemGen(f,a,b, o, w)

4: Fin Fonction
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EXERCICE 10

Q.1
Déterminer les points to, t1 de Uintervalle [—1,1] et les poids wg, w1 tel que la formule de quadrature

1 1
j g(t)dt ~ 2 Y wig(ty)
-1 i=0

soit de degré d’exactitude 3.

R. 1
D’apres la Proposition [/ [3] , si to et t; sont distincts et dans U'intervalle [—1, 1] alors avec

1 t—t 1 (Y t—t
wngj 1dtetw1=fj Odt
-1 to—tl 2 1 tl—to

la formule de quadrature est de degré d’exactitude 1.
Pour déterminer les points ¢y et ¢1, on utilise la Proposition 1/ [3] (degré maximal d’exactitude) avec m =
n + 1 = 2: la formule de quadrature est de degré 2n + 1 = 3 ssi

1
f M (DQ(E)d = 0,%Q & Ry[X]
-1

avec 71 (t) = (t — to)(t — t1). Par linéarité ceci est équivalent a

1
J m (t)thdt = 0,k € [0,1]
-1

c’est a dire . .
f T (t)dt = 0 et J w1 (t)tdt = 0.
-1 —1
Or on a
1 1 9
J Wl(t)dt = f 2 — (to + tl)t + tot1dt = g + 2tot1
-1 —1
et

1 1
2
J 7y (t)tdt = J 3 — (to + t1)t? + totytdt = _g(to +t1).
-1 -1

On est amené a résoudre le systéme non linéaire

1 2
tot] = _g et — g(to +t1) = 0

ce qui donne tg = —/(3)/3 et t; = 1/(3)/3.

Il reste a calculer wg et wy. On a

111 t—\f(S)/Sdt_ 1Y —/(3)/3 g 12

RN NS E R BN
et
I R R RACI I S W RV G
Y17 L 2./(3)/3 =3, 2\/(3)/3‘# =172

La formule de quadrature

[ star~ -3 + o5

est donc d’ordre 3.

Q.2
En déduire une formule de quadrature pour le calcul de SZ f(x)dx qui soit de degré d’exactitude 3.
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R. 2
On effectue le changement de variable = ¢(t) = aTer + b‘%t, en appliquant la Proposition 1/ [3] (changement
de variable affine), pour obtenir que

- a) () + )

est une formule de quadrature approchant SZ f(z)dx avec un degré d’exactitude de 3 o zg = ¢(tg) et x1 = @(t1).

EXERCICE 11

L’objectif de cet exercice est de calculer les points et les poids de la formule de quadrature de Gauss-Legendre a (n + 1)
points. La formule de quadrature de Gauss-Legendre a (n + 1) points sur [—1, 1] est donnée par

|| st~ 2y wote)

i=0
ou les (t;)7 sont les (n + 1) racines du polynéme de Legendre P,,11(t). Cette formule & pour degré d’exactitude 2n + 1.
Soient (P,Q) = Sil P(¢)Q(t)dt le produit scalaire sur R[X] et |P| = (P, P>1/2 la norme associée.

Soit M,, le polynome de Legendre normalisé de degré (n + 1), M,, = HEHH' On utilisera les résultats sur les polynémes de
Legendre rappelés en cours.
Q.1
Montrer que
Cn+1Mn+1(t) = tMn(t) — CnMn_l(t), n>1 (111)
avec
1 3 n?
Mo(t) = A/ =, My(t) = A/ =t et ¢, = 4| —5—
ot =g M0 =gt et =y
R. 1
Par définition, on a M,, = ﬁ et
2 ' 2
P,|" =<{Pn,Pn)= P,(t)P,(t)dx = .
IPal? = PPy = | Pu(tP(t)ds = g

On en déduit que

M, — 2n+1Pn.
V o 2

De plus, par la formule de récurrence de Bonnet, on obtient

Mo(t) = \/g et Ml(t) = \/gt
(n+1) ﬁMnH(t) — 20+ 1) /ﬁtMn(t) g 2n27 M

2
=4/2(2 tM,,(¢) — M,,—
V200 + DMG(0) = 1 [ 5= Ma s

ainsi que, Vn > 1,

En multipliant cette équation par , /2(T1+1)’ on a

2 1 2 1
(DN 253\ 2 1y Mert () = () =i [ 5m= [ 5 oy Mo
2 1 _ n2 B
"Von—1\l22n+D) N @n-D@n+1) ™
2 1 (n+1)2
(n+ 1)y 2n+3\/2(2n+1) =\/(2(n+1)1)(2(n+1)+1) - Ontl

ce qui démontre le résultat voulu.

Or on a

et
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On définit le vecteur M (t) de R" ™! par

Montrer que l’on a
tM(t) = AM(t) + Cn+1Mn+1(t)en+1 (112)

ot l'on explictera la matrice tridiagonale A € M, +1(R) en fonction des coefficients c1, ..., c,. Le vecteur e,.1 étant le
(n + 1)-éme vecteur de la base canonique de R™"*1.

tMo(t) = \/gt = ClMl(t)

tM,‘(t) = CiMi_l(t) + Ci+1M,‘+1(t), Vi e [[1,nﬂ.

®2)

On déduit de la question précédente que

et

Ces (n + 1) équations peuvent s’écrire matriciellement sous la forme

Mo (t) 0 ¢ 0 ... ... 0 Mo (t) 0
Ml(t) Cc1 0 Co 0 ... 0 M, (t) :

Jo ] .
Mn—l(t) 0 cuct 0 ¢y Mn—l(t) 0

M, () 0 ¢, O M, (t) Cnt1Mp41(t)

0
0
= AM(t) + C7L+1Mn+1(t)en+1.

En déduire que les (n + 1) racines distinctes de M, 11 € R11[X] sont les (n + 1) valeurs propres de A.

w3

Le polynéme de Legendre P11 € R,4+1[X] admet (n + 1) racines simples distinctes dans | — 1, 1[ notées (¢;)I" . (voir
rappels) Donc le polynéme de Legendre normalisé M, 11 € R,4+1[X] a les mémes racines et on déduit de la question
précédente que

Comme les (n + 1) racines de P41 séparent strictement les n racines de P,, (voir rappels), alors P, (¢;) # 0 et donc
M,,(¢;) # 0. On en déduit que le vecteur M(t;) est non nul et,
Vie [0,n], (t;,M(t;)) est un mode propre de A.

On peut noter que A est symétrique et donc ses valeurs propres sont réelles.
Les (n + 1) valeurs propres de la matrice A sont les (n + 1) racines de Py, 41, et donc les (n + 1) points de la formule de
quadrature de Gauss-Legendre.

Q.4
Montrer que

2 ) weM (t)M; (1) = 835, ¥(i, 5) € [0,n]? (11.3)
k=0
ou (52'7]' = 0, St 1 75] et (51"1' =1.

w4

Par construction, on a
1
| Mo 0z = 8.5, (0. 5) € [0,
-1

On a M; € R;[X] et M; € R;[X], ce qui donne M;M; € R;4;[X] avec i + j < 2n. Or la formule de quadrature de
Gauss-Legendre a (n + 1) points a pour degré d’exactitude 2n + 1, elle est donc exacte pour le polynome M;M;. On en
déduit alors

-1 k=0
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On note W € M,,11(R) la matrice diagonale, de diagonale (wyo, ..., w,) et P € M,,11(R) la matrice définie par P; 41 j41 =
M;(t:), Y(i, j) € [0,n]?.

Q.5
a. Montrer que 2P*WP = 1.
b. En déduire que W1 = 2PP?,
c. En déduire que w% =237, (M (t:))*, Vi e [0,n].
R. 5
a. Soit (i,7) € [1,n + 1]% on a
n+1
(P*WP); ; = ) (P*)ik(WP)x,;
k=1
n+1
= 2, Pri(WP) ;
k=1

et, comme W est diagonale,

n+1

(WP)j = > Wi iPpj = Wy 1P ;.
=1

On obtient donc

n+1 n+1
(P*WP); ; = Z Pr,iWi 1P j = 2 Wr—1 M1 (te—1) M1 (te—1)-
1 =1

En utilisant la relation démontré dans la question précédente, on a

1 1
(PWP)ij = S0i15-1 = 50
c’est & dire 1
PYWP = _ I
2

et on en déduit que P et W sont inversibles .

b. A partir de P*WP = %I, on déduit
21 = (P*WP) " = 21 = Ptwt (P)

En multipliant par P & gauche et par P* & droite, on obtient

Wt = 2PPt,

c. Comme la matrice W est diagonale inversible, son inverse est diagonale et on a

1 1 1 .
(W )” = Wi, = 711}1‘717 Vie[l,n+1].
On a donc
1 o t

L aee),,

n+1
=23 Pi;(PY),,

j=1
n+1

=2) P}
j=1

=2 (Mg(ti1))®, Vie[1,n+1].
k=0

On suppose que l'on dispose de la fonction algorithmique eig(A) retournant ’ensemble des valeurs propres d’une matrice
symétrique A € M,,;1(R) dans P'ordre croissant sous la forme d'un vecteur de R™*!.
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a. Ecrire la fonction [t,w] « GaussLegendre(n) retournant le tableau des points t et le tableau des poids w en utilisant
les résultats obtenus dans cet exercice.

b. Ecrire la fonction I < QuadElemGaussLegendre(f, a, b, n) retournant une approximation de SZ f(@)dx en utilisant la
formule de quadrature de Gauss-Legendre a (n + 1) points sur lintervalle [a, b].

®. 6]

a. Les (n+1) points (¢;)}_, de la méthode de quadrature de Gauss-Legendre sur [—1, 1], sont les racines du polynéme
de Legendre P, 11 de degre n+ 1. Pour les calculer, on va utiliser le fait que ce sont les valeurs propres de la matrice
symétrique A € M, +1(R)

0 C1 0 . . 0
C1 0 C2 0 e 0
0 .
- 0
0 0 Cn—1 0 Cp,
0 0 c, O
avec ¢ = 4k2 T Vk >

Pour calculer les poids (wi)i:07 on va utiliser la formule
1 n 9 )
— =2 My (t;))", Vie [0,
o =22 (), vie[on]

conjointement avec la formule de récurrence

1
Mk(t) = a(thfl(t) — Ckfle,Q(t)), k 2 avec Mo \/7 M1 \/7
Algorithme 5 Fonction GaussLegendre retournant le tableau des points t et le tableau des poids w
Données: n : nelN
Résultat : t : vecteur de R"™! avec t(i) = t;_1, Vi€ [1,n + 1]
w :  vecteur de R" ™! avec w(i) = w;_1, Vie [1,n + 1]

1: Fonction [t,w] « GaussLegendre( n )
2 c¢<—0,

33 A< Opiint1

4:  Pour k — 1 an faire

5: c(k) < sqrt(k?/(4 k"2 — 1))

6 Ak, k+1) —c(k)

7 Ak + 1, k) < c(k)

8

9

Fin Pour

.t eig(A)
10: Pour i<« 1 an+ 1 faire
11: MO «— sqrt(1/2)
12: M1 — sqrt(3/2) = t(4)
13: S« M0"2 + M1"2
14: Pour k <« 2 a n faire
15: M «— (1/e(k)) # (M1 =t(i) —e(k — 1) = MO)
16: S—S+M"2
17: MO — M1
18: M1 —M
19: Fin Pour

20: w(i) « 1/(2*5)
21:  Fin Pour
22: Fin Fonction

b. On va utiliser la formule N
—a) = Z w; f (i)
i=0

avec x; = “E2 + P20, o les points (¢;)7, et les poids (w;)I, sont ceux de la méthode de quadrature de Gauss-
Legendre sur [-1 1]
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Algorithme 6 Fonction QuadElemGaussLegendre retournant une approximation de SZ f(z)dx en utilisant la formule de
quadrature de Gauss-Legendre a n + 1 points sur Uintervalle [a, b].

Données : f une fonction de [a, b] & valeurs réels
a,b : deux réels avec a < b
n nelN

Résultat : 1 un réel

1: Fonction I « QuadElemGaussLegendre( f,a,b,n )
2 [t,w] < GaussLegendre(n)

33 I<0

4: Pour i< 1an+1 faire

5. T I+w(i)x f((a+b)/2+ (b—a)/2x(i))
6: Fin Pour

7 I—(b—a)=I

8: Fin Fonction

EXERCICE 12

Ecrire une fonction algorithmique QuadSimpson retournant une approximation de 'intégrale d’une fonction f sur I'intervalle
[, 5] utilisant la méthode de quadrature composée de Simpson en minimisant le nombre d’appels a la fonction f. On rap-
pelle que la formule élémentaire de Simpson est donnée par

« b—a a+b
= 2 (gla) + 4g(" =) + g(b))

Correction En notant m; = m le point milieu de l'intervalle [c;_1, a;], on obtient

Jf deLJl 2 2(fr0-1,0) 2 (aj1) + 4 (my) + ()

k k—1
~ % <4Z Fms) + f(eo) +2 3 f(as) +f(ak)> (12.1)

j=1 =1

Algorithme 7 Fonction QuadSimpson retourne une approximation de l'intégrale d’une fonction f sur lintervalle [a, §]
utilisant la méthode de quadrature composée de Simpson en minimisant le nombre d’appels & la fonction f.

Données : f : une fonction définie de [alpha, beta] dans R,
alpha,beta : deux réels avec alpha < beta,
k : nelN*

Résultat : [ : un réel

1: Fonction I « QuadSimpson( f, alpha,beta, k )
2:  h <« (beta — alpha)/k

3:  x < alpha : h: beta

4 m < alpha + h/2 : h: beta

k
5 S0 > Calcul de Z f(m;)
j=1

6: Pour j < 1 a k faire

7: S — S+ f(m(y))

8:  Fin Pour

9: I <—4%8S
k—1 k

10 S0 > Calcul de 2 floy) = Z flz
j=1 j=2

11:  Pour j < 2 a k faire

12: S — S+ fx(h))

13:  Fin Pour

14: T« (h/6)= (I +2S+ f(x(l))+ f(x(k+1)))
15: Fin Fonction
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2 Exercices supplémentaires

EXERCICE 13 : Matrice de Vandermonde

Soient (z;)"_, n + 1 points distincts 2 & 2 de C. Soit V € M,,;1(C) la matrice définie par

Vij =271 Y(i,5) e [1,n+1].

Q.1 . .
FEcrire la matrice V.
On a
1 2z 2y
1 = 27
V= . .
1 2z, zy

Soient w = (w;)" ' un vecteur de C"*1. On note Py, € C,,[X], le polynome défini par

Py(z) = Z Wigp12:
i=0

Q. 2
Ezprimer v = Vw en fonction de Py,.

® 2

On av e C"*! et, pour tout i € [1,n + 1],

n+1

vi = ) Vijw
j=1
n+1

_ j=1, .
= Z Zi—1Wj
j=1

n
= Z w]‘+12371 = Pw(zi_l).

7=0
c’est a dire
Pw (ZO)
v=|
P’w(zn)
Q.3 ‘ ‘ ‘
En déduire que V est inversible.
R. 3
La matrice V est inversible si et seulement si son noyau est réduit a I’élément nul, c’est a dire
ker(V) = {0}.
Soit w = (uy, ..., ups1)* € C* 1 tel que Vu = 0, montrons qu’alors u = 0.
On a
Ui Pu(ZO)
Vu =V : = : =0.
Un+1 Pu(Zn)

Les n + 1 points (z;)_, sont distincts 2 a 2, donc le polynéme P, admet n + 1 racines distinctes hors P, € C,,[X], c’est
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donc le polyndéme nul, c’est a dire u; = 0, Vi € [1,n + 1]. On a donc u = 0.
La matrice V est donc inversible.

‘ EXERCICE 14

Soient (t;)1,, (n + 1) points distincts de [—1;1].
On note F([—1;1];R) Pespace des fonctions définie de [—1;1] a valeurs dans R. Soient g € F([—1;1];R) et n € IN. On

)
souhaite approcher Sil g(t)dt par S, (g), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

o o Z wig(t

Q.1
Démontrer que Uapplication g —> Sp(g) définie de F([—1;1];R) a valeurs dans R est linéaire.

R. 1
Soient f et g dans F([—1;1];R) (espace vectoriel), et A et p deux réels. Alors A\f 4+ ug € F([—1;1];R), et on a

Sp(Af + ng) —22% Af + ng)(zj)

S

=2 ) wi(M(z;) + ng(a;))

n

Z w; f(xj) +u22wjgx])

j=0 7=0
Sn(f) + 1Sn(9)-

L’application S,, est donc linéaire.

On pose

S

de

Vie [0,n], Li(t)=

7=0

J#i
Q. 2 . : :
a. Montrer que si S, a pour degré d’exactitude n auw moins alors, on a
1 1
Vie [0,n], w;= 5[ L;(t)dt. (14.1)
-1
b. Montrer que si (14.1]) est vérifiée, alors S, a pour degré d’exactitude n au moins.
R. 2

a. Soit i € [0,n]. On a L; € R,[X]. Par hypotheése, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n au moins et
donc on a

Sn(L;) 2 J_ll L;(t)dt.

Comme L;(t;) = 9, , Vj € [0,n], on en déduit

S (Lz) =2 Z ’LU]Ll(tj) = 2U}Z
7=0

Ce qui donne
1 1
2).,

b. Par hypothése, les poids (w;)!_, étant donnés par (14.1]), La formule de quadrature s’écrit

) = z”: g(t f7 t)dt.

=0

el
<
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On note L,,(P) le polynome d’interpolation de Lagrange de R,,[X] passant par les points (¢;, g(t;))i, donné par

n

Vte R, Ln(P)(t) =Y. g(t:)Li(t).

=0

Soit P € R,,[X]. Par unicité du polynéme d’interpolation de Lagrange, on a P = £,,(P) et
1 1
J P(t)dt = J L,(P)(t)dt
~1 —1

:f S L(HP (1)t

=0

La formule de quadrature est donc exacte pour tous les polynémes de degré n au moins.

On rappele que la formule de quadrature S,, & (n + 1) points distincts, dont les poids (w;)?_, sont données par (14.1)), a
pour degré d’exactitude (n + m), m € IN* si et seulement si

f 1 T (H)Q(t)dt = 0, ¥Q € Ryn_1[X] (14.2)

n

avec m, (t) £ n(t —t;).
i=0
Par la suite, on suppose que les (t;)I, sont les (n + 1) racines distinctes dans | —1; 1[ du polynome de Legendre de degré

(n+ 1) et que les poids (w;)}_, sont données par (14.1)).

Les polynémes de Legendre peuvent étre définis par la formule de récurrence de Bonnet

(n+1)Ppi1(t) = 2n + DtP,(t) — nP,_1(t), Yn =1 (14.3)

avec Po(t) =1 et P1(¢t) = t.
On a les propriétés suivantes:

prop.1l le polynéme de Legendre P,, est de degré n,
prop.2 la famille {P;}}_, est une base de R, [X],

prop.3 pour tout (m,n) € N2 on a
2

= m(&,mrm (144)

J " (0P (1)t

ce qui correspond & 'orthogonalité des polynémes de Legendre pour le produit scalaire
1
(P Py = J Py ()P, (£)d.
-1

prop.4 Soit n = 1, P, est scindé sur R et ses n racines, notées (¢;)7"_,, sont simples dans | — 1, 1], ¢’est a dire

P, (t) = C’ﬁ(t —t), CeR¥

=0

ou les ¢; sont 2 & 2 distincts (et ordonnés). Les (n + 1) racines simples de P, sont alors chacunes dans
I'un des (n + 1) intervalles | — 1,to[, Jto, 1], - - -, [tn—2,tn—1[, Jtn—1,1[.

a. En utilisant les polynémes de Legendre, démontrer que la formule de quadrature S, est de degré d’exactitude 2n + 1.
b. Montrer que la formule de quadrature S,, n’est pas de degré d’exactitude 2n + 2.

c. Démontrer que S, est Uunique formule de quadrature a (n + 1) points distincts dans [—1;1] ayant pour degré
d’ezactitude 2n + 1.
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®. 3]

a. Par hypothése, les poids (w;)_, sont données par (14.1]), S,, a pour degré d’exactiude 2n + 1 si et seulement si on
y 1=0 g

a (14.2) avec m =n + 1.
D’aprés les propriétés des polynomes de Legendre P,,, on a P,,11(t) = Cm,(t) avec C' € R*.

On en déduit que (|14.2) avec m = n + 1 est équivalent a
1
J Pn+1(t)Q(t)dt = Oa VQ € Rn[X]
-1

Or, la famille des les polynomes de Legendre {Py,...,P,} est une base de R,[X] et comme les polynomes de
Legendre sont orthogonaux, la relation précedente est vérifiée.

. Supposons qu’il existe une autre formule de quadrature élémentaire a (n + 1) points distincts dans [—1,1]

Snlg) =2 2 wig(t:)
i=0

ayant pour degré d’exactitude (2n + 1) précisement. D’apreés la Q. [2| on a donc

: I SR w1
Vie[0,n], w;, =< L;(t)dt, ou L;(t) = .
2], ti—t;

j=0
Jj#i

Notons 7, (t) = [[1_y(t — ;). Comme S, et S, ont pour degré d’exactitude (2n + 1) précisement, on déduit de

(14.2) avec m = n + 1, que

1 1
L T(D)Q(t)dt = j #.()Q(1)dt = 0, ¥Q € R, [X]

Le polynéme R = 7,, — 7, est dans R,,[X] car les polyndmes m, et 7,, de R, +1[X] sont unitaires. On a alors

Jl R()Q(1)dt = 0, ¥Q € Ry[X]

En choisissant Q = R, on obtient
1
f R?(t)dt = 0
-1

ce qui entraine R = 0 et donc les points (fi)?zo et (t;)_, sont identiques & une permutation des indices prés, c’est
a dire
tos) = iy Vi € [0,n].

On a alors W,(;) = w;, Vi€ [0,n] et

&

Sulg) €2 Z Wig(t;) =2 Z Wo(i)9(to@) =2 Z wig(t;) = Sn(g)-
1=0 1=0 1=0

Soient a,b deux réels, a < b. On note z; = “E2 + 2224, Vi e [0,n], ot les (t;)I, sont les (n + 1) racines distinctes dans

] —1;1[ du polynéome de Legendre de degré (n + 1).
Soient f € F([a;b]; R), espace des fonctions définies de [a;b] & valeurs dans R., et n € IN.

On souhaite approcher SZ f(z)dx par Q,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

n

Qu(f.a,b) = (b—a) Y w}f(z;)

On pose

=0

n r— T,
Vie [0,n], Li(z)= n J

=0 ZT; 7(]']]‘

J#i

a. Montrer que la formule de quadrature Q,, est de degré d’exactitude n au moins si et seulement si

b
w! = ! jL;(x)dx, Vi e [0,n]. (14.5)

b—a

a
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b. En déduire que la formule de quadrature Q,, est de degré d’exactitude n au moins si et seulement si
w; =w;, Yiel[0,n].
ot les w; sont donnée par .
R. 4)

a. Démontrons I’équivalence

Soit 7 € [0,n]. On a L € R,[X]. Par hypotheése, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n au
moins et donc on a

Q. (L a,b) ™ j L (@)da.
Or comme L} (x;) = 0; , Vj € [0,n], on a
(L} a,b) = (b—a) Y wiLi(x;) = (b— a)w].
j=0

Ce qui donne

1 b
wt — b_aLL;(x)dx.

Par hypotheése, les poids (w})?_, étant donnés par ([14.5), La formule de quadrature s’écrit

n(fya,b) ﬁ’znl J (z)dz.

Soit P € R,,[X]. Par unicité du polynéme d’interpolation de Lagrange, on a P = L, (P) et
b b
J P(z)dx = J L, (P)(z)dx

[5

gj)dx

= (b - a,) Z w:P(xz) = Qn(Pva’b)'

La formule de quadrature est donc exacte pour tout les polynémes de degré n au moins.

b. 11 suffit pour cela de démontrer que

b 1
5 i " L L} (x)dx = %fq L;(t)dt. (Ry)

On utilise le changement de variable

at+b b—a
x=(t) = 5 + 2t

ce qui correspond bien & z; = ¢(t;), Vi € [0,n]. On a alors

b e H(b)
jL;*(x)dx - j Lt o () (t)de
v~ Ha)

bh— 1
- “ J Liog(tyr

2
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Q.5

®5)

et

Tt)
Liop(t) = J
Tow(t) 311 o
J#i
_ 1T ) —e(ty)
iz ) = o(t5)
J#i
_ ﬁ (432 + 55t) — (3 + *5°t)
j=0 (aTb + IFTati) - (aTer + bgatj)
e
n t—t
= nt _tj_ = Li(t)
j=0 T
Jj#i

ce qui donne (R,)).

On suppose que w} = w;, Vi € [0,n].

Montrer que Q, est l'unique formule de quadrature élémentaire & (n + 1) points distincts dans [a,b] ayant pour degré
d’exactitude (2n + 1) précisement.

b—a

a+b .
+ Tt, on obtient

Soit P € Ry 41[X]. Avec le changement de variable x = ¢(t) = 5

[

P(z)dz = Js@

¢~ 1(a)

_b ; a4 fl P o o(t)dt. (R2)
et
Q,(P,a,b) = (b— a)izn;)w;l:’(xi)
=<b—a%meP@xw»
- 52saP o) (Rs)

Comme p € Ri[X],ona Pope Ran[X]El La formule de quadrature S,, étant de degré d’exactitue 2n + 1, on a alors

Sn(Poy)

[
[

La formule de quadrature élémentaire Q,, est donc de degré d’exactitude 2n + 1.

Par ’absurde on peut démontrer que Q, n’est pas de degré d’exactitude 2n + 2 car sinon S,, serait aussi de degré
d’exactitude 2n + 2.

Par ’absurde on peut démontrer que Q,, est unique car sinon S,, ne serait pas unique.

J_ll Pop(t)dt.

On en déduit en utilisant (Ra))
h—

a

P(x)dx

Sn(Poyp)

puis en utilisant (R3))
P(z)dx = Q,(P,a,b).

“Rappel: Soient P € R,[X] et Q € Ry[X], alors PoQ € Rpq[X].
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