Exercices associés au cours d’Analyse Numérique I[]
Résolution de systémes linéaires
Meéthodes directes

J

Références

[1] F. CUVELIER, Analyse numérique I, résolution de systémes linéaires, méthodes directes, résumé. fichier pdf, https:
//www.math.univ-paris13.fr/“cuvelier/docs/Enseignements/MACS1/AnaNumI/25-26/resume_RSLdirecte.pdfl

[2] F. CUVELIER, Analyse numérique élémentaire (version du 29 sep. 2025), Polycopié (téléchargement), 2025.

[3] F. CUVELIER, Analyse numérique I, rappels analyse et algébre linéaire, résumé., 2025. fichier pdf, https://www.math.
univ-parisl3.fr/"cuvelier/docs/Enseignements/MACS1/AnaNuml/25-26/rappels_Algebre_Lineaire_2x1.pdf.

1 Exercices cours

EXERCICE 1 : Résolution systéme triangulaire supérieur

Soient A € M,,(C) une matrice triangulaire inversible et b € C™.

Q.1
Ezxpliquer comment calculer x € C™, solution de Ax = b et expliciter les formules permettant de calculer [’ensemble des
composantes de x.
R. 1
On veut résoudre le systéme linéaire
Al,l e e Al,n T b1
0o - : : :
Az =b — =
0 ) 0 An,n L bn
On remarque que 'on peut calculer successivement x,,%,_1,...,21, car il est possible de calculer x; si on connait
Tit1,---,Tpy : C'est la méthode de remontée. En effet, on a

Vi e [1,’”], (A.’l?)l = bl

et donc, par définition d’'un produit matrice-vecteur,

Vi e [[l,nﬂ, Z A,JTJ = b,

j=1
Comme A est une matrice triangulaire supérieure, on a (voir Définition [B.2.24] dans [2] et [3])
V(i,j) € [1,n]?, i>j, A;;=0.

On obtient alors

i—1 n
Vi e [[1,77,]]7 b, = Z A,‘,’j Z; + A,ﬂm, + Z Aq;_’jxj
=15 j=it+1
= Ai,ixi + Z Aimjxlj. (Rll)

j=i+1

*Compilé le 2025/10/24 a 09:27:14.
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® 2

Ecrire la fonction ResTriSup permettant de résoudre le systéme triangulaire supérieur Az = b.

Algorithme 1 | Ry

Algorithme 1 | R,

successivement x,, T,—1, ...,T].

[ Résoudre Az = b en calculant

1: Pour i < n a 1 faire(pas de —1)
calculer x; connaissant x;11,...,2T,

I~ a l’aide de ’équation (R1.1]
3: Fin Pour
Algorithme 1 | R, Algorithme 1 | R,
1: Pour i < n a 1 faire(pas de —1) 1: Pour i < n a 1 faire(pas de —1)
[ Calculer z; connaissant x;+1,...,Tn n
N a l'aide de ’équation l| .\2; S Z A; jx;
3: Fin Pour g=i+l
3: Ti (bl — S)/Az,z

4: Fin Pour

Algorithme 1 | R,

Algorithme 1 | R3

1: Pour i < n a1 faire(pas de —1)

S «— i Ai“]‘CCj

j=i+1

2:
3 @y (b — S5)/ A
4: Fin Pour

1: Pour i < n a1 faire(pas de —1)

On obtient alors I’algorithme final

2 S0

L 3:] Pour j < i+ 1an faire
4: S — S+ A(i, j) = z(j)
5:| Fin Pour
6 Ty < (bz — S)/A1,2
7: Fin Pour

Algorithme 1 Fonction ResTriSup permettant de résoudre le systéme linéaire triangulaire supérieur inversible

Az =b.

Données : A
b : vecteur de R".

Résultat : = vecteur de R™.

1: Fonction £ < ResTriSup( A,b)

2:  Pour i — n a1 faire(pas de —1)
3 S <0

4 Pour j < ¢+ 1 an faire

5 S < S+ Ai,j) * 2())

6 Fin Pour

n i) < (b(i) — S)/AGi,i)

8:  Fin Pour

9: Fin Fonction

matrice triangulaire de M,,(R) supérieure inversible.

EXERCICE 2 : Matrice de permutation

Q.

1

Soit (4,7) € [1,n]?, i # j, on note plidl ¢ M, (R) la matrice identitée dont on a permuté les lignes i et j.

Représenter cette matrice et la définir proprement.



® 1

On note, dans toute la correction, P = Pg’j].
On peut définir cette matrice par ligne,

vre[l,n]\{i,5}, Prs = 0drs, Vse[l,n],
Pi,s = 5j,57 Vs e [1,71],
Pj,s = (51'757 Vs € [1,”]
ou par colonne
Vse [1,n]\{i,j}, Prs = 0drs, Vre[l,n],
P.; = 06,5, Vrel[l,n],
P = 0r; Vre[ln].
[ & Ne pas utiliser les indices i et j qui sont déja fixés dans la définition de la matrice P = P%’j I ]

On peut noter que la matrice P est symétrique. Pour la représentation, on suppose i < j. On effectue une représentation
bloc 5 x 5 avec des blocs diagonaux carrés sachant que tous les blocs non décrits sont nuls:

j—i—1

Soit A € M,,(C).On note A, le r-éme vecteur ligne de A et A, ; le s-éme vecteur colonne de A.

Q.2 -

a. Déterminer les lignes de la matrice D = P%’]]A en fonction des vecteurs lignes de A.

b. Déterminer les colonnes de la matrice E = APE’j] en fonction des vecteurs colonnes de A.
R. 2

a. On note D = PA. Par définition du produit matriciel on a

Dr,s = i Pr,kAk:,s-
k=1

On obtient, Vs € [1,n],

n

Dr,s = Z 6r,k'Ak,s = Ar,s; Vr e [[1,71}]\{2,]},
k=1

D;s = Z 0jkArs = Ajs,

k=1
n

e = D, OikArs = A
k=1

ce qui donne

D,. = A,.. Vre[l,n)\{s,j},
Di,: = Aj,:a
D;. = Ai.
Note: La notation D;; correspond au vecteur ligne (D;1,...,D;,) et D. ; correspond au vecteur colonne
Dy
D,




b. On note E = AP. Par définition du produit matriciel et par symétrie de P on a

n n
Er,s = 2 Ar,kpk,s = 2 Ar,kps,k~
k=1 k=1

& Ne pas utiliser les indices i et j qui sont déja fixés dans la définition de la matrice P = ng a1,

On obtient en raisonnant par colonne, Vr € [1,n],

Er,s = Z Ar,k(ss,k = Ar,57 Vs e [[1,71}]\{2,]},
k:l
By o= Z Ark0j ke = Ay j,
Er,j = Z Ar,k(si,k = Ar,i~
k=1

ce qui donne

E:,s = A:,s; Vs e [[Lnﬂ\{lvj}a
E, = A
E:,j = i
Q.3 o
a. Calculer le déterminant de P%’]].
b. Déterminer linverse de Pg’j].
a. det(P) = —1, si i # j et det(P) = 1 sinon.
b. Immeédiat par calcul direct on a PP = | et donc la matrice P est inversible et P~ = P.
EXERCICE 3 : Matrice d’élimination
Soit v € C" avec v; # 0. On note E[*] € M,,(C) la matrice triangulaire inférieure & diagonale unité définie par
100
—’Ug/’Ul ; 1 0 0
Elol _ 0 (3.1)
" o0
—Up /1 ; 0 0 1
Q.1
a. Caleuler le déterminant de E®I.
b. Déterminer Uinverse de EM].
R. 1

a. La matrice E[*! est triangulaire : son déterminant est donc le produit de ses éléments diagonaux (Proposition
de [2]) On a alors det(E) = 1.

b. Pour calculer son inverse qui existe puisque det(E[”]) # 0, on écrit E*] sous forme bloc :




t — . . , . ~
avec e = (—v2/v1,...,—v,/v1)" € C"~! On note X € M,,(C) son inverse qui s’écrit avec la méme structure bloc

avecae C,be C" ! ceC" et De M, (0C).
La matrice X est donc solution de E[*IX = I. Grace a Décriture bloc des matrices on en déduit rapidement la matrice
X. En effet, en utilisant les produits blocs des matrices, on obtient

L0 Nfal ¥ N [ xa 1 1xb¥"+0,,xD
ElIX = | : = |
e It c D exa+l, 1xe! exb*+1,.1xD
|
SR S A
- | .
ae+c. eb"+D
|
Comme X est Pinverse de E[?1, on a E[®IX = I et donc en écriture bloc
S B L0

Ceci revient a résoudre les 4 équations
a=1, b*=0°_,, ae+c=0,_1 et eb* +D =1,

qui donnent immeédiatement a =1, b =0,,_1, ¢ = —e et D = I,,_1. On obtient le résultat suivant

I
| I
| |
—€ i 1 € 1
|
| I

Soit A € M,,(C) avec A;1 # 0. On note A, ; le j-éme vecteur colonne de A et A;. son i-éme vecteur ligne. On pose

A=A,

Q.2

a. Soitv e C" avec vy # 0. Calculer A = EIA en fonction des vecteurs lignes de A.

b. En déduire que la premiére colonne de EMAA est le vecteur (A11,0,..., O)t i.e.

E[Al]Ael = A171€1 (32)

ol ey est le premier vecteur de la base canonique de C".

a. Pour simplifier les notations, on note E = EM41] et v = A;. Par définition du produit de deux matrices on a

Ay = 2 EikArj, V(i,j) e [1,n]
k=1

Quand ¢ = 1, on a par construction £ ; = 01 et donc
Ayj=Ar , Yje[ln] < A=A (R3.2)

Pouri>2,ona E;; = —2% et E; j, = ; , Yk € [2,n]. On obtient alors pour tout j € [1, n]

1

n n

~ Vi V;

Aij = BinAvg + ) EigAry = —— A + D) 0ipAig = —— Ay + Ay
k=2 v1 k=2 v1



ce qui donne pour tout i € [2,n]

U . - (s
Aij=Aij— EALJ', Viell,n] — Ai. = —U—lAl,; +A;, (R3.3)

En conclusion, la matrice A s’écrit

b. De (R3.2), on tire A;; = A;;. A partir de (R3.3) on obtient pour tout i € [2,n], A;; = A;q —
construction v; = A; ; pour tout j € [1,n], ce qui donne fl“ =0.
La premiére colonne de A est (1,0,...,0)".

ﬁA4171. Par

V1

EXERCICE 4 : Méthode de Gauss, écriture algébrique

Soit A € M,,(C) inversible.

Q.1
Montrer qu’il existe une matrice G € M,,(C) telle que | det(G)| =1 et GAey = aey avec o # 0 et ey premier vecteur de la
base canonique de C™.
R. 1
D’aprés le Lemme de |2]/Lemme [2.2| de [1], si A11 # 0, le résultat est immeédiat.
Dans I’énoncé rien ne vient corroborer cette hypothése. Toutefois, comme la matrice A est inversible, il existe au moins
un p € [1,n] tel que A, # 0. On peut méme choisir le premier indice p tel que |A, 1| = max;ep | 4i1| > 0 (pivot de
lalgorithme de Gauss-Jordan). On note P = PP la matrice de permutation des lignes 1 et p (voir Lemme m de
[2]/Lemme de [I). On a alors
|detP| =1 et P'=P.
Par construction (PA)1 = A, 1 # 0, et on peut alors appliquer le Lemme de [2]/Lemme [2.2|de [I] & la matrice (PA)
pour obtenir lexistence d’une matrice E € M,,(C) vérifiant det E = 1 et telle que
E(PA)Cl = Ap_rlel.
En posant G = EP et v = A, 1, on obtient bien GAe; = ae;. De plus, on a
| det G| = | det(EP)| = |det E x det P| = 1.
Remarque. La matrice G étant inversible, on a
Ar =b <= GAz =GCb
ce qui correspond a la premiére permutation/élimination de algorithme de Gauss-Jordan.
Q.2
a. Montrer par récurrence sur l'ordre des matrices que pour toute matrice A, € M, (C) inversible, il existe une matrice
S, € M, (C) telle que |detS,| =1 et S A, = U, avec U,, matrice triangulaire supérieure inversible.
b. Soit b € C". En supposant connue la décompostion précédente S,A,, = U, expliquer comment résoudre le systéme
A,z =b.
R. 2

a. On veut démontrer, par récurrence sur n > 2, la propriété suivante
(Pn)

VA, € M, (C) inversible, 3S,, € M, (C), |detS,| = 1, tel que la matrice U, £ S, A soit une triangulaire
supérieure inversible.

Initialisation : Pour n = 2. Soit Ay € M5 (C) inversible. En utilisant la question précédente il existe Gy € M3(C)




telle que |det Go| = 1 et GoAgse; = aey avec o # 0 et e; premier vecteur de la base canonique de C2. On note
Uy = G2As. Cette matrice s’écrit donc sous la forme

o= ()

et elle est triangulaire supérieure. Les matrices Gy et Ay étant inversible, leur produit Us l'est aussi. La
proposition (Ps) est donc vérifiée avec So = Go.

Hérédité : Soit n > 3. On suppose que (P,,_1) est vraie. Montrons que (P,,) est vérifiée.
Soit A, € M,,(C) inversible. En utilisant la question précédente il existe G,, € M,,(C) telle que |detG,,| = 1

et G,A,e1 = aye; avec a,, # 0 et e; premier vecteur de la base canonique de C". On note V,, = G, A,,. Cette
matrice s’écrit donc sous la forme

(e77% e o (0% E C, 1
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, qooo- T
v _ 0 ; ° ° a 0 !
Do R -
0 Do ° 0

otte, 1€ Cv1etB, 1 €M, 1(C). Comme G, et A, sont inversibles, V,, I'est aussi. On en déduit donc que
B,,—1 est inversible car 0 # detV,, = «,, x detB,,_1 et a,, # 0.

On peut donc utiliser la propriété (P,—1) (hyp. de récurrence) sur la matrice B, : il existe donc S,,_1 €
M,,_1(C), avec | det S,,_1| = 1, tel que la matrice U,,_1 = S,,_1B,,—1 soit une triangulaire supérieure inversible.
Soit Q,, € M,,(C) la matrice définie par

110 ... 0
0.
Q. = !
R S W
0!
On a alors
10 0N/ ani €y
0 01
: : Sn—l : Bn—l
0 0|
R . T W A n i eiy
= " i = ! i = U,
1 S,.1B,1 ol U
0 i 0 |

La matrice U,, est triangulaire supérieure inversible car U,,_; I'est aussi et «;, # 0.

On pose S,, = Q,,G,,. On a donc
SnAn = Un~

De plus, comme on a detS,, = detQ,, x detG,,, et detQ,, = det S,,_1, on obtient, en utilisant |det G, | = 1 et
Ihypothése de récurrence |detS,,_1| = 1, que

|detS,| = 1.
Ceci prouve la véracité de la proposition (Pp,).
b. Comme S,, est inversible, on a en multipliant a gauche le systéme par S,
Abx=b < S,A,x=S,b = U,z=S,b

Pour déterminer le vecteur z, on peut alors résoudre le dernier systéme par ’algorithme de remontée.

Q.3

Que peut-on dire si A est non inversible?



Si A est non inversible, alors dans la premiére question nous ne sommes pas assurés d’avoir a # 0. Cependant I'existence
de la matrice G reste avérée.
Pour la deuxiéme question, le seul changement vient du fait que la matrice U,, n’est plus inversible.

EXERCICE 5 : Vers la factorisation LU

Soit A € M,,(C) une matrice dont les sous-matrices principales d’ordre 4, notées A;, i € [1,n].
Montrer par récurrence sur 'ordre n de la matrice A qu’il existe une matrice E € M,,(C), triangulaire inférieure a diagonale
unité telle que la matrice U définie par
U=EA

soit triangulaire supérieure avec U;; = det A; /(U1 % - -+ x Uj—1,i-1), Vi € [1,n].

Correction Soit n > 2, on va démontrer par récurrence sur n la proposition suivante

(Pn)

Soit A € M,,(C). Si, pour tout i € [1,n], les sous-matrices principales d’ordre i de A, notées A;, sont inversibles, alors
il existe une matrice E € M,,(C), triangulaire inférieure a diagonale unité telle que la matrice U = EA soit triangulaire
supérieure avec U; ; = det A;/(Uy 1 x -+ x Uj_1 1), Vi € [1,n].

Initialisation: n =2 Soit A € M3(C). Si Ay = A1 # 0 et Ay = A inversible. On va construire une matrice E € My (C),
triangulaire inférieure a diagonale unité telle que U = EA soit triangulaire supérieure.

1 0\ (A1 Aip U1 Upo
EA = ’ ’ o ’ ) — U
(E2,1 1) (A2,1 A2,2> ( 0 UQ’Q)

On a donc Us; = 0= FE31A11 + Az1. Comme par hypothése, A1 # 0, on a Ea; = —As1/A11, ce qui donne

1 0\ [A11 Ao Agg Ajp
A= (2: 1) (A2,1 Aso) N\ 0 Ago— %AI,Q -u

On a alors
U1,1 = Al,l = det(Al),
U272 _ A272 o A2’1A172 _ A272A171 — A271A172 _ det A _ det AQ.
Aia Aia Uia Uia

Heérédité: Soit n > 3, on suppose que (P,—1) est vérifiee. Soit A € M,,(C). dont toutes les sous-matrices principales
d’ordre i de A, notées A;, i € [1,n] sont inversibles. On décompose la matrice A sous la forme bloc

An—l! g
A_< f* iAn,n>

avec A,_1 € M,,_1(C), fe C" ! et g e C" 1. Comme les n — 1 premiéres sous-matrices principales de A sont les n — 1
sous-matrices principales de A,,_1, ces derniéres sont, par hypothése, inversibles. Par hypothése de récurrence sur A,,_1,
il existe une matrice E,,_; € M,,_1(C), triangulaire inférieure a diagonale unité telle que la matrice U,,_1 = E;,_1A,,_1
soit triangulaire supérieure.

On va construire (si possible) une matrice E € M,,(C), triangulaire inférieure a diagonale unité telle que U = EA soit
triangulaire supérieure. La matrice E s’écrit sous forme bloc

X1 0
= (G )

avec X,,_1 € M,,_1(C) triangulaire inférieure & diagonale unité et h € C* 1.

anl ; 0 An—l E g Xn—lAn—l : Xn—lg
EA = BT T = "'i""'"'"?k"f'"*' """"""
h ! 1 f ! An,n h An—l + f ! h g+ An,n

Pour que la matrice EA soit triangulaire supérieure, il faut que X, _1A,_1 soit triangulaire supérieure et A*A,,_1+f* = 0.
En choisissant X,,_1 = E,,_1, on a U,,_1 = X,,_1A,_1 triangulaire supérieure. La matrice A,,_; étant inversible, on a

On a alors



On obtient donc

EA — ,,E,@:l,;,(,],_ ,,'A,‘@:l,,g,,,g,,,. _ ,,L,JZL,—,LL,,,,E,@T}:‘J,,,,. _
B h* : 1 f* : An,n B 0 ' An,n _h*g B

On a donc construit une matrice triangulaire inférieure a diagonale unité, E, telle que U

supérieure. Par construction, on a

U’i,j = (U”—l)i,j7 V(’L,]) € [[1,7’1 - 1ﬂ2
et donc, par hypothése de récurrence sur U, _1, on obtient
U@i = det Ai/(Ul,l X e X Ui—l,i—1)7 Vi e [1,7} — 1]].

De plus on a,

det(EA) = det(E) det(A)
= det(A) car E tri. inf. a diag. unité
= det(A,). car A, = A.
et
det(U) = 1_[ Uk k car U tri. sup.
k=1
n—1
= Un,n H Uk,k

k=1

EA soit triangulaire

Comme U = EA, on en déduit que la matrice U est inversible (car E et A le sont), que ses coefficients sont non nuls et,

en prenant le déterminant:
n—1
det(A,) = Unn | | Uk
k=1

et donc det(A
Unn = %
k=1 Uk,

La proposition (P,) est donc vraie.

Conclusion: On a démontré par récurrence que la proposition (P,,) est vraie pour tout n > 2.

EXERCICE 6 : factorisation LDL*

Soit A € M,,(C).

Q.1

Montrer que s’il existe L € M, (C), matrice triangulaire inférieure a diagonale unité, et, D € M,,(R), matrice diagonale
a coefficients diagonaux strictement positifs, telle que A = LDL* alors A est hermitienne définie positive.

@)

D € M, (R), matrice diagonale a coeffcients diagonaux strictement positifs.
La matrice A est alors hermitienne car

A* = (LDL*)* = (L*)*D*L* = LDL*.

De plus Yz € C™\{0} on a
(Az,z) = (LDL*z,z) = (DL*z, L*z)
On pose y = L*x # 0 car & # 0 et L* inversible. On obtient alors
(Az,z) = (Dy,y) = Z Diilyil* >0
i=1

car D diagonale, D;; > 0, Vi€ [1,n] et y # 0.
La matrice hermitienne A est donc bien définie positive.

Soit A € M,,(C) admettant une factorisation LDL* avec L € M,,(C), matrice triangulaire inférieure a diagonale unité, et,



Q.2

Montrer que si A est hermitienne définie positive alors il existe L € M,,(C), matrice triangulaire inférieure a diagonale
unité, et, D € M, (R), matrice diagonale & coefficients diagonaux strictement positifs, telle que A = LDL*.

®2)

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne définie positive.

D’apres le Corollaire de [2]/Corollaire de [I], la matrice A admet une unique factorisation LU.

D’aprés le Théoréme [3.1.6|de [2]/Théoréeme 2.8 de [1], la matrice hermitienne A peut alors s’écrire sous la forme A = LDL*
ou D est diagonale & coeflicients réels et L triangulaire inférieure & diagonale unité.

Il reste a démontrer que D, ; > 0, Vi € [1,n].

Comme A est définie positive, on a Vz € C"\{0}, (Az,z) > 0. Or on a

(Az,z) = (LDL*z,z) = (DL*z, L*z)

On note {e1,- - , ey}, la base canonique de C™ et on rappelle que Vi € [1,n], (De;,e;» = D, ;. Soit i € [1,n]. En choisissant
x = (L*)"e; # 0, on obtient alors
<DL*$, L*£L‘> = <Dei,ei> = Di,i > 0.

EXERCICE 7 : factorisation de Cholesky

Soit A e M, (C).

.1

Montrer que si A admet une factorisation factorisation réguliere de Cholesky alors A est hermitienne définie positive.

® 1)

Q.2

Soit A € M,,(C) admettant une factorisation réguliére de Cholesky A = BB* avec B est une matrice triangulaire inférieure
inversible.

La matrice A est hermitienne car
A* = (BB*)* = (B*)*B* = BB* = A.

Soit ¢ € C"\{0}, on a
(Az,z) = (BB*z,z) = (B*z,B*z) — |B*z|* > 0

car B*z # 0 (B* inversible et & # 0). Donc la matrice A est bien hermitienne définie positive.

Montrer que si A est hermitienne définie positive alors elle admet une factorisation factorisation réguliére de Cholesky.

&2

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne définie positive.
D’aprés le Corollaire de [2]/Corollaire de [1], il existe alors une matrice L € M, (C) triangulaire inférieure a
diagonale unité et une matrice D € M,,(R) diagonale & coefficient strictement positifs telles que

A= LDL*
On note H € M,,(R) une matrice diagonale inversible vérifiant H*> = D (i.e. H;; = ++/D;; # 0, Vi € [1,n]). On a alors
A = LHHL* = (LH)(LH)*

En posant B = LH, la matrice B est bien triangulaire inférieure inversible car produit d’une matrice triangulaire inférieure

inversible par une matrice diagonale inversible et on a A = BB*.

Q.3
On suppose que A est hermitienne définie positive.
a. Montrer que A admet une factorisation positive de Cholesky.
b. Montrer que cette factorisation est unique.

a. En choisissant, dans la question précédente,

Vie[l,n], H;;=+/Di;>0,
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la matrice B = LH triangulaire inférieure a alors pour éléments diagonaux

Vi e [[1,nﬂ, Bi,i = Hl‘ﬂ' > 0.

b. Montrons qu’'une factorisation positive de Cholesky est unique. On propose ici deux démonstrations.

e lére démonstration.
Soient By et By deux factorisations positives de la matrice A, on a donc

A = BB = B3Bj.
En multipliant & gauche par B;! et a droite par (B’l")'1 cette équation on obtient
B;'B1 = B (BY) " = B(Bi")" = (Bi'By)”
En notant G & B;'B1, on tire de I’équation précédente
G=(GhH*" (R7.4)

Or, on a
e Proposition de [2]: Tinverse d’une matrice triangulaire inférieure a coefficients diagonaux réels stricte-
ment positifs est aussi une matrice triangulaire inférieure a coefficients diagonaux réels strictement positifs.
e Proposition de [2]: le produit de matrices triangulaires inférieures a coefficients diagonaux réels
strictement positifs reste triangulaire inférieure a coefficients diagonaux réels strictement positifs.
On en déduit que les matrices G = B3!B; et G = B;'B; sont triangulaires inférieures a coefficients diagonaux
réels strictement positifs.

De plus I'équation (R7.4) identifie la matrice triangulaire inférieure G & la matrice triangulaire supérieure
(G™1)* : ce sont donc des matrices diagonales & coefficients diagonaux réels strictement positifs et on en déduit

CRNSCE
et ]
Vie [1,n], (G‘l)iﬂ, =6~ 0.
De 'équation (R7.4), on obtient alors G = G™* et donc
Vie[l,n],G;; = & > 0.

On en déduit alors que G = | et donc
B;'B; = I
c’est a dire B3t est I'inverse de By qui est unique, donc By = Bs.

e 2éme demonstration.
Soient B et C deux factorisations positives de la matrice A, on a donc

A = BB* = CC*.
En multipliant & gauche par C! et a droite par (B”‘)'1 cette équation, on obtient
c'B=C*B*) ' =Cc*BH* = (BC)" (R7.5)

Or, on a

e Proposition [B.2:8|de [2]: Soit T € M,,(C) triangulaire inférieure inversible (ses coefficient diagonaux sont
non nuls). Son inverse est aussi triangulaire inférieure et, Vi € [1,n], T;li = Tl
On en déduit que les matrices B! et C! sont triangulaires inférieures a coefficients diagonaux réels
strictement positifs.

e Proposition [B.2.7de [2]: Soient T € M,,(C) et L € M,,(C) triangulaires inférieures. Alors TL est triangu-
laire inférieure et, Vi € [1,n], (TL);,;, = T, L.
On en déduit que les matrices C™B et B-C sont triangulaires inférieures a coefficients diagonaux réels
strictement positifs.
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De plus 'équation (R7.5) identifie la matrice triangulaire inférieure C*B & la matrice triangulaire supérieure
(B‘lC)* : ce sont donc des matrices diagonales & coeflicients diagonaux réels strictement positifs. On en déduit,
Vi e [1,n],

(C_lB)ii = ((B_lc)*)ii e CzT}iBi,i =B 1¢Ci,z'

Comme les coeflicients diagonaux sont réels, on obtient
-1 -1
CiiBii = BiCis

ce qui est équivalent &
2 c2
Bi: = Ci.

Or les coefficients diagonaux sont strictement positifs donc, on obtient
Vi e [[l,n]], Bi,i = Cz,z
On en déduit que les coefficients diagonaux des matrices diagonales C™'B et (B-1C)* vérifient

Vie [1,n], (C'B) (B*O)"),, =1

Elles s’identifient donc a la matrice identité et on a alors B = C. Ce qui démontre 'unicité.

EXERCICE 8 : Propriété de la matrice élémentaire de Householder

Q.2

® 2

Soit w € C™ tel que |u[, = 1. On note H € M,,(C) la matrice définie par

H=1-2uu*.
a. Montrer que H est hermitienne.
b. Montrer que H est unitaire.
a. Cette matrice est hermitienne car
H* = (I — 2uu™)™ = | — 2(uu®)™ = | — 2uu™ = H.

b. La matrice H est unitaire si H*H = 1. On a
H*H = HH = (1 — 2uu™)(l — 2uu™)
= | — duu* + duu*un®.
Or, par hypothése, on a u*u = [luf, = 1 et donc
H*H = | — duu™ + du(u*u)u™ = 1.
Soit z € K". On note & = proj, (z) £ (u,z)u ct T, =z — ).
Montrer que
H(z -‘rIL'”) =T —Z|.

et
Hr =z, si {x,u)=0.

On note que par construction (u,z ) = 0. En effet, on a

(u,z1) = (u,z —2))
= (u,z)y — (u,x)))
= (u,z) — (u,{u,r)u)y
= (u,x) — (u,z) {u,u)

=0 car (u,u) = |ul; =1.
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On a alors

Hu)(z, +z)) = (I - 2uu™) (2L + ) =21, + ) — 2u u’z; —2uu’z)
——
-0
_ _ * — _ *
=z, +z — 2wt ((u,x)u) =z, +z — 2, z)u uu
=1
=T+ -2

=$J_—m“.

Si{x,uy=0alorsz =0etx=x,.

EXERCICE 9

Soient a et b deux vecteurs non nuls et non colinéaires de C" avec ||b|, = 1. On va chercher a € C et u € C", |ul, = 1,
vérifiant
H(u)a = ab, avec H(u £ | — 2% u*u e M, (C). (9.1)

Q.1
Montrer que si « et u vérifient (9.1)) alors
a. on a
| = |al, (9.2)
b. on a
a—2{u,a)u = ab (9.3)

c. on en déduit que
<a’a a> -« <a7 b>

oy = B

R. 1
Par la suite, on pose H = H(u) pour alléger les notations.

a. On a
la|2 = (a,a) = (H*Ha,a) car H unitaire
= (Ha,Ha) par définition du produit scalaire
2 2 2
= [Hal; = [ad]; = |of* [b]; = |a/*.

b. Pour établir (9.3]), on écrit

H(u)a = ab < (I — 2uu*)a = ab
<« a—2u(u*a) = ab

— a—2{u,a)u = ab
c. En effectuant le produit scalaire (& gauche) avec a de (9.3]), on obtient

(a,a) — 2{u,a){a,uy = ala,b)

ce qui prouve ((9.4).
Nous allons maintenant établir une condition pour que (9.4) ait un sens.

Q.2
On suppose que arga = —arg({a, b)) [r]

a. Montrer que a{a,b) € R.
b. Montrer que {a,ay — a{a,by € R**.
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Q. 3

@3

a. On a par définition de Pargument a = |a|e'®8* et (a,b) = |{a,b)|e**8(@®) ce qui donne
aa,by = |af|{a,b) e'mEatarl@t) (R9.6)
et donc a{a,b) est réel si arga + arg({a, b)) = 0 [r].
b. On vient de demontrer que a{a,b) € R et donc {a,a)— a{a,b) € R. Il reste donc & montrer que {a,a)—a{a,b) > 0.

e Siarga = —arg({a,b)) + 7 [27], alors de (R9.6)) on obtient a{a,by < 0 et donc {a,a) — «{a,b) > |a|, > 0 car
a #0.
e Siarga = —arg({a,b)) [27], alors de (R9.6|) on obtient «{a,b) = 0.

Comme les vecteurs a et b ne sont pas colinéaires, on a inégalité stricte dans Cauchy-Schwarz :

[<a,b)| < llal, [b]l, = [al, -

On obtient donc
2
0 < ala,b) < |af[<a,b)| < |al|a], = |al;

Attention, dans ce cas {a,a) — a{a,b) peut-étre trés petit.

Soient o et w vérifiant (9.1). En déduire que si arga = — arg({a,b)) [7] alors w est donné par

1

u = m(a — ab). (9.5)

et ul, = 1.

On peut noter que (u,a) # 0 car sinon, d’aprés (9.3), @ = ab or par hypothése a et b sont non colinéaires. On obtient
alors immeédiatement (9.5) a partir de (9.3)

Veérifions que |u|, = 1. On a
1

W<a—ab7a_ab>

2
lully = (u,u) =
En utilisant (9.4)), on obtient

4 (u,a)|* = 2(¢a,a) — a{a,b))
= 2|a|; - 2a(a,b)
De plus, on a
{a — ab,a — ab) = {(a,a) — a(b,a) — ala,b) + |a|*(b,b) = HaHg —a{b,a) — ala,b) + |a|?
= 2|a|; —ab,a)— ala,b)
= 2|a|} - 2a{a,b) car ala,b) = (ala,b)) = alb,a)e R

On en déduit donc que |uf, = 1.

EXERCICE 10

.1

Soient a et b deux vecteurs de C™ avec |b], = 1.

Soit o€ C tel que |a| = |a, et arg(a) = —arg({a,b)) + dm avec § € [0, 1].
a. On suppose que a = \b, A € C*, (i.e. a et b colinéaires). Exprimer a — ab en fonction de X\ et b.

b. Que peut-on dire si a est nul?

a. On a
laly = [Al[B]y = |Al

et
(b,ay = (b, \b) = \<{b,b) = \.
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.2

On rappelle que (b,a) = {a,b) et, Vz € C, arg(z) = —arg(z). On a alors

arg(a) = —arg({a,b)) + om
= arg((b,a)) + 0w
= arg(\) + om.
On a alors
e avec 6 = 0,
o = |a|e1,arg(a) _ ‘)\|ezarg()\) =\
ce qui donne
a—ab=0,
e avec § = 1,
o = \a|el arg(a) _ |>\|ez(arg()\)+7r) -\
a— ab = 2\b.

b. Sia est nul, onaa=0eta—ab=0.

Ecrire la fonction algorithmique Householder de parametres a, b et ¢ € [0, 1] retournant une matrice S € M,,(C) unitaire

et a € C telles que
e sia—<{b,ayb=0 (i.e. a nul ou colinéaire a b) alors S est la matrice identitée et o« = 0,

e sinon a est le nombre compleze défini en Q. 1 (dépendant de &) et S est la matrice élémentaire de Householder
S_H ( a—ab >
la — abl,

telle que Sa = ab.
Des fonctions comme dot(a,b) (produit scalaire de deuz vecteurs), norm(a) (norme 2 d’un vecteur), arg(z) (argument d’un
nombre complexe), eye(n) (matrice identitée de M,,(C) ), matprod(A, B) (produit de deux matrices), ctranspose(A) (adjoint

d’une matrice), ... pourront étre utilisées
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Q. 3

®3)

Q. 4

® 3

Algorithme 2 fonction [S, «] < Householder(a,b, §).

Retourne une matrice S € M,,(C) unitaire et o € C telles que
e sia —<b,a)b =0 (i.e. a nul ou colinéaire a b) alors S est la matrice identitée et o = 0,
e sinon « est le nombre complexe défini par
la| = laf, et arg(a) = —arg((a,b)) + o,
et, S est la matrice élémentaire de Householder
S_H ( a—ab >
la — ab|,

telle que Sa = ab.

Données : a,b : deux vecteurs de C" non nuls et non colinéaires.
) 0 ou 1, permet de déterminer .
Résultat : S : matrice de Householder ou indentité dans M,,(C),
« nombre complexe , de module |a|, et d’argument — arg({a,b)) + o7.

1: Fonction [S, o] < Householder( a,b,d )

2. ba « dot(b,a) > dot(b,a) : b*a
3:  Sinorm(a —baxb) < le — 15 alors

4 S «—eye(n), a0

5. Sinon

6 a — norm(a) * exp(i = (0 = m + arg(ba)))

7 U—a—axb

8 U «— ’u,/norm('u,)

9 S « eye(n) — 2 * matprod(u, ctranspose(u))
10:  Fin Si

11: Fin Fonction

Proposer un programme permettant de tester cette fonction. On pourra utiliser la fonction vecrand(n) retournant un
vecteur aléatoire de C™, les parties réelles et imaginaires de chacune de ses composantes étant dans 10, 1[ (loi uniforme).

n < 100

a < vecrand(n)

b < vecrand(n)

b — b/norm(b, 2)

[H, o] < Householder(a, b, 0)
error < norm(H *a — o * b, 2)

Proposer un programme permettant de vérifier que 6 = 1 est le "meilleur” choix.

Ici, Vobjectif est d’illustrer le fait qu’avec a presque colinéaire a b, on a (voir Q. 1)
e sid=1,alorsa—ab~2<b,a)db
e si 0 =0, alors @ — ab ~ 0 et ceci est source d’ennuis numériques (précision machine) lors du calcul du vecteur

a—ab
la — ab“zl

1: n < 100

2: b <« vecrand(n)

3: b < b/norm(b, 2)

4: @ < b + tol  vecrand(n)
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5: [Hy,a1] < Householder(a, b, 1)
6: [Ho, o] < Householder(a, b, 0)
7: error(Q) < norm(Hp * @ — ag * b,2)/(1 + abs(ay))
8: errorl < norm(H; *a — oy % b,2)/(1 + abs(ay))

Dans la figure qui suit, on représente en échelle logarithmique, et, en fonction de 'ordre des matrices, ’erreur obtenue
avec 6 = 1, 6 = 0 et tol = le — 12 lors de 'utilisation de la fonction Householder avec un vecteur a presque colinéaire a b.
En Figure [2] la représentation est faite avec tol = le — 6.

10-10, 4

10-12, 4

‘ Ha — u])‘ g/(l + ‘u‘)

10-14 L 4

10-16, I

10718 |
10? 10° 10*
n

Figure 1: Choix de a dans Householder : erreur relative en norme Ly avec tol = le — 12

10'1‘\

10-13, LY

i

1

I
g4l \.
1014 ‘\'l‘\'

‘ Ha — u,f)‘ g/(l + ‘u‘)

10'15, 4

10'16 L —M
—_J

1017 ‘
10? 10° 10*
n

Figure 2: Choix de a dans Householder : erreur relative en norme Lo avec tol = le — 6

EXERCICE 11

Soit @ € C™ non nul et non colinéaire & e, premier vecteur de la base canonique de C™.
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Montrer qu’il existe u € C™
H(u)a = —[af, e' Ve, (11.1)

Correction Avec b = ej, on est sous les conditions du théoréme de [2]/théoréme de [I]. On défini alors a € C tel
que

la| = |la|, et arga = —arg{a,b)+ dm, avec d e [0,1].
On a donc
arga = —arg(ay) + 0m = arg(ay) + om.

le choix § = 1 étant numériquement préférable (voir Exercice ...) Le théoréme permet alors d’affirmer que
a—ab
H () a=ab
la — abl,

a—ab = a-— |o¢|e”rg(a)el
a— Ha’HQ ez(arg(a1)+67r)el

Or,on a

Avec le choix § = 1, on obtient
a—ab=a-+|al,e e,

On obtient alors

( a+ [a], e el e

a=—la ezarg(al)e
Ha+ |a261arg(a1)el}2> H ”2 1

EXERCICE 12

Soit A, € M, (C) une matrice. Il existe une matrice unitaire U, € M, (C) et une matrice triangulaire supérieure
R, € M,,(C) telles que
UnA, =R, (12.1)

Q.1
Démontrer par récurrence que ¥n € N, n = 2, (P,,) est vraie.

® 1

e Initialisation : on va montrer que (Pz) est vraie
Soit A € M3(C). On note a = A. ; (premiére colonne de A) et b = (1,0)".

— Sia # 0 et si a non colinéaire a b, on est sous les conditions du théoréme de [2]/théoréme de [1]. On
défini alors a € C |a| = [la|, et arga = —arg{a,b) + dm (choix § = 1 préférable) Dans ce cas on a

H <a—ab) 0= ab.
Ha - abHQ

On pose U =H (ﬁ) qui est une matrice unitaire.
2
— Sia =0 ousia est colinéaire a b, alors az = Ay 1 = 0 et on pose U = |, qui est unitaire, et o = a1(= A1 1).

Dans les 2 cas, on obtient

UA=U( A:,l ‘ A:,2 >= ( UA:,I ‘ UA:,2 ) = ( ab ‘ UA;,Q ) = ( g

UA.» ) ~-R

ou R est triangulaire supérieure et la matrice U est soit I'indentité, soit une matrice élémentaire de Housholder.

e Hérédité : soit n = 2, on suppose que (P,_1) est vérifiée, on va alors montrer que (P,) est vraie.

Soit A € M,,(C). On note @ = A, ; € C" (premiére colonne de A) et b = eq, premier vecteur de la base canonique
(VZ € [[1,71], bi = 51,,').
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— Sia # 0 et si a non colinéaire a b, on est sous les conditions du théoréme de [2]/théoréme de [1]. On
défini alors a € C |a| = [la], et arga = —arg{a,b) + om (choix § = 1 préférable) Dans ce cas on a

" <a—0b> o — ob.
la — ab|,

On pose H=H (ﬁ) qui est une matrice unitaire.
2

— Sia = 0 ou si a est colinéaire a b, alors Vi € [2,n], a; = A;; = 0. On pose H = I, qui est unitaire, et
o = 0,1(: A171).

Dans les 2 cas, on obtient

HA

H(Ax [Agz | .. [A, )= (HA,L |HA, | ... |HA, )
( aeq ‘ HA:72 ‘ ‘ HA:JL )

On en déduit que HA s’écrit aussi sous la forme

e
0
HA = An—l
0
o A,—1 € M, _1(C). On peut donc appliquer & A,,_; 'hypothése de récurrence: 3U,,_1 € M,,_1(C) unitaire et
R, —1 € M, _1(C) triangulaire supérieure telles que
U, 1An1 =R, 1.

On défini alors

1|0 0
0
Sl e
0
On a
1 ‘ 0 0 1 ‘ 0 0 1 ‘ 0 0
o | 9 [
- : Up—1 : Un_y : Un—1Uj_y
0 0 0
Comme U,,_; est unitaire, on en déduit que U est aussi unitaire. On a alors
1 ‘ 0 0 « ‘ ° ° « ‘ ° °
0 0 0
Vi) =y, | A | ] UniAe
0 0 0
oo .
= O “R, € M,(C)
: Rn-1 " e
0

Comme R,,_1 est triangulaire supérieure, on en déduit que R,, est aussi triangulaire supérieure. On pose U,, = UH.
Cette matrice est unitaire, car produit de deux matrices unitaires, et on a

U,A =R,.

La proposition (P,) est donc vérifiée.

e Conclusion : on vient de démontrer par récurrence que, Yn € N, n > 2, (P,,) est vraie.

.2
Soit A € M,,(C). Montrer qu’il existe une matrice unitaire Q € M,,(C) et une matrice triangulaire supérieure R € M,,(C)
telles que

A = QR.
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D’aprés la proposition (P,,), Il existe une matrice unitaire U € M,,(C) et une matrice triangulaire supérieure R € M, (C)

telles que
UA =R.

Comme U est unitaire, on a U* = U~! et donc
A = U*R.

En posant Q = U*, qui est unitaire, on obtient le résultat demandé.

(Qn)

Soit A,, € M, (R) une matrice. Il existe une matrice orthogonale U,, € M,,(R) et une matrice triangulaire supérieure
R, € M, (R) telles que
U,A, =R,. (12.2)

Q.3
La proposition (Q,,) est-elle vérifiée pour tout n = 27 Justifier.

La proposition (Q,,) est toujours vérifice. En effet, en reprenant la démonstration par récurrence dans le cas complexe,
on peut noter que toutes les matrices sont réelles y compris les matrices de Householder utilisées car les coefficients «
sont nécessairement réels (arg a« = —arg{a,by + 0w = d7), et Les matrices unitaires réelles sont orthogonales.

Q. 4
Soit A e M, (R).

a. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale Q € M, (R) et une matrice triangulaire supérieure R € M, (R) telles
que
A=QR.

b. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale Q € M, (R) et une matrice triangulaire supérieure R € M, (R) a
coefficient diagonaux positifs ou nuls telles que
A =QR.

c. On suppose A inversible. Montrer qu’il existe une unique matrice orthogonale Q € M,,(R) et une unique matrice
triangulaire supérieure R € M, (R) a coefficient diagonauz strictement positifs telles que

A = QR.

a. D’apreés la proposition (Q,,), Il existe une matrice orthogonale U € M,,(R) et une matrice triangulaire supérieure
R e M, (R) telles que
UA =R.

Comme U est orthogonale, on a U* = U™! et donc
A = U'R.
En posant Q = U*, qui est orthogonale, on obtient le résultat demandé.

b. D’aprés la proposition (Q,,), Il existe une matrice orthogonale Ue M, (R) et une matrice triangulaire supérieure
R e M, (R) telles que
UA =R.
Soit S lapplication telle que S(x) = —1, si < 0 et S(x) = +1, si = 0. Soit D € M,,(R), la matrice diagonale
telle que Vi € [1,n], D;; = S(R;;). Cette matrice est orthogonale.
On a alors N N
DUA = DR.

On pose U = DU et R = DR. Comme le produit de deux matrices orthogonales est une matrice orthogonale, la
matrice U est orthogonale. La matrice R est triangulaire supérieure car le produit d’une matrice diagonale par une
matrice triangulaire supérieure est une matrice triangulaire supérieure. De plus, pour tout i € [1,n], on a

Rii= Di,iﬁi,i = S(ﬁi,i)ﬁi,i = ‘ﬁi,i| = 0.

En posant Q = U*, on obtient le résultat souhaité.
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c. On vient de démontrer, en Q. El, qu’il 1 existe une matrice orthogonale Q € M,,(R) et une matrice triangulaire
supérieure R € M,,(R) a coefficient diagonaux positifs ou nuls telles que A = QR.

Comme A inversible, on a
det(A) = det(Q) det(R) # 0.

On en déduit que det(R) # 0. De plus, R étant triangulaire supérieure, on obtient

det(R) = HRZJ #0 <<= Vie [[1,n], Ri,i # 0.
i=1
et donc, tous les coefficient diagonaux de R sont strictement positifs.

Pour montrer I'unicité d’une telle factorisation, on note Q1, Q2, deux matrices orthogonales et Ry, Ry, deux matrices
triangulaires & coefficients diagonaux strictements positifs telles que

A =Q:R; = Q2R

On a alors N
I = AA™ = QiR (Q2R2) " = Q1RIR;" Q5

et donc
Q'Qz =RiRy' = T.

Comme Q; est orthogonale on a T = Q%Qs et
T°T = (Q1Q2)"QEQs = Q5Q:Q5Q2 = .

La matrice T est donc orthogonal. De plus T = R;R3" est une matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux
strictement positifs puisque produit de triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs. La
matrice | étant symétrique définie positive, d’aprés le Théoréme 3.15(factorisation positive de Cholesky) il existe
une unique matrice L triangulaire inférieure a coefficients diagonaux strictement positifs telle que LL* = I. Cette
matrice L est évidemment la matrice identité. On en déduit que T = L* = | et donc Q; = Q5 et Ry = R,.

EXERCICE 13

Soit A € M4+, (C) la matrice bloc

m n

m{ U |F
A= lTETV |

On note v = V. ; € C" le premier vecteur colonne de V et on suppose que v est non nul et non colinéaire a e} (premier
vecteur de la base canonique de C™).

Expliciter, en fonction de v, le vecteur u € C", |[u|, = 1, tel que

Hu)v = ae?, avec Hu) £ | — 2uu*.

R. 1
On a N
u= % avec o = [[v]|, e' @7 aree)) 5 e (0,1}
lv — aer|
Comme (v,e}) =77 et arg(z) = —arg(z), on obtient
o= HUH2 ez(arg(m)-‘réw)
ce qui donne avec le choix § = 1
o= ol e,

Q.2

z
Soient x € C™ ety € C". On pose w = <T> € C™*". Déterminer H(w) en fonction de H(z) et de H(y).
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On a
Hw) = Ly, — 2ww®
Im om,n z * *
- (om I, )‘2<y>(”” v )
_ Im Om,n 9 rx* (Ey*
N 0 n,m | n B yx * vy *
B H(z) —2zy*
B —2yz* | H(y)
Q. 3
0,
On pose w = u e Cmtn,

a. Déterminer H(w)A en fonction de H(u).

b. Que peut-on dire de particulier sur le bloc (2,2) de H(w)A?

a. De la question précédente, on déduit

On obtient alors

=S

S

>

[l

VR
EN
3|3
I O
Qb
|3
~—
VR
m| C
<|/m
~

e I °

0 P )
H(u)V =

(’) P °

EXERCICE 14

Soit A e M,(C).

Q.1
Expliquer comment construire une matrice H € M,,(C) unitaire, produit d’au plus n — 1 matrices élémentaires de House-

holder, et, R € M,,(C), triangulaire supérieure telles HA = R.

® 1

Remarque. Soient A € M, (C) et j € Mi(n). On dit que la colonne j de A est colonne supérieure si, Vi €
[7+1,n], A;; =0, c’est a dire
A:,j = Vect (eq,...,€;).

En notant Al%) = A, I'idée générale est la suivante:
Pour j allant successivement de 1 & n — 1, on va déterminer HUI € M,,(C) unitaire, pour que la colonne j de Al
HUIAL =1 s0it colonne supérieure sans modifier les colonnes 1 & j de A—11,

def

Etape 1: il faut déterminer H' e M, (C) unitaire, pour que la colonne 1 de AT & HITAL soit colonne supérieure .
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o Si A[Ol] est nulle ou colinéaire a e; alors on prend HIl = 1,, qui est unitaire.

e Sinon, A[Ol] est non nulle et non colinéaire & e; : on est sous les hypothése du corollaire de [2]/ corollairem
de [I] avec a = A.[Ol].

On en déduit alors qu’avec le vecteur u; € C” donné par

a— af, e e e,

U1 =
" Ja—lalyereen],
ona
H(us)a = — laf, e =@ e,
En posant H; = H(u1) et a1 = — |a, e*®8(31) | on obtient
(o5} | @ - )
11 de 0 O @ - )
AT & Al = : :
0 [ YR )

Etape 2: il faut déterminer H?! e M.,,(C) unitaire, pour que la colonne 2 de ARl £ HI2IART s6it colonne supérieure sans
modifier la colonne 1 de AlY. Pour cela on va utiliser le corollaire de [2]/corollaire de [0 en posant

1 n—1
1/ U| F
A= ( = ) avec U=ay, E=0,_1,, F=A'l  v=all

e SiV.; € C"!, est nulle ou colinéaire & e?_l, premier vecteur de la base canonique de C"~!, alors on pose
H[2 = 1,, qui est unitaire.

e Sinon, V.1 € C"!, est non nulle et non colinéaire & e?il, et le corollaire peut s’appliquer. On en déduit alors
quavec le vecteur us € C*~1 donné par

n—1
Vl,: — (x2€;

Uy = ————— avec ay = — |Vq .| et2e(Vi1)
[Vi: = azei ™| ’
on a H(uz)Vi,. = age?fl et donc
[} | @ - )
0 [ YR )
Hlu2)V =1 :
O [ YR °
De plus, en posant
0 1 | Ocevennns 0
(2] v
wo = s eC" et H = H(’wg) = H(UQ) € Mn(@)
0

on a




Etape j: il faut déterminer HUl € M,,(C) unitaire, pour que la colonne j de AUl £ HUIAL=1 soit colonne supérieure
tout en ayant les (j — 1) premiéres colonnes identiques a celles Ab—1]
Pour cela on utilise le corollaire de [2]/corollaire de [I] en posant, p=j—1,¢g=n—pet

. . al. .... ........ .
s/ UI|F 0 e - -
Ali=1] i("f v > avee U= | o "ot [ E=0y, F=AVt v=pbll
. .. . e
O ...... 0 -.OZJ,1

e SiV.; € €Y est nulle ou colinéaire a e, premier vecteur de la base canonique de €, alors on prend HUT =1,
qui est unitaire.

e Sinon, V. ; € C%, est non nulle et non colinéaire & e, et le Lemme peut s’appliquer. On en déduit alors qu’avec
le vecteur u; € C¢ donné par

V1 . aje'f \%
u; = —— = avec a; = — ||V erars(Vi)
T Vi — aged] ’ 2
on a H(u;)V; . = aje] et donc
a] | Y, °
0 P PY
H(u;)V=|
0 I Y
De plus, en posant
0,
w; = | — [eC et HUI = Hw,) = > | Ova e M, (C)
! ! Ogp | H(w;) "
Uj
on a alors
u | F
e u | F
AU & QUlAL-1] ( ) _
H(u;)E | H(u;)V Ogp | H(uy)V

En récrivant la matrice AUl sous forme de 2 x 2 blocs de dimensions j et n — j, on obtient

J n—j
o .: ....... . [ Y
0 : .
Lo o J
°
) Ocvvnnnns 0 " | @covevoaiin. °
L] — J
AV = Ocevervnnennnn 0O | @ ovvvevnnn. .
En—j
[0 0 @ e o}

Etape n — 1: faire 'Etape j avec j = n — 1.

Au final, on a donc
Hi=1 KA =R

ol R est triangulaire supérieure, et, les matrices HU!, j € [1,n — 1] sont, soit la matrice identité, soit une matrice
¢lémentaire de Householder: elles sont donc unitaires.

On note H = HI*=11_ HIY cette matrice est donc le produit d’au plus (n — 1) matrices élémentaires de Householder.
Comme le produit de matrices unitaires reste une matrice unitaire, on a H unitaire et

A = H*R.
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On pose Q = H*. La matrice Q est alors unitaire et on a
Q= (HI* .. (HI-1)*,
Les matrices élémentaires de Householer étant hermitiennes, on obtient

Q=HI R

et donc Q est aussi le produit d’au plus (n — 1) matrices élémentaires de Householder.

Q. 2
Ecrire une fonction FactQR permettant de calculer la factorisation QR d’une matrice A € M,,(C).

On pourra utiliser la fonction Householder Exercice [I0] Exercice[3.1.9 .

R. 2
Algorithme 3 | R Algorithme 3 | R,
1. lCalculer Q et R} 1: Calculer HIH & HI—1]
' 2: H HIn=11 5 ... 5 RO
33 R—H=xA
4: Q — H* ou HIM x ... x HI»—1
Algorithme 3 | R, Algorithme 3 | R,
1 (Calculer H 3 HIn—1 1 Q<1
2 H — HIn=1 x ... » Hl1I 2. A} — A
3: R— HxA 3: Pour j < 1 an—1 faire
4 Q «— H* ou H « ... x HIr—1] ——{ 4:  Calculer HU & partir de Ali-1]
' 5. AUl — HUT 4 Ali-1]
6: Q< QxHUI
7: Fin Pour
8: R« Al»—1]

Etape j: On suppose les j — 1 premiéres colonnes de AU~ sous forme triangulaire supérieure.
On pose p=j — 1, ¢ = n — p et on décompose la matrice A= e M, (C) en 2 x 2 blocs:

p q

; U|F\»p
[i-1] —
A = (),

avec, par hypothése, U triangulaire supérieure et E matrice nulle.

Pour calculer HU=1 e M,,(C) a partir de AU~ e M,,(C), on défini le vecteur v = V. ; € C? comme étant le premier
vecteur colonne de V. On note e; € C?, le premier vecteur de la base canonique de CY.

e Siv—{e;,v)e; =0, i.e. v est nul ou colinéaire a ey, alors HY=1 = 1,,. On a alors
Al — HIIAL-1] — AlI-1]
et les j premiéres colonnes de Al sont alors sous forme triangulaire supérieure.
e Sinon, en utilisant le corollaire de [2]/corollaire de [1, on défini le vecteur u € C? par

vV —oe varg(vy)

u avec a = — |[v[, e

v — e
et, la matrice élémentaire de Householder H(u) vérifie alors
H(u)v = aje;.

En posant

w - < p ) eC" et HU = H(w) e M,(C),
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ou la matrice élémentaire de Householder H(w) est donnée par

| 0
Hw) £ 1, — 2ww* = (5 p”).
@) ( Og,p | H(uw)
On a alors
. I U F
AUl = HUIAD-11 = I —
O4p | Hu)V

et les j premiéres colonnes de AUl sont alors sous forme triangulaire supérieure.

Pour déterminer la matrice HVl € M,,(C), il suffit donc de connaitre v € €2, On va donc utiliser une fonction réalisant
cette opération dans l'algorithme de factorisation QR

Algorithme 3 | R, Algorithme 3 | R3
1: Q1 1: Q|
2: A0l — A 2: A0l — A
3: Pour j < 1 an—1 faire 3: Pour j < 1 an—1 faire
" [Calculer HUT & partir de A[j_l]]\ v b A[-jfl-]
) . - . i1 [ . ] jn,J
2' g[ﬂ] 0 HI[_Jl][;; At ~ 5: [H[J],oz] <« MatHouseholder4QRstep(v, n)
: <« *
7:EHP$ﬂ] 6 ALl < HU 4 AlI-1]
8: R—A 7. Q< QxHUI
8: Fin Pour
9: R« Aln—1]

La fonction MatHouseholder4QRstep étant donnée par:

Algorithme 4 fonction [S, a] < MatHouseholder4QRstep(v, n).

A partir d’un vecteur v € C%, g € [2, n], retourne une matrice S € M,,(C) unitaire et « € C telles que

e siv—{ej,vye; =0 (i.e. v nul ou colinéaire & e;) alors S est la matrice identitée et a = 0,

e sinon, en définissant u € C¢ par
v — oep
U=—
lv — aeq

on prend S comme étant la matrice élémentaire de Householder:

0
S = H(w) avecw—( ;)EC”.

Données : v vecteur de C?, ¢ € [2,n],

n : dimension de

Résultat : S : matrice de Householder ou identité dans M,,(C),
o

nombre complexe.

1: Fonction [S, a] <« MatHouseholder4QRstep( v,n )
2. e<—0g4 e(l) <1

3:  [H,a] < Householder(v,e, 1)

4: S < eye(n)

5. Sia # 0 alors

6 p—n—gq

7 I—p+1:n

8 S(I,I)—H

9: Fin Si

10: Fin Fonction

Bien évidemment, on peut simplifier /améliorer ’écriture de 1’Algorithme 3 en ne stockant pas les suites de matrices:
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Algorithme 3 'R—3‘ Algorithme 3 'R—4‘
1: Q1 1: Q<1
2: A0l — A 2: R A
3: Pour j < 1 an—1 faire 3: Pour j «— 1 an—1 faire
4 v AV 4 v Ry
5. [HU], a] « MatHouseholder4QRstep(v, n) 5. [H, a] <« MatHouseholder4QRstep(v, n)
6. ALl < R & A1 6: Sia#0 alors = Sinon H = I!
7. Q<—Q*H[j] 7 R«—H=*R
8: Fin Pour 2 Q< QxH
9: R — A[nfl] 9: Fin Si
10: Fin Pour
Voici (enfin) Pagorithme final:
Algorithme 3 Fonction FactQR
Données : A : matrice de M, (C).
Résultat : Q : matrice unitaire de M,,(C).
R : matrice triangulaire supérieure de M., (C).
1: Fonction [Q,R] <« FactQR( A )
2 Q<1
3 R—A
4 Pour j — 1 an —1 faire
5: V — R(j : TL,J)
6 [H, o] « MatHouseholder4QRstep(v,n)
7 Si o # 0 alors > Sinon H = 1!
8 R<—H=x=R
9: Q—Q=H
10: Fin Si
11:  Fin Pour
12: Fin Fonction

Q.3
Ecrire un programme permettant de tester cette fonction. On dispose des fonctions:

e MatRand(m,n) retournant une matrice aléatoire de My, ,(C) chacune des parties imaginaires et réelles de ses
éléments étant une variable aléatoire suivant la loi uniforme [0, 1].

e NormInf(A) retournant la norme infinie d’une matrice carrée A.

1: A < MatRand(50, 50)
2: [Q,R] < FactQR(A)
3: err < NormlInf(A — Q = R) = doit étre trés petit!

2 Exercices supplémentaires

EXERCICE 15 : Factorisation LU

.1
Soit A € M, (C) admettant une factorisation LU. Montrer que cette factorisation est unique (sans citer le théoreme du
cours!)
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a. On a

1 2 3 4 1 0 0 0 U171 U172 U1,3 U1,4
A |2 5 10 (Lo 1 0 0| 0 Uy Uss Usy
3 13 5 Lz1 Lso 1 0| 0 0 Uss Usy
4 10 5 45 Ly Lis Ly 1J\ 0 0 0 U

e On calcule la premiére ligne de U car on a

4
Ay = LipUs, = U
k=1

Doncona Uy =Ay;, Vie[l,4etUy, = (1 2 3 4).

e On calcule ensuite la premiére colonne de L car on a

4
Aj1 = Z Lj1Upy = LjUp.

k=1

1

Donc on a Lj,l = Aj71/U171, Vj € [2,4]} et L;,1 = ;

4

On a maintenant

1 2 3 4 1 0 0 0 1 2 3 4
A— 2 5 1 10 B 2 1 0 0 0 U272 U273 U274
13 13 5|73 L, 1 oflo 0 Uss Uss
410 5 45 4 Lyo Lys 1J\0 0 0 U

)

e On calcule la deuxiéme ligne de U car on a

4
Ay = Z Ly pUgj = Lo U j + LooUs j = Lo Uy j + Us j.
k=1

Donc on a UQ)]‘ = Alq,j — L271U17j7 Vje [[2,4]] et U27; = ( 01 -5 2 ) .

e On calcule ensuite la deuxiéme colonne de L car on a

4
Ajo= 2 LUk =L 1Uia+ LjoUs».

k=1

0

Donc on a Lj o = (Aj’g - Lj’1U172)/U2,2, Vie[3,4] et Lo = _é

2

On a maintenant

1 2 3 4 1 0 0 0 1 2 3 4
A 2 5 110 ) 12 1 0 0 0 1 -5 2
13 13 5|73 -5 1 0]|l0 0 Uy Usy
4 10 5 45 4 2 Lys 1 0 0 0 Usa

e On calcule la troisiéme ligne de U car on a

4 2 2
Asj= > LapUsj = >, LaxUk;j + LaaUs; = Y, LaxUsj + Us ;.
k=1 k=1 k=1

Donc on a Usj = Az; — S Ly Upj, Vi€ [2,4] et Us, = (0 0 1 3).

e On calcule ensuite la troisiéme colonne de L car on a

4
Ajz= Z Li1WUgs=1L;j1Ui 3+ LjoUszz+ Lj3Uss.
=1

Donc on a Lj’g = (Ajyg — Lj’1U173 — Lj,QUgyg)/Ug’g, Vj € [[4,4]] et L:13 =

w = O O
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On a maintenant

1 2 3 4 1 0 0 0 1 2 3 4
a_| 2 5 1 10] |2 1 00ff01 -5 2
o 3 1.3 5] |3 -5 10 0 0 1 3
4 10 5 45 4 2 31 0 0 0 Usa
e Enfin, on calcule la quatriéme ligne de U car on a
4 3 3
Aga = Z Ly U = Ly Uga+ LyaUsy = Z Ly Upa +Usa.
k=1 k=1 k=1
Donc on a Usq = Aga — Yy LapUra, et Uz, = (0 0 0 16 ).
Au final, on a
1 0 0 O 1 2 3 4
2 1 0 0 01 -5 2
L=13 5 10| %Y= (00 1 3
4 2 31 0 0 0 16
Remarque. On peut bien sir vérifier que
1 2 3 4 1 0 0 O 1 2 3 4 1 2 3 4
a |2 5 tw0)_,_|2 1oo 01 =5 2| [2 5 110
N 3 1 3 5 | - 3 =5 10 0 0 1 3 | 3 1 3 5
4 10 5 45 4 2 3 1 0 0 0 16 4 10 5 45

b. Pour démontrer I'unicité, on va supposer qu’il existe deux factorisations LU de A i.e.
A=LU; =LUs.

avec Lq, Lo matrices triangulaires inférieures a diagonale unité et U;, Uy matrices triangulaires supérieures (in-
versibles). En multipliant I’équation L;U; = LoUsy a gauche par Li! et a droite par U3' on obtient

UU3! = Li'Ls. (R15.7)

La matrice L'Ly est triangulaire inférieure a diagonale unité car produit de deux matrices triangulaires inférieures
a diagonale unité. Elle est égale a la matrice U;U3' qui elle est triangulaire supérieure (car prduit de deux matrices
triangulaires supérieures). Donc LilLy est & la fois une matrice triangulaire supérieure et inférieure : elle est donc
diagonale. Comme elle est a diagonale unité on en déduit que Li'Ly = | et donc Ly = L. De I’équation ,
on tire alors U; = Us.

c. On a
det(A) = det(LU) = det(L) det(U)
= 1x16 =16.

d. Résoudre Az = b et équivalent & résoudre LUz = b. on note y = Uz qui est solution du systéme triangulaire inférieur

1 00 0 4
2 1.0 0 16
ly=b = 1|35 5 1 ¢ [|V=| 92
4 2 3 1 54

que 'on peut résoudre simplement par la méthode de la descente pour obtenir

16

Ensuite, on peut déterminer £ comme solution du systéme triangulaire supérieur

1 2 3 4 4
Uz —y «— 01 -5 2 o 8
0 0 1 3 2
0 0 0 16 16
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que 'on peut résoudre simplement par la méthode de la remontée pour obtenir
1
o 1
Tl -1
1
Remarque. On peut bien sir vérifier que
1 2 3 4 1 4 4
w | 2 5 1 10 1 16 def 16
Az = 3 1 3 5 -1 | | —26 == —26
4 10 5 45 1 54 54
On pose
1 2 3 4 4
e [ 2 5 1 10 def 16
Al 3 135 5| 27| o
4 10 5 45 54
Q. 2
a. Déterminer L une matrice triangulaire inférieure & diagonale unité et U une matrice triangulaire supérieure telles
que A = LU.
b. Calculer le déterminant de la matrice A.
c. Résoudre le systéme Az =b.
R. 2
a. On a
1 2 3 4 1 0 0 0 U171 U172 U1,3 U1,4
A— 2 5 1 10 - Lg;l 1 0 0 0 U272 Ugﬁg U2$4
|3 13 5 | |Lsx Lsz 1 O 0 0 Uss Usya
4 10 5 45 Liy Lys Lss 1 0 0 0 Usa
e On calcule la premiére ligne de U car on a
4
Ayj =Y L1Us, = U
k=1
Doncona Uy =A;;, Vie[l,4etUy, = (1 2 3 4).
e On calcule ensuite la premiére colonne de L car on a
4
Aji =) LjnUgy = LjaUsy.
k=1
1
Donc on a Lj71 = Aj,l/Ul,la V] € [2,4]} et L;_]l = g
4
On a maintenant
1 2 3 4 1 0 0 0\ /1 2 3 4
A— 2 5 1 10 B 2 1 0 0 0 U272 U273 U2,4
|3 1.3 5| |3 Lse 1 0f|0 0 Uss Usy
4 10 5 45 4 Lso Lys 1/ \0 O 0 Usa

e On calcule la deuxiéme ligne de U car on a

k=1

Donc on a Uz,j = Alﬁj — L2’1U17j, Vje [[2,4] et U27: = ( 01 -5 2 ) .
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e On calcule ensuite la deuxiéme colonne de L car on a

4
Ajo =Y LjnUks = LinUss + LjoUss.

k=1
0
Donc on a Lj o = (Ajg - Lj,lUl,Q)/UZ,Qv Vie[3,4] et Lo = é
2
On a maintenant
1 2 3 4 1 0 0 0 1 2 3 4
A 2 5 1 10| |2 1 0 O 01 -5 2
B 3 13 5] |3 -5 1 0 0 0 Usz Usa
4 10 5 45 4 2 Lys 1 0 0 0 Uya

)

e On calcule la troisiéme ligne de U car on a

4 2 2
Asj= > LapUsj = Y, LsxUrj + LasUs; = Y LUk + Us ;.
k=1 k=1 k=1

DonconaUsj = Az;— S LapUsj, Vi€ [2,4] et Uy, = (0 0 1 3).

e On calcule ensuite la troisiéme colonne de L car on a

4
Aja= Y LjnUss = LU+ LjsUss + L;sUs 3.

k=1
0
DOIIC on a Lj’3 = (Ajyg - Lj,1U1;3 — Lj}QUgyg)/Ugyg, V] € [[4,4]] et L:’3 = (1]
3
On a maintenant
1 2 3 4 1 0 0 0\ /1 2 3 4
A 2 5 1 10| |2 1 0oO0]f0 1 =5 2
3 1 3 5 3 =5 1 0]10 0 1 3
4 10 5 45 4 2 3 1/J\0 0 0 Usa
e Enfin, on calcule la quatriéme ligne de U car on a
4 3 3
Ay = Z LypUpa = Z LUk + LaaUsy = Z LapUpa+ Uy
k=1 k=1 k=1
Donc on a U4’4 = A474 — Zi:l L4’kUk’4, et U37; = ( 0 0 0 16 ) .
Au final, on a
1 0 0 O 1 2 3 4
2 100 01 -5 2
=13 5 10%Y oo 1 3
4 2 3 1 00 0 16
Remarque. On peut bien sir vérifier que
1 2 3 4 1 0 0O 1 2 3 4 1 2 3 4
a2 5 110 _,_[2 100 01 -5 2| [ 2 5 1 10
|3 1 .3 5 | 13 =510 0 0 1 3] |3 1 3 5
4 10 5 45 4 2 3 1 0 0 0 16 4 10 5 45

b. Pour démontrer I'unicité, on va supposer qu’il existe deux factorisations LU de A i.e.
A=LU; =LyUs.

avec Ly, Ly matrices triangulaires inférieures a diagonale unité et U;, Uy matrices triangulaires supérieures (in-
versibles). En multipliant 1’équation L1U; = LoUy & gauche par L7 et a droite par U3' on obtient

U U3t = Li'Lo. (R15.8)
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Q. 3

La matrice L'Ly est triangulaire inférieure a diagonale unité car produit de deux matrices triangulaires inférieures
a diagonale unité. Elle est égale a la matrice U;U3' qui elle est triangulaire supérieure (car prduit de deux matrices
triangulaires supérieures). Donc LilLy est a la fois une matrice triangulaire supérieure et inférieure : elle est donc
diagonale. Comme elle est & diagonale unité on en déduit que Ling = | et donc L; = Ly. De I’équation ,
on tire alors U; = Us.

. Ona

det(A) = det(LU) = det(L) det(U)
= 1x16 =16.

. Résoudre Az = b et équivalent a résoudre LUz = b. on note y = Uz qui est solution du systéme triangulaire inférieur

1 00 0 4
2 1.0 0 16
ly=b =135 51 0¥ | -2
4 2 3 1 54

que 'on peut résoudre simplement par la méthode de la descente pour obtenir

Ensuite, on peut déterminer £ comme solution du systéme triangulaire supérieur

1 2 3 4 4
Uz —y «— 01 -5 2 o — 8
0 0 1 3 2
0 0 0 16 16

que 'on peut résoudre simplement par la méthode de la remontée pour obtenir

1

T 1

o -1

1

Remarque. On peut bien sir vérifier que

1 2 3 4 1 4 4
w | 2 5 1 10 1 16 def 16
b= 3 1 3 5 -1 || —26 == —26
4 10 5 45 1 54 54

On peut noter que la matrice A est symétrique
a. Montrer qu’il existe une matrice diagonale D telle que A = LDL?®, la matrice L étant celle de la question précédente.
b. Rappeler la définition d’une matrice hermitienne définie positive de M, (R).

c. En déduire que la matrice A est définie positive.

a. On pose
100 0
. 0 1 0 O
D = diag(VU) = 00 1 0
0 0 0 16
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On peut vérifier que DL* = U. En effet

100 0 12 3 4 12 3 4
. 0o 10 o0 01 52| |01 -5 2|
PL'=10 01 o 00 13|00 1 3]|7Y

00 0 16 0 0 1 00 0 16

b. Une matrice A € M,,(R) est symétrique définie positive si
symétrique : A = A®,
définie positive : Vz € R"\{0}, (Az,z) > 0.

c. Soit z € R*\{0} on a
(Az,z) = (LDL*z,z) = (DL z, L x)

On pose y = L*z # 0 car £ # 0 et L® inversible. On obtient alors
4
(Az,z)=(Dy,y) = Z Diilyil* >0
im1

car D diagonale, D, ; > 0, Vi e [1,4] et y # 0.
La matrice symétrique A est donc bien définie positive.

Q. 4
En déduire qu’il existe une matrice B triangulaire inférieure a diagonale positive telle qur A = BB®.

&)

Soit S la matrice diagonale telle que S? = D donnée par

(=il
[Nl )
O = O O
- O O O

Comme S est symétrique, on a
A = LDL* = LSS*L".

On pose B = LS, c’est a dire

1 0 0 0 10 0 0 1 0 0 0

B_ 2 1 00 01 00| | 2 100

13 -5 10 0010 |3 -5 10

4 2 3 1 0 0 0 4 4 2 3 4

Remarque. On peut bien sir vérifier que

1 2 3 4 1 0 0 O 1 2 3 4 1 2 3 4
A 2 5 1 10 _ BBt 2 1 0 0 01 -5 2| |12 5 1 10
3 1.3 5 | |3 -5 1 0 00 13 ) |3 13 5
4 10 5 45 4 2 3 4 00 0 4 4 10 5 45

EXERCICE 16

Définition. On dit que A € M,,(C) admet une factorisation WU si il existe W € M,,(C) triangulaire inférieure
tnversible et U e M,,(C) triangulaire supérieure a diagonale unité telles que

A =WU.

On note A = (a; ;)i =1, W= (w; ;)i ;-1 et U= (u;;);';_; les composantes de ces matrices.
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On rappelle que la sous-matrice principale d’ordre k de A, k € [1,n], est la matrice Ag € My (C) telle que

(Ap)ij = aiyj, Y(i, 7)€ [1,k].

Q.1
Soit A € M, (C) admettant une factorisation WU.

a.
b.

C.

Démontrer que toutes les sous-matrices principales de A sont inversibles.
Démontrer que la factorisation WU est unique.

Soit b e C" donné. Expliquer comment résoudre le systéeme Ax = b a l’aide de la factorisation WU.

Soit k € [1,n]. On appelle sous-matrice principale d’ordre k de A, la matrice Ay € M (C) telle que

(Ar)ig = Aij, Y(i,7) € [1,K].

. Comme la matrice W est triangulaire inférieure inversible, on a Vi € [1,n], w;; # 0. Comme la matrice U est

triangulaire supérieure a diagonale unité, elle est inversible et on a Vi € [1,n], u;; = 1.
La sous-matrice principale d’ordre n de A, est A qui est inversible par hypothése.

Soit k € [1,n — 1]. Montrons que la sous-matrice principale d’ordre k de A, est inversible.
On écrit les trois matrices A, W et U sous la forme de matrices blocs carrés 2 x 2 dont le premier bloc diagonal est
dans My (C) et le second dans M,,_;(C). Comme W est triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure, on a

i i i
_(Avi Az )y (W Ok 2 (Y Ve )
Az i Az W11 Wap On—kp 1 Uz2
On a alors Wy ; € My (C) triangulaire inférieure avec tous ses éléments diagonaux non nuls puisque (Wi 1);; =

w;; # . Wy 1 est donc inversible. De plus, Uy 1 € M,,_,(C) triangulaire supérieure avec tous ses éléments diagonaux
égaux & 1 et donc Uy ; est inversible. On a

A11:A12) (Wll:oknk)< Ui :U12)
A=WU o (it} o (L ek ) (S0 G L2 )
( Az i Az Wa1 i Wap On—r,k 1 Uz2

)

En effectuant le produit matricielle bloc, 1ére ligne bloc par 1lére colonne bloc, on obtient
A1 =W U1 +Opn—tOnpr = Wi 1Up 1.
On a donc, par propriété du déterminant,
det (Al,l) = det (W1,1U1,1) = det (Wl,l) det (Ul_,l).

Comme W, ; et Uj; sont inversibles, leurs déterminants sont non nuls. On en déduit que det (Alyl) # 0, c’est a
dire A; ;1 inversible, or par définition, A; 1 € M (C) est la sous matrice principale d’ordre k de A.

. Soient WiU; et WUy deux factorisations WU de A. avec Wy, W5 triangulaires inférieures inversibles et Uy, Us

triangulaires supérieures 4 diagonale unité (donc inversibles). Les matrices Wi ™' et Ws! sont donc triangulaires
inférieures et les matrices U; ™ et Uy ™! sont donc triangulaires supérieures a diagonale unité puisque pour k € {1,2},

on .
. -1 = =
Vi e [1,n], (Us )“ (W), b

0,7

On a
A=W U; =W,yU,

et en multipliant & droite par Uy et & gauche par W; ™' on obtient
U Us™ = Wy tWa. (R16.9)

. 1 . . e . . . . . e . .
La matrice W; "Wy est triangulaire inférieure car produit de deux matrices triangulaires inférieures. La matrice
U,Uy ! est triangulaire supérieure car produit de deux matrices triangulaires supérieures. Comme ces deux matrices

sont égales, on en déduit On déduit de (R16.9)), que les matrices W, *Ws et U;Uy™t sont diagonales. Or on a
Vie [1,n], (UlU?_l)n = (U1>ii(U2_1>ii =1

ce qui donne
UiUs™ =1 = W;7'Wy

et donc Uy = Uy et Wy = W,
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d. Comme A € M,,(C) admet une factorisation WU, résoudre le systéme Az = b revient alors a résoudre
WUz = b.
On pose y = Uz, et on résoud tout a bord
Wy = b.
puis, une fois le vecteur y déterminé, on résoud
Uz =y.

.2
Soit A € M, (C) admettant une factorisation WU. Expliquer de maniére détaillée une méthodologie pour calculer les
coefficients des matrices W et U. On explicitera les formules utilisées.

R. 2
A=WU (R16.10)
c’est & dire
wi,1 0 0 1 ui,2 Un,1
ar1 ... Ain . . : 0 .. :
=" ' ' A (R16.11)
ap1 -+« QApn : 0 : R o Up—1,n
Wnp1 oo Wpp—1 Wnn 0o ... 0 1

Etape 1: e La lére colonne de U est connue, on peut alors calculer la lére colonne de W.
e La lére ligne de W est connue, puisque 'on vient de calculer (entre autres) wq ;. On peut déterminer la lére ligne

de U.

Etape 2: e La 2éme colonne de U est connue, on peut alors, connaissant la 1ére colonne de W, calculer la 2éme colonne
de W.
e La 2¢éme ligne de W est maintenant connue. On peut déterminer, la 2éme ligne de U puisque 'on connait sa lére
ligne.

Etape i: on suppose connue les (i — 1) premiéres colonnes de W et les (i — 1) premiéres lignes de U.

e La i®™ colonne de U est connue puisque u; ; = 1. On peut calculer la i®° colonne de W. En effet, soit j € [, n],

on a
n i—1 n
Aji = Z Wi kUk,i = Z W kUk,i + Wj,iWi,i + Z Wi, kUk,i-
k=1 k=1 k=i+1

Or, U est triangulaire supérieure, donc uy; = 0, Yk > 7. De plus u; ; = 1, on obtient donc

i—1

aji = Z Wy kWk,i + Wjys-
k=1

Dans la somme, par hypothése, w; , et uy; sont connus car k € [1,7 — 1]. On obtient alors
i—1
Vi€ fi,n], wii=aj;— > wjr. (R16.12)
k=1
e La i®™ ligne de W est maintenant connue puisque 1'on vient de calculer (entre autres) wj;. On peut alors

calculer la i®®¢ ligne de U. En effet, soit j € [i + 1,n], on a

i—1 n

n
@ij = Z Wi kUk,j = Z Wi kUk,j + Wiilhij + Z Wi kUk,j -
k=1 k=1 k=i+1

Or, W est triangulaire inférieure, donc w; j = 0, Vk > 7. On obtient donc

1—1
a5 = Z Wy, kWk,j F Wi,iUj5-
k=1
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Dans la somme, par hypothése, w; i et ux ; sont connus car k € [1,7 — 1]. On obtient alors

1 i—1
Vj € [[Z + 1,nﬂ, Ui 5 = wf (am- — 2 wiykuk’j). (R1613)
i1 1

et w; ; # 0 car sinon la factorisation wu de A ne serait pas possible.

Pour résumer, on va calculer sussessivement, pour ¢ allant de 1 a n

e la i®™° colonne de W:
wji = 0, vje[l,i—1],
i1
. . R16.14
wip = i — Y wikukg, Vi€ [i,n], ( )
k=1
o la i°™€ ligne de U:
uij = 0, Vie[l,i—1],
w; o= 1
i1 (R16.15)
Uj; = ﬁ (am- — 2 wi,kuk1j>, Vje [[Z + 1,nﬂ,
k=1

Q. 3[Algo]

®. 3]

Soit A e M,,(C) admettant une factorisation WU.

a. Ecrire la fonction ResTriSup retournant z, solution de Uz =b ot U € M,,(C) est une matrice triangulaire supérieure
inversible et b e C".

b. Ecrire la fonction algorithmique FactWU retournant les matrices W et U.

c. On suppose la fonction x — ResTrilnf(L,b) retournant x, solution de Lz = b avec L € M,,(C) triangulaire inférieure
inversible et b € C™, déja écrite. Ecrire la fonction algorithmique ResWU retournant x, solution de Az = b en
utilisant sa factorisation WU.

a. Soit U € M, (C) une matrice triangulaire inversible et b € C". Pour résoudre le systéme Uz = b, on utilise
I’algorithme de remontée:
pour ¢ allant de n a 1 (pas de —1) faire

T = (bl — Z Ui,j:Cj)/Ui,zV

j=i+1

Données : U : matrice triangulaire de M, (C) supérieure inversible.
b : wvecteur de C™.
Résultat : x : vecteur de C".

1: Fonction < ResTriSup( U,b)

2:  Pour i < n a1 faire(pas de —1)
3 S0

4 Pour j < ¢+ 1 an faire

5: S —S+U(i,j)*x(j)

6 Fin Pour

7 x(i) < (b(i) — §)/U(i, 1)

8 Fin Pour

9: Fin Fonction

b. Voici 'algorithme final:
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Données : A : matrice de M,,(K) admettant une factorisation WU.

Résultat : U : matrice de M, (K) triangulaire supérieure
avec U; ; = 1, Vie [1,n]
W  :  matrice de M, () triangulaire inférieure.
1: Fonction [W,U] < FactWU( A)
2 W 0O, > O,, matrice nulle n x n
3 U<1, > |,, matrice identitée n x n
4 Pour i — 1 a n faire
5: Pour j < i a n faire > Calcul de la colonne 7 de W
6 S <0
7 Pour k — 1 ai—1 faire
8 51%51+W(j,k')*U(k,Z)
9: Fin Pour
10: W(j,i) <« A(j,1) — S1
11: Fin Pour
12: Pour j < i+ 1 an faire > Calcul de la ligne i de U
13: SQ —0
14: Pour £k — 1 4ai—1 faire
15: So «— Sy + W(i,k) = Ul(k,5)
16: Fin Pour
17 U(Z’j) - (Ai,j - 52) /W(Z’ Z)
18: Fin Pour

19: Fin Pour
20: Fin Fonction

¢. On utilise la Q.1-d.

Voici la fonction ResWU permettant de résoudre, par une factorisation WU, le systéme linéaire Az = b

Données : A : matrice de M,,(C) admettant une factorisation WU,
b : vecteur de C".
Résultat : = : vecteur de C™.

1: Fonction £ «— ResWU( A)b )

2:  [W,U] « FactWU(A) = Factorisation WU
3: Yy < ResTrilnf(W,b) > Résolution du systéme Wy = b
4:  x < ResTriSup(U,y) = Résolution du systéme Uz =y

5: Fin Fonction

On admet le résultat suivant:

Théoréme. Soit A € M,,(C). La matrice A admet une factorisation WU si et seulement si toutes les sous-matrices
principales de A sont inversibles.

R Soit A e M,,(C) hermitienne définie positive.

a. Rappeler la définition d’une matrice hermitienne définie positive.

b. Démontrer que A est inversible.

c. Montrer que toutes les sous-matrices principales de A sont hermitiennes définies positives.

d. En déduire que A admet une unique factorisation WU.

a. A e M, (C) est hermitienne définie positive si

A=A* et Yue C"\{0}, (Au,u) > 0.

b. A inversible est équivalent ker A = {0}.
Soit € C™, tel que Az = 0. Montrons que z = 0.
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Par I'absurde, supposons x # 0. Comme A est hermitienne définie positive on a
(Az,z) >0
ce qui n’est pas possible car Az = 0, et (Az,z) = 0.

. On écrit la matrice A sous la forme de matrices blocs carrés 2 x 2 dont le premier bloc diagonal est dans My (C) et
le second dans M,,_(C).

On veut démontrer que
vy € C\{0}, (Awy,y) > 0.

Soit y € C*\{0}. On note x € C" le vecteur tel que z; = v;, Vi € [1,k] et 2; = 0, Vi € [k + 1,n]. On note que x # 0

cary # 0. On a .
Ap— LBk P2\ (L Y.\ ( L
A1 i Az O,_x Az1y

Comme z € C™"\{0}, et A est hermitienne définie positive, on a (Az,z) > 0 et donc (Agy,y) > 0.

et donc

. Comme toutes les sous-matrices principales de A sont hermitiennes définies positives, elles sont inversibles. D’aprés
la Q.4, A admet une factorisation WU et d’aprés la Q.1-c, elle est unique.
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