
Exercices associés au cours d’Analyse Numérique I
Rappels d’Algèbre Linéaire1

1 Matrices

Exercice 1

Soient A P Mm,ppKq et B P Mp,npKq, montrer que

pABq
t

“ BtAt, si K “ R, (1)
pABq

˚
“ B˚A˚, si K “ C (2)

Exercice 2

Soient A P MnpKq et B P MnpKq inversibles. Montrer que AB inversible et

pAtq
-1

“ pA-1q
t
, si K “ R, (3)

pA˚q
-1

“ pA-1q
˚
, si K “ C. (4)

pABq
-1

“ B-1A-1 (5)

pA-1q
-1

“ A (6)

Exercice 3

Soient A et B deux matrices de MnpKq triangulaires inférieures.

Q. 1 a. Montrer que

detA “

n
ź

i“1

Ai,i.

b. Montrer que
A inversible ðñ @i P v1, nw, Ai,i ‰ 0.

˝

Q. 2 a. Montrer que la matrice AB est aussi triangulaire inférieure.

b. Montrer que
@i P v1, nw, pABqi,i “ Ai,iBi,i.

˝
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Q. 3 On suppose que A est inversible

a. Montrer que A-1 est aussi triangulaire inférieure.

b. Montrer que

@i P v1, nw, pA-1qi,i “
1

Ai,i
.

˝

Exercice 4 [C]

Soit A P Mn,npCq une matrice et pλ,uuuq un élément propre de A avec }uuu}2 “ 1.

Q. 1 En s’aidant de la base canonique teee1, . . . , eeenu , construire une base orthonormée txxx1, . . . ,xxxnu telle
que xxx1 “ uuu. ˝

Notons P la matrice de changement de base canonique teee1, . . . , eeenu dans la base txxx1, . . . ,xxxnu :

P “

¨

˝ xxx1 . . . xxxn

˛

‚

Soit B la matrice définie par B “ P˚AP.

Q. 2 a. Exprimer les coefficients de la matrice B en fonction de la matrice A et des vecteurs xxxi,
i P v1, nw.

B “ P˚AP.

b. En déduire que la première colonne de B est pλ, 0, . . . , 0qt.
˝

Q. 3 Par récurrence sur l’ordre de la matrice, montrer que la matrice A peut s’écrire sous la forme

A “ UTU˚

où U est une matrice unitaire et T une matrice triangulaire supérieure. ˝

Q. 4 En supposant A inversible et la décomposition A “ UTU˚ connue, expliquer comment résoudre
"simplement" le système linéaire Axxx “ bbb. ˝

Exercice 5

Q. 1 Soit T P MnpCq. Montrer que

T triangulaire supérieure et normale ô T diagonale .

˝

Soit A P MnpCq. D’après la décomposition de Schur, il existe U P MnpCq unitaire et T P MnpCq

triangulaire supérieure telles que
A “ UTU˚.

Q. 2 En déduire que si A est normale alors T est diagonale. ˝
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2 Matrices Blocs

Exercice 6 [C]

On considère les matrices blocs suivantes

A “

¨

˚

˚

˝

1 2 1 0
3 4 0 1

1 0 0 0
0 1 0 0

˛

‹

‹

‚

“

ˆ

C I
I O

˙

et B “

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
0 1 0 0

1 2 1 2
3 4 3 4

˛

‹

‹

‚

“

ˆ

I O
C C

˙

avec par identification

I “

ˆ

1 0
0 1

˙

, C “

ˆ

1 2
3 4

˙

et O “

ˆ

0 0
0 0

˙

Q. 1 Calculer les matrices AB et BA en utilisant l’écriture bloc. ˝

Q. 2 Exprimer les matrices BpA ` Bq et p2B ´ AqpB ` Aq en fonction des matrices C et I. ˝

Exercice 7 [C]

Soient

A “

¨

˝

1 0 0 3 3 3
1 0 0 3 3 3

1 2 2 0 0 0

˛

‚ et B “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´1 ´1

0 0
0 0

´1 ´2
´1 ´2
´1 ´2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Utiliser la multiplication par blocs pour calculer AB.

Exercice 8 [C]

Soient A et B deux matrices de MnpRq, bloc-carrés de 2 ˆ 2 blocs dont le bloc p1, 1q est dans M1pRq.

Q. 1 a. Justifiez de la faisabilité du produit matriciel par blocs de AB.

b. Utiliser la multiplication par blocs pour calculer AB.
˝

Soient E et F deux matrices de MnpRq, bloc-carrés de 2 ˆ 2 blocs dont le bloc p2, 2q est dans M1pRq.

Q. 2 a. Justifiez de la faisabilité du produit matriciel par blocs de EF.

b. Utiliser la multiplication par blocs pour calculer EF.
˝

Soient n un entier, n ě 2, α1, α2, deux réels, uuu1, vvv1,uuu2, vvv2, quatre vecteurs (colonne) de Rn, et A1, A2,
deux matrices de MnpRq. On note

@i P v1, 2w, Bi “

¨

˚

˚

˝

αi

Ai vvvi

uuuti

˛

‹

‹

‚

et Ci “

¨

˚

˚

˝

αi uuuti

vvvi Ai

˛

‹

‹

‚
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Q. 3 a. Quel est l’ensemble des produits matriciels par blocs possible entre les matrices B1, B2, C1 et
C2.

b. En utilisant, si possible, la multiplication par blocs, calculer B1B2, B1C1 et C1C2.
˝

Exercice 9 [C]

Soient E P MmpKq, F P MnpKq et In la matrice identité de MnpRq.

Q. 1 Démontrer par récurrence sur n que

det

ˆ

E Om,n

On,m In

˙

“ det

ˆ

In On,m

Om,n E

˙

“ detE.

˝

Q. 2 a. Donner les dimensions des blocs pour que le produit suivant soit possible et effectuer le cal-
cul:

A “

ˆ

E O
O J2

˙ˆ

J1 O
O F

˙

où J1 et J2 sont des matrices identités.

b. En déduire le déterminant de A en fonction des déterminants de E et F.
˝

Soient pAiqiPN˚ une suite de matrices carrées (pouvant être de dimensions différentes). Soit Bn la matrice
bloc-carrée diagonale décomposée en n ˆ n blocs, n ě 2, définie par

Bn “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

A1 O O

O

O
O O An

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Q. 3 Démontrer par récurrence sur n que

detBn “

n
ź

i“1

detAi.

˝

Exercice 10 [C]

Soient E P MmpKq, F P MnpKq et In la matrice identité de MnpRq.

Q. 1 a. Démontrer par récurrence sur n que

det

ˆ

E O
‚ In

˙

“ det

ˆ

In ‚

O E

˙

“ detE.

où ‚ note des éléments quelconques

b. Que peut-on dire de

det

ˆ

E ‚

O In

˙

et det

ˆ

In O
‚ E

˙

?

˝
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Q. 2 a. Donner les dimensions des blocs pour que le produit suivant soit possible et effectuer le cal-
cul:

A “

ˆ

E O
H J2

˙ˆ

J1 O
O F

˙

où J1 et J2 sont des matrices identités et H une matrice.

b. En déduire le déterminant de A en fonction des déterminants de E et F.
˝

Soit Bn la matrice bloc-carrée triangulaire inférieure décomposée en n ˆ n blocs, n ě 2, définie par

Bn “

¨

˚

˚

˚

˝

B1,1 O O

O
Bn,1 Bn,n

˛

‹

‹

‹

‚

Q. 3 Démontrer par récurrence sur n que

detBn “

n
ź

i“1

detBi,i.

˝

Exercice 11

Soient A P MmpCq et B P MnpCq.

Q. 1 Calculer, en fonction des déterminant de A et B, le déterminant des matrices

E “

ˆ

A O
O In

˙

, F “

ˆ

Im O
O B

˙

, et G “

ˆ

A 0
0 B

˙

.

˝

On rappelle la décomposition de Schur d’une matrice:

Théorème. Soit A P MnpCq. Il existe une matrice unitaire U P MnpCq et une matrice triangulaire
supérieure T P MnpCq telles que

A “ UTU˚ (7)

D’après la décomposition de Schur d’une matrice,

DUA P MmpCq unitaire, DTA P MmpCq tri. sup tel que A “ UATAU˚
A

et
DUB P MnpCq unitaire, DTB P MnpCq tri. sup tel que B “ UBTBU˚

B

Q. 2 Soit X P Mm,npCq.

a. Calculer

G “

ˆ

UA O
O UB

˙ˆ

TA X
O TB

˙

˜

U˚
A O

O U˚
B

¸

b. Montrer que le déterminant de G peut s’exprimer en fonction du déterminant des matrices TA et
TB uniquement.

c. En déduire le déterminant de G en fonction du déterminant des matrices A et B uniquement.

˝
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Soit D P Mm,npCq et H la matrice bloc définie par

H def
“

ˆ

A D
O B

˙

.

Q. 3 a. En choisissant judicieusement X dans la question précédente, montrer que

detpHq “ detpAqdetpBq.

b. Que peut-on dire sur le caractère inversible de H?
˝

Q. 4 Soient n ą 1 et U la matrice triangulaire supérieure par blocs suivante

U “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

U1,1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ Un,1

O
. . . . . .

...
...

. . . . . .
...

O ¨ ¨ ¨ O Un,n

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

avec @i P v1, nw, Ui,i P Mdi,dipCq.

Démontrer par récurrence sur n, nombre de blocs diagonaux de U, que U est inversible si et seulement si
ses matrices blocs diagonales sont inversibles. ˝

Q. 5 Démontrer par récurrence sur n, nombre de blocs diagonaux de U, que si U est triangulaire supérieure
par blocs et inversible alors son inverse (décomposée en nˆn blocs de même dimensions) est aussi trian-
gulaire supérieure par blocs et les blocs diagonaux de l’inverse de U sont les inverses des blocs diagonaux
de U. ˝

Q. 6 Que peut-on dire pour une matrice triangulaire inférieure par blocs? ˝

3 Normes

Exercice 12 [C]

Soient xxx et yyy deux vecteurs de Cn.

Q. 1 Trouver α P C tel que xαxxx ´ yyy,xxxy “ 0. ˝

Q. 2 En calculant }αxxx ´ yyy}
2
2 , montrer que

| xxxx,yyyy | ď }xxx}2 }yyy}2 . (8)

˝

Q. 3 Soit xxx ‰ 0. Montrer alors que l’inégalité (8) est une égalité si et seulement si yyy “ αxxx. ˝

Exercice 13 [C]

Q. 1 Soit la fonction fptq “ p1 ´ λq ` λt ´ tλ avec 0 ă λ ă 1. Montrer que pour tous α ě 0 et β ě 0 on
a

αλβ1´λ ď λα ` p1 ´ λqβ. (9)

˝
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Soient xxx et yyy deux vecteurs non nuls de Cn. Soient p ą 1 et q ą 1 vérifiant 1
p ` 1

q “ 1.

Q. 2 On pose uuu “ xxx
}xxx}p

et vvv “
yyy

}yyy}q
. En utilisant l’inégalite (9), montrer que l’on a l’inégalité

n
ÿ

i“1

|uivi| ď
1

p

n
ÿ

i“1

|ui|
p `

1

q

n
ÿ

i“1

|vi|
q “ 1. (10)

˝

Q. 3 En déduire l’inégalité de Holder suivante

| xxxx,yyyy | ď

n
ÿ

i“1

|xiyi| ď }xxx}p }yyy}q . (11)

Quel est le lien entre l’inégalité de Hölder et l’inégalité de Cauchy-Schwarz? ˝

Exercice 14 [C]

Etant donné une norme vectorielle }‚} sur Kn, on note l’application }‚}s : MnpKq Ñ R` par

}A}s “ sup
vvvPKn

vvv‰0

}Avvv}

}vvv}
(12)

Q. 1 Montrer que }I}s “ 1. ˝

On note B “ tvvv P Kn ; }vvv} ď 1u la boule unitée de Kn et S “ tvvv P Kn ; }vvv} “ 1u la sphère unitée de Kn.

Q. 2 a. Montrer que B et S sont des compacts.

b. Montrer que
}A}s “ sup

vvvPS
}Avvv} (13)

c. En déduire que
}A}s “ sup

vvvPB
}Avvv} (14)

d. En déduire que l’application }‚}s est bien définie sur MnpKq i.e. @A P MnpKq, }A}s ă `8.
˝

Q. 3 a. Montrer
}A}s ď inf tα P R : }Avvv} ď α }vvv} , @vvv P Knu .

b. Montrer qu’il existe www P S tel que }A}s “ }Awww} .

c. En déduire que
}A}s “ inf tα P R : }Avvv} ď α }vvv} , @vvv P Knu . (15)

˝

Q. 4 a. Montrer que @vvv P Kn, }Avvv} ď }A}s }vvv} .

b. Soit λ P K˚. Montrer qu’il existe uuu P Kn tel que }uuu} “ |λ| vérifiant

}Auuu} “ }A}s }uuu} .

˝

Q. 5 Montrer que }‚}s est une norme matricielle. ˝
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Exercice 15 [C]

Soit A P MnpCq. On note

}A}1
def
“ sup

xxxPCn

xxx‰0

}Axxx}1

}xxx}1
“ sup

xxxPCn

}xxx}1“1

}Axxx}1

la norme matricielle suboordonnée à la norme vectorielle }‚}1 .

Q. 1 Montrer que

sup
xxxPCn

}xxx}1“1

}Axxx}1 ď max
jPv1,nw

n
ÿ

i“1

|Ai,j |.

˝

Q. 2 a. Déterminer un yyy P Cn, }yyy}1 “ 1 tel que

}Ayyy}1 “ max
jPv1,nw

n
ÿ

i“1

|Ai,j |.

b. Conclure.
˝

Q. 3 [Algo] Ecrire une fonction algorithmique, nommée Norm1, calculant }A}1 . ˝

Exercice 16 [C]

Soit A P MnpCq. On note

}A}8

def
“ sup

xxxPCn

xxx‰0

}Axxx}8

}xxx}8

la norme matricielle suboordonnée à la norme vectorielle }‚}8 .

Q. 1 Montrer que

sup
xxxPCn

}xxx}8“1

}Axxx}8 ď max
iPv1,nw

n
ÿ

j“1

|Ai,j |.

˝

Q. 2 a. Déterminer un yyy P Cn, }yyy}8 “ 1 tel que

}Ayyy}8 “ max
iPv1,nw

n
ÿ

j“1

|Ai,j |.

b. Conclure.
˝

Q. 3 [Algo] Ecrire une fonction algorithmique, nommée NormInf, calculant }A}8 . ˝

Exercice 17 [C]

Soit A P MnpCq. On note B “ A˚A.
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Q. 1 Soit pλ,uuuq P Cˆ Cnzt0u un élément propre de B.

a. Montrer que la matrice B est hermitienne.

b. Montrer que les valeurs propres de B sont réelles.

c. En déduire que

λ “
}Auuu}

2
2

}uuu}
2
2

.

˝

La matrice B étant hermitienne (elle est donc normale), d’après le œThéorème de réduction 3.2 page 63,
il existe alors une matrice U unitaire et une matrice D diagonale telle que

B “ UDU˚.

On note pλi, eeeiqiPv1,nw les éléments propres de D. Les vecteurs eeei sont les vecteurs de la base canonique
de Cn et λi “ Dii.

Q. 2 a. Démontrer que les pλi, vvviqiPv1,nw sont les éléments propres de B où vvvi est le i-ème vecteur
colonne de U.

b. En déduire que tvvv1, . . . , vvvnu est une base orthonormée de Cn.
˝

Soit xxx P Cn tel que }xxx}2 “ 1 décomposée dans la base tvvv1, . . . , vvvnu:

Dpα1, . . . , αnq P Cn, tels que xxx “

n
ÿ

i“1

αivvvi.

Q. 3 a. Montrer que

xxxx,xxxy “

n
ÿ

i“1

|αi|
2 “ 1.

b. Montrer que
sup
vvvPCn

}vvv}2“1

}Avvv}
2
2 ď ρpA˚Aq.

c. Déterminer un vecteur www P Cn, tel que

}Awww}
2
2 “ ρpA˚Aq.

d. En déduire que

}A}2
def
“ sup

xxxPCn

xxx‰0

}Axxx}2

}xxx}2
“

a

ρpA˚Aq.

˝

Q. 4 a. Montrer que la norme }‚}2 est invariante par transformation unitaire :

UU˚ “ I ùñ }A}2 “ }UA}2 “ }AU}2 “ }U˚AU}2 .

b. Montrer que si A est hermitienne alors

}A}2 “ ρpAq.

˝
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