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Prérequis : avoir étudier l’introduction sur les matrices creuses du TP 5.
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Exercice
Soit A P MNpRq avec N “ d ˆ n une matrice tridiagonale blocs

A “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

D F O O O
E D F O O O

O E

O O

F O
O O O E D F
O O O E D

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

, avec D,E et F dans MnpRq

Q. 1 Matrice pleine
On prend n=2;d=7;N=d∗n; avec E=eye(n);D=2∗E;F=3∗E; Comment calculer A? (voir exemple03.m)

Q. 2 Matrice creuse
On prend n=2;d=7;N=d∗n; avec E=speye(n);D=2∗E;F=3∗E; Comment calculer A? (voir exemple03s.m)

Q. 3
On se donne les 3 matrices creuses D, E et F dans MnpRq

1 Ecrire la fonction Assemble retournant la matrice creuse A P MNpRq. (voir Assemble.m)
2 Ecrire la fonction AssembleSpVec retournant la matrice creuse A P MNpRq sans utiliser de boucle. (voir

AssembleSpVec.m)
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Matlab : Assemble , full et sparse
Octave : Assemble , full et sparse

Matlab : Assemble sparse et AssembleSpVec Octave : Assemble sparse et AssembleSpVec
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Soit f px , yq “ cospxq ` sinpyq. Nous souhaitons représenter cette fonction sur ra, bs ˆ rc , ds

i f l e ng th ( dbstack )==1, c l e a r a l l ; c l o s e a l l ; end
f=@( x , y ) cos ( x+y ) . ∗ s i n ( x−y ) ;
a=−1;b=1;nx=51;
c=1;d=6;ny=113;

x= l i n s p a c e ( a , b , nx ) ;
y= l i n s p a c e ( c , d , ny ) ;

[X ,Y]=meshgr id ( x , y ) ;
Z=f (X,Y ) ;

f i g u r e (1 )
s u r f (X,Y, Z)
x l a b e l ( ’ x ’ ) ; y l a b e l ( ’ y ’ ) ; z l a b e l ( ’ z ’ )

Z2=f ( x , y ’ ) ;
f i g u r e (2 )
s u r f ( x , y , Z2 )
x l a b e l ( ’ x ’ ) ; y l a b e l ( ’ y ’ ) ; z l a b e l ( ’ z ’ )

voir exemple04.m and co
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Figure – Utilisation des fonctions surf , surfc , pcolor, contour et contour3
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Ω “sa, brˆsc , drĂ R2 et Γ “ ΓN Y ΓS Y ΓO Y ΓE “ BΩ

´ ∆u “ f dans Ω (1)
@k P tN,S ,O,Eu, u “ gk , sur Γk . (2)

‚ (1) sur les points intérieurs ñ
@pi , jq Pw0,Nxvˆw0,Ny v

´
ˆB2u

Bx2 pxi , yjq ` B2u

By2 pxi , yjq
˙

“ f pxi , yjq (3)

‚ (2) sur les points extérieurs ñ
upa, yjq “ gOpa, yjq, @j P v0,Ny w, (4)
upb, yjq “ gE pb, yjq, @j P v0,Ny w, (5)
upxi , cq “ gSpxi , cq, @i P v0,Nxw, (6)
upxi , dq “ gNpxi , dq, @i P v0,Nxw. (7)

Conditions de compatibilité :

gOpa, cq “ gSpa, cq, gSpb, cq “ gE pb, cq
gE pb, dq “ gNpb, dq, gNpa, dq “ gOpa, dq.
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Equation écrite en un point intérieur
On a

B2u

Bx2 pxi , yj q “ upxi`1, yj q ´ 2upxi , yj q ` upxi´1, yj q
h2
x

` Oph2
x q, B2u

By2 pxi , yj q “ upxi , yj`1q ´ 2upxi , yj q ` upxi , yj´1q
h2
y

` Oph2
y q

et (3) se réécrit au point intérieur pxi , yj q avec pi , jq Pw0,Nxvˆw0,Ny v,

´upxi`1, yj q ´ 2upxi , yj q ` upxi´1, yj q
h2
x

´ upxi , yj`1q ´ 2upxi , yj q ` upxi , yj´1q
h2
y

` Oph2
x q ` Oph2

y q “ f pxi , yj q.

En "oubliant" les termes en Oph2
x q et Oph2

y q on obtient des équations approchées.
On note alors Ui,j (en espérant Ui,j « upxi , yj q!) les solutions de

´Ui`1,j ´ 2Ui,j ` Ui´1,j

h2
x

´ Ui,j`1 ´ 2Ui,j ` Ui,j´1

h2
y

“ f pxi , yj q, @pi , jq Pw0,Nxvˆw0,Ny v,

En posant βx “ ´1
h2x

, βy “ ´1
h2y

, µ “ 2
h2x

` 2
h2y

.

(Ei,j ) ☞ équation portée par le point pxi , yj q
βx pUi`1,j ` Ui´1,j q ` βy pUi,j`1 ` Ui,j´1q ` µUi,j “ fi,j . (Ei,j )
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βxpUi`1,j ` Ui´1,jq ` βy pUi,j`1 ` Ui,j´1q ` µUi,j “ fi,j , @pi , jq Pw0,Nxvˆw0,Ny v, (Ei,j)
U0,j “ gOpa, yjq, @j P v0,Ny w, (E0,j)
UNx ,j “ gE pb, yjq, @j P v0,Ny w, (ENx ,j)
Ui,0 “ gSpxi , cq, @i P v0,Nxw, (Ei,0)
Ui,Ny “ gNpxi , dq, @i P v0,Nxw. (Ei,Ny )

avec βx “ ´1
h2x

, βy “ ´1
h2y

, µ “ 2
h2x

` 2
h2y

et en espérant Ui,j « upxi , yjq!

(Ei,j) ☞ équation portée par le point pxi , yjq
Q. 4

Déterminer
1 les conditions de compatibilité ?
2 le nombre d’équations et le nombre d’inconnues ?
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Système linéaire

βxpUi`1,j ` Ui´1,jq ` βy pUi,j`1 ` Ui,j´1q ` µUi,j “ fi,j , @pi , jq Pw0,Nxvˆw0,Ny v, (Ei,j)
U0,j “ gOpa, yjq, @j Pw0,Ny v, (E0,j)
UNx ,j “ gE pb, yjq, @j Pw0,Ny v, (ENx ,j)
Ui,0 “ gSpxi , cq, @i P v0,Nxw, (Ei,0)
Ui,Ny “ gNpxi , dq, @i P v0,Nxw. (Ei,Ny )

avec βx “ ´1
h2x

, βy “ ´1
h2y

, µ “ 2
h2x

` 2
h2y

et en espérant Ui,j « upxi , yjq!
On note nx “ Nx ` 1, ny “ Ny ` 1 et N “ nxny .
@pi , jq P v0,Nxw ˆ v0,Ny w, (Ei,j), système linéaire de N équations à N inconnues :

ˆ
@pi , jq P v0,Nxw ˆ v0,Ny w, (Ei,j)

˙
ô AVVV “ bbb, avec A P MNpRq, VVV P RN ,bbb P RN . (8)

Les inconnues pUi,jq doivent être décrites sous la forme d’un vecteur VVV P RN !
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Numérotations

Les inconnues pUi,jq « upxi , yjq, sont en numérotation dites mathématique ou 2D du TP.
Ecriture en numérotation dites vectoriel ou global du TP : le choix n’est pas unique !
On choisit

VVV “

¨
˚̊
˚̋

UUU :,0

UUU :,1

UUU :,Ny

˛
‹‹‹‚ où UUU :,j “

¨
˚̋

U0,j
...

UNx ,j

˛
‹‚P Rnx , @j P v0,Ny w.

Il existe une bijection F : v0,Nxw ˆ v0,Ny w ÝÑ v1,Nw telle que

@pi , jq P v0,Nxw ˆ v0,Ny w, Vk “ Ui,j , avec k “ Fpi , jq.
k P v1,Nw correspond à la numérotation dites globale dans le TP.
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Q. 5
Déterminer la bijection F : v0,Nxw ˆ v0,Ny w ÝÑ v1,Nw et sa réciproque telle que

@pi , jq P v0,Nxw ˆ v0,Ny w, Vk “ Ui,j , avec k “ Fpi , jq.

VVV “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

nx UUU :,0
nx UUU :,1

nx UUU :,j

nx UUU :,Ny

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

“

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

1 U0,0

nx UNx ,0
nx `1 U0,1

2nx UNx ,1

jnx `1 U0,j

pj`1qnx UNx ,j

Ny nx `1 U0,Ny

pNy `1qnx UNx ,Ny

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

‚ L’indice global du dernier élément du bloc UUU :,j :
pj ` 1qnx

‚

F : v0,Nxw ˆ v0,Ny w ÝÑ v0,Nw
pi, jq ÞÝÑ jnx ` i ` 1 (9)

‚ Pour déterminer F-1 : soit k P v1,Nw, on a

k “ Fpi, jq ô k ´ 1 “ jnx ` i

Division Euclidienne de k ´ 1 par nx : j quotient, i reste.

i “ pk ´ 1q mod nx , et j “ Ep k ´ 1
nx

q

F-1 : v0,Nw ÝÑ v0,Nxw ˆ v0,Ny w
k ÞÝÑ

´
pk ´ 1q mod nx , Ep k´1

nx
q
¯ (10)
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f u n c t i o n k=b i j F ( i , j , nx )
% i i n [ 0 , nx [ , j i n [ 0 , ny [
% k i n [ 1 , nx∗ny ]
k=j ∗nx+i +1;

end

f u n c t i o n [ i , j ]= b i jRecF ( k , nx )
% k i n [ 1 , nx∗ny ] avec k−1=j ∗nx+i
% d i v i s i o n e u c l i d i e n n e de k−1 par nx
% r e s t e : i i n [ 0 , nx [ ,
% quo t i e n t : j i n [ 0 , ny [

i=rem ( k−1,nx ) ; % ou mod(k−1,nx )
j=f l o o r ( ( k−1)/nx ) ; % ou (k−1− i )/ nx

end

Q. 6
Que font les programmes suivants

Listing – Fichier bijection00.m
c l e a r a l l ; c l o s e a l l
Nx=4;Ny=5; I =0:Nx ; J=0:Ny ;
E=0;
f o r j =0:Ny

f o r i =0:Nx
k=b i j F ( i , j , Nx+1);
[ i i , j j ]= b i jRecF ( k , Nx+1);
E=E+ab s ( i i − i )+ ab s ( j j − j ) ;

end
end
f p r i n t f ( ’ E r r o r ␣ : ␣%g\n ’ ,E)

Listing – Fichier bijection01.m
c l e a r a l l ; c l o s e a l l
Nx=4;Ny=5;
I =0:Nx ; J=0:Ny ;
k=b i j F ( I ’ , J , Nx+1);
k=k ( : ) ’ ;
I i =1:Nx−1; J i =1:Ny−1;
k i=r e s h a p e ( b i j F ( I i ’ , J i , Nx+1 ) , 1 , [ ] ) ;

Listing – Fichier bijection03.m
c l e a r a l l ; c l o s e a l l
Nx=4;Ny=5; I =0:Nx ; J=0:Ny ;
k=1:(Nx+1)∗(Ny+1);
[ i , j ]= b i jRecF ( k , Nx+1);
kk=b i j F ( i , j , Nx+1);
E=sum ( ab s ( k−kk ) ) ;
f p r i n t f ( ’ E r r o r ␣ : ␣%g\n ’ ,E)
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Ecriture bloc

AVVV “ bbb, avec A P MNpRq, VVV P RN ,bbb P RN (8)

Ecriture ny ˆ ny blocs carrés de Mnx pRq :

AVVV “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

nx nx nx

nx A0,0 . . . A0,r . . . A0,Ny

...
. . .

...
...

nx Ar ,0 . . . Ar ,r . . . Ar ,Ny

...
...

. . .
...

nx ANy ,0 . . . ANy ,r . . . ANy ,Ny

˛
‹‹‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

UUU :,0

UUU :,r

UUU :,Ny

˛
‹‹‹‹‹‹‚

“

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

BBB0

BBB r

BBBNy

˛
‹‹‹‹‹‹‚

“ BBB (11)

Choix écriture (Ei,j) dans (11) ☞ ligne k “ Fpi , jq
Produit matriciel bloc avec les notations proposées :

@r P v0,Ny w, BBB r “
Nyÿ

s“0

Ar ,sUUU :,s .
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AVVV “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

nx nx nx

nx A0,0 . . . A0,r . . . A0,Ny

...
. . .

...
...

nx Ar,0 . . . Ar,r . . . Ar,Ny

...
...

. . .
...

nx ANy ,0 . . . ANy ,r . . . ANy ,Ny

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

UUU :,0

UUU :,r

UUU :,Ny

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

“

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

BBB0

BBB r

BBBNy

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

“ BBB (11)

βx pUi`1,j ` Ui´1,j q ` βy pUi,j`1 ` Ui,j´1q ` µUi,j “ fi,j , @pi, jq Pw0,Nxvˆw0,Ny v, (Ei,j )

U0,j “ gOpx0, yj q, @j Pw0,Ny v, (E0,j )

UNx ,j “ gE pxNx , yj q, @j Pw0,Ny v, (ENx ,j )

Ui,0 “ gS pxi , y0q, @i P v0,Nxw, (Ei,0)

Ui,Ny “ gNpxi , yNy q, @i P v0,Nxw. (Ei,Ny )

avec βx “ ´1
h2x

, βy “ ´1
h2y

, µ “ 2
h2x

` 2
h2y

Choix écriture (Ei,j ) dans (11) ☞ ligne k “ Fpi, jq “ jnx ` i ` 1

Q. 7
1 Expliciter la première et la dernière ligne bloc de (11) (i.e. ligne bloc r “ 0 et r “ Ny ).
2 Expliciter la ligne bloc r de (11) pour r P v0,Ny ´ 1w.
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AVVV “ BBB s’écrit donc sous forme bloc
¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

I O O O
M D M O O O

O M

O O

M O
O O O M D M
O O O I

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

VVV “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

BBB0
BBB1

BBBNy ´1
BBBNy

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

(12)

avec βx “ ´1
h2
x

, βy “ ´1
h2
y

, µ “ 2
h2
x

` 2
h2
y

,

D “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

1 0 0
βx µ βx 0 0

0

0
0 0 βx µ βx

0 0 1

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

P Mnx pRq,

M “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

0 0 0
0 βy 0 0

0
0 0 βy 0
0 0 0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

P Mnx pRq,

BBB0 “

¨
˚̊
˝

gS px0, y0q

gS pxNx
, y0q

˛
‹‹‚ P Rnx , BBBNy

“

¨
˚̊
˚̋

gNpx0, yNy
q

gNpxNx
, yNy

q

˛
‹‹‹‚ P Rnx ,

@r Pw0,Ny v, BBB r “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

gOpx0, yr q
f px1, yr q

f pxNx ´1, yr q
gE pxNx

, yr q

˛
‹‹‹‹‹‹‚

P Rnx .
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Méthode bloc
AVVV “ BBB s’écrit donc sous forme bloc

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

I O O O
M D M O O O

O M

O O

M O
O O O M D M
O O O I

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

VVV “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

BBB0
BBB1

BBBNy ´1
BBBNy

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

(13)

avec βx “ ´1
h2
x

, βy “ ´1
h2
y

, µ “ 2
h2
x

` 2
h2
y

,

D “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

1 0 0
βx µ βx 0 0

0

0
0 0 βx µ βx

0 0 1

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

P Mnx pRq,

M “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

0 0 0
0 βy 0 0

0
0 0 βy 0
0 0 0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

P Mnx pRq,

BBB0 “

¨
˚̊
˝

gS px0, y0q

gS pxNx
, y0q

˛
‹‹‚ P Rnx , BBBNy

“

¨
˚̊
˚̋

gNpx0, yNy
q

gNpxNx
, yNy

q

˛
‹‹‹‚ P Rnx ,

@r Pw0,Ny v, BBB r “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

gOpx0, yr q
f px1, yr q

f pxNx ´1, yr q
gE pxNx

, yr q

˛
‹‹‹‹‹‹‚

P Rnx .

Q. 8
Proposer un algorithme permettant de créer la matrice A et le vecteur BBB en utilisant la structure bloc.
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Méthode bloc

‚ Avantages
§ algorithmes assez simples,
§ vectorisation possible,
§ ...

‚ Inconvénients
§ il faut impérativement avoir écrit le système bloc en détail,
§ passage en 3D,
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Méthode bijection

AVVV “ BBB avec VVVFpi,jq “ Ui,j , @pi, jq P v0,Nxw ˆ v0,Ny w (11)

βx pUi`1,j ` Ui´1,j q ` βy pUi,j`1 ` Ui,j´1q ` µUi,j “ f pxi , yj q, @pi, jq Pw0,Nxvˆw0,Ny v, (Ei,j )

`C.L.

avec βx “ ´1
h2x

, βy “ ´1
h2y

, µ “ 2
h2x

` 2
h2y

Choix écriture (Ei,j ) dans (11) ☞ ligne k “ Fpi, jq “ jnx ` i ` 1

Q. 9
Proposer un algorithme permettant de créer la matrice A P MNpRq et le second membre BBB P RN sans tenir compte des conditions
aux limites (i.e. les lignes correspondantes sont laissées à zéros)

Soit pi, jq Pw0,Nxvˆw0,Ny v et k “ Fpi, jq. La ligne k du système est donc

βx

`
VFpi`1,jq ` VFpi´1,jq

˘ ` βy

`
VFpi,j`1q ` VFpi,j´1q

˘ ` µVFpi,jq “ f pxi , yj q
βx

`
Vk`1 ` Vk´1

˘ ` βy

`
Vk`nx ` Vk´nx

˘ ` µVk “ f pxi , yj q
`
AVVV “ BBB

˘
k

ô
Nÿ

r“1
Ak,rVr “ Bk ô

" @r P v1,Nwztk ´ nx , k ´ 1, k, k ` 1, k ` nxu, Ak,r “ 0,
Ak,k`1Vk`1 ` Ak,k´1Vk´1 ` Ak,k`nxVk`nx ` Ak,k´nxVk´nx ` µAk,kVk “ Bk

Ak,k´1 “ Ak,k`1 “ βx , Ak,k´nx “ Ak,k`nx “ βy , Ak,k “ µ, sinon Ak,r “ 0
Bk “ f pxi , yjq, où k “ Fpi , jq, et pi , jq Pw0,Nxvˆw0,Ny v
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Méthode bijection

AVVV “ BBB avec VVVFpi,jq “ Ui,j , @pi, jq P v0,Nxw ˆ v0,Ny w (11)

βx pUi`1,j ` Ui´1,j q ` βy pUi,j`1 ` Ui,j´1q ` µUi,j “ f pxi , yj q, @pi, jq Pw0,Nxvˆw0,Ny v, (Ei,j )

U0,j “ gOpx0, yj q, @j Pw0,Ny v, (E0,j )

UNx ,j “ gE pxNx , yj q, @j Pw0,Ny v, (ENx ,j )

Ui,0 “ gS pxi , y0q, @i P v0,Nxw, (Ei,0)

Ui,Ny “ gNpxi , yNy q, @i P v0,Nxw. (Ei,Ny )

avec βx “ ´1
h2x

, βy “ ´1
h2y

, µ “ 2
h2x

` 2
h2y

Choix écriture (Ei,j ) dans (11) ☞ ligne k “ Fpi, jq “ jnx ` i ` 1

Q. 10
Proposer un algorithme permettant de créer la matrice A P MNpRq et le second membre BBB P RN en ne tenant compte que des
conditions aux limites (i.e. les lignes correspondant aux points intérieurs sont laissées à zéros)
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‚ Avantages
§ pas nécessaire d’avoir l’écriture bloc,
§ algorithmes simples,
§ vectorisation possible,
§ passage en 3D,
§ ...

‚ Inconvénients
§ cache la structure de la matrice
§ ...

Différences finies 2D Assemblage 03/12/2024 23 / 23


