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Résumé

Nous développons une théorie de 'approximation diophantienne dans les varié-
tés de drapeaux, obtenues comme quotient d’un groupe de Lie semi-simple défini
sur Q par un sous-groupe parabolique. En nous appuyant sur des résultats de la
théorie des groupes arithmétiques, dis entre autres a Borel et Harish-Chandra, et a
Margulis et ses collaborateurs, nous démontrons dans ce cadre des généralisations
des théorémes classiques de ’approximation diophantienne.

Mots-clefs : groupes algébriques, dynamique homogéne, points rationnels, géomé-
trie des nombres, réseaux.

ARITHMETIC GROUPS AND DIOPHANTINE APPROXIMATION
Abstract

We develop a theory of diophantine approximation on generalized flag varieties,
varieties that can be obtained as a quotient of a semisimple algebraic Q-group by a
parabolic Q-subgroup. Using methods from the theory of arithmetic groups, due in
particular to Borel and Harish-Chandra, and to Margulis and his collaborators, we
prove in this setting analogs of the classical theorems of diophantine approximation.

Keywords : algebraic groups, homogeneous dynamics, rational points, geometry
of numbers, lattices.
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Chapitre 1

Introduction

Tout nombre réel peut étre approché par des rationnels, et ’on peut donc se de-
mander & quelle vitesse une suite de nombres rationnels peut converger vers un
point x donné sur la droite réelle. Naturellement, il s’agit alors de comparer la
hauteur, i.e. le dénominateur, d’une approximation rationnelle v = 2, & sa distance
au point x. On s’intéresse donc a des inégalités de la forme d(z,v) < ¢(H(v)), ou
d(x,v) = |x —v| désigne la distance de z & v, H(v) la hauteur du point rationnel v,
et 1 : Rt — R une fonction de limite nulle en I'infini. Ces problémes sont apparus
dés I’Antiquité Grecque, autour du Véme siécle avant J.C., avec la découverte de
I'existence des nombres irrationnels. Ainsi Archiméde proposait-il d’approcher le
nombre 7 par la fraction 2—72 A la Renaissance, ces questions furent redécouvertes
en Europe occidentale, en particulier via les fractions continues, et sont depuis
lors un sujet central des mathématiques. Les équations dont les inconnues sont des
nombres entiers ou rationnels étaient dites « diophantiennes », en référence a Dio-
phante d’Alexandrie, qui écrivit un mémoire a leur sujet vers le ITléme siécle apreés
J.C., et Minkowski suggéra donc d’appeler « approximations diophantiennes » les
solutions approchées a ces équations. Au cours du XXéme siécle, cette expression
s’est naturellement imposée pour désigner la théorie qui s’est développée autour
de ces problémes. Le résultat le plus connu du domaine est sans doute le théoréme
de Dirichlet, dont la démonstration repose sur le célébre « principe des tiroirs », et
selon lequel, pour tout z € R, pour tout entier Q) > 1, il existe ¢ € {0,...,Q} tel
que

P 1
T—=| < —.
q’ qQ

Entre autres résultats importants, on peut aussi citer le théoréme de Khintchine [35]
sur les approximations rationnelles & un point choisi aléatoirement suivant la mesure
de Lebesgue, le théoréme de Thue-Siegel-Roth [69, |65, [55] sur les approximations
rationnelles des nombres algébriques, et les théorémes de Baker sur les approxima-
tions de logarithmes de nombres rationnels [3]. Bien siir, ces problémes peuvent
aussi étre étudiés en dimension supérieure, et 'on étudie alors les approximations
rationnelles des points d’un ’espace affine réel, ou mieux, d’un espace projectif
P™(R). Tous les résultats mentionnés ci-dessus s’adaptent a ce cadre. Par exemple,
le théoréme de Dirichlet a été généralisé par Minkowski [52], Khintchine lui-méme
[36] observa que la théorie métrique de 'approximation diophantienne qu’il dé-
veloppait pouvait se formuler en dimension arbitraire, et Schmidt [60] démontra

7



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

son fameux « théoréme du sous-espace » pour étudier les approximations ration-
nelles des points de R™ a coordonnées algébriques, généralisant ainsi les résultats
de Roth. Avec le développement du domaine, il apparut qu’une grande part de la
géométrie sous-jacente pouvait étre convenablement décrite a ’aide des outils de
la « géométrie des nombres ». Cette théorie, introduite par Minkowski, Mahler et
Siegel [66], consiste en 1’étude des réseauz, sous-groupes discrets de rang maximal
de I’espace euclidien R?. La pertinence de l'espace des réseaux se fit plus frappante
encore avec les travaux de Dani [17], qui montra que certains problémes diophan-
tiens pouvaient se formuler efficacement en termes de flots sur ’espace des réseaux,
puis de Kleinbock et Margulis [43], qui se servirent des flots sur lespace des ré-
seaux pour résoudre une conjecture importante de Sprindzuk [67], & Paide d’idées
provenant des travaux de Margulis [51] sur les orbites unipotentes dans les espaces
homogenes. Cela ouvrit la voie & I’étude de 'approximation diophantienne & ’aide
de la dynamique homogeéne, ce qui non seulement permit d’obtenir de nouvelles
démonstrations de résultats déja connus, mais encore mena & beaucoup des pro-
grés récents du domaine. Pour n’en citer que quelques-uns, mentionnons seulement
la nouvelle démonstration du théoréme de Khintchine par Kleinbock et Margulis
[44], les travaux de Shah [64] sur les améliorations du théoréme de Dirichlet et
leurs généralisations par Yang |70], les résultats d’Aka, Breuillard, Rosenzweig et
Pauteur du présent mémoire |2, |1] sur les propriétés diophantiennes des groupes de
Lie nilpotents, et tout récemment, la démonstration par Beresnevich et Yang |4l
6] d’une version du théoréme de Khintchine pour des points choisis aléatoirement
sur une sous-variété analytique. De fagon intéressante, ’approche de Kleinbock et
Margulis pour résoudre la conjecture de Sprindzuk a de nombreux points communs
avec la démonstration de Schmidt de son théoréme du sous-espace, et comme nous
I'avons observé avec Breuillard [13], il est possible d’unifier ces deux résultats en
un seul énoncé sur le comportement asymptotique de certaines orbites diagonales
dans ’espace des réseaux.

Plus généralement, on peut considérer une variété algébrique X définie sur Q
arbitraire, sur laquelle les points rationnels sont denses, et étudier la qualité des
approximations rationnelles v € X(Q) a un point donné x € X (R). On souhaite
alors obtenir des résultats analogues aux théorémes classiques de 'approximation
diophantienne. Certains auteurs font référence a ce type de probléme sous le terme
« approximation diophantienne intrinséque », pour souligner la différence avec I'ap-
proximation diophantienne sur les sous-variétés étudiée par Sprindzuk et ses succes-
seurs, oil I'on étudie simplement les approximations a un point choisi aléatoirement
sur une sous-variété M C P"(R) par des points rationnels quelconques dans P*(R),
et non nécessairement sur M. Dés 1965, dans un article de survol sur ’approxi-
mation diophantienne, Lang [47] suggérait plusieurs problémes d’approximation
diophantienne intrinséque, mais ceux-ci ne semblent pas avoir suscité beaucoup
d’intérét jusqu’aux travaux récents de Ghosh, Gorodnik et Nevo sur le sujet |28,
29, 27]. Il y a quelques années, Kleinbock et Merrill [41] ont proposé une approche
trés élégante a I'approximation diophantienne intrinséque sur les sphéres, a 'aide
de flots diagonaux sur l'espace G/T, ot G = SOq,, est un groupe orthogonal de
signature (1,n), et I' = G(Z) un sous-groupe arithmétique. Ils ont ainsi pu dé-
montrer les analogues de plusieurs résultats classiques, comme les théorémes de
Dirichlet ou de Khintchine. En collaboration avec Fishman et Simmons [24], ils
ont d’ailleurs montré peu aprés que leurs méthodes s’appliquent aussi a ’étude de
I’approximation diophantienne sur une quadrique rationnelle arbitraire. Dans un



autre article [23|, les mémes auteurs ont tenté d’initier une étude de approxima-
tion diophantienne intrinséque sur des variétés quelconques, mais le cadre choisi
était sans doute trop général pour que ’on y puisse obtenir des résultats optimaux.

Le présent mémoire a pour but de montrer que les variétés de drapeauz, ob-
tenues comme quotient X = P\G d’un groupe algébrique semi-simple connexe G
défini sur Q par un sous-groupe parabolique P défini sur Q, forment une classe
naturelle de variétés pour étudier I'approximation diophantienne. Une fois munie
X des notions de hauteur et de distance appropriées, nous verrons que les méthodes
de la dynamique homogeéne s’appliquent et permettent d’obtenir une théorie satis-
faisante. Naturellement, dans ce cadre, l'espace SL4(R)/SL4(Z) des réseaux dans
Pespace euclidien est remplacé par un quotient plus général G/T" de G par un sous-
groupe arithmétique I, et les flots sur cet espace seront étudiés grace a la théorie
de la réduction des groupes arithmétiques, développée par Borel et Harish-Chandra
[10]. Notons cependant que méme dans le cas ot G = SLg est le groupe spécial
linéaire, notre approche nous permet d’obtenir plusieurs résultats nouveaux sur
certains problémes posés par Schmidt [59] au sujet des approximations rationnelles
des sous-espaces linéaires de R?.

Beaucoup des méthodes que nous utilisons pour construire la théorie de ’ap-
proximation diophantienne sur les variétés de drapeaux avaient auparavant été
utilisées seulement dans certains cas particuliers. Par conséquent, nous avons par-
fois dti modifier les énoncés disponibles dans la littérature, et souvent en donner
de nouvelles démonstrations. Nous décrivons briévement maintenant les principales
idées nouvelles qui nous ont permis d’arriver & nos fins.

La correspondance de Dani

Le premier probléme lorsqu’on étudie une variété de drapeau générale X = P\G
est qu'il existe différents choix de hauteur sur X(Q). A équivalence prés, toute
hauteur sur X(Q) provient d’un plongement de X dans l’espace projectif d’une
représentation irréductible de G. L’approche qui s’est naturellement imposée pour
nous a été de ne pas choisir une hauteur particuliére sur X, ou plus précisément,
de travailler avec une hauteur H, arbitraire, associée & un plongement X — P(V,)
dans I'espace projectif associé & une représentation irréductible V, de G. Le second
probléme, peut-étre plus surprenant, est que la distance appropriée sur X (R) n’est
pas en général une distance riemannienne. En effet, pour pouvoir traduire les pro-
priétés diophantiennes d’un point en termes du comportement asymptotique d’une
orbite dans G/T, il est nécessaire de disposer d’un sous-groupe & un parameétre
(at)ter dans G qui dilate la métrique sur X ; cela est seulement possible pour la
distance de Carnot-Carathéodory construite au chapitre [2] Ces distances sont trés
naturelles, et ont déja fait ’'objet d’études approfondies, en particulier par Gromov
[30] et ses successeurs. Une fois définies la hauteur et la distance sur X, on pourrait
espérer — c’est le cas lorsque X = P — que la correspondance relie simplement
les meilleures approximations rationnelles & un point x = Ps, dans X aux pe-
tits vecteurs dans les réseaux de lorbite (a¢s;V)(Z))¢>0. Cela cependant n’est pas
absolument vrai, car certains petits vecteurs dans 'orbite du réseau ne donnent
pas lieu & une bonne approximatiorﬂ et il faut en outre controler la direction des

11l peut méme arriver qu’un point correspondant & une orbite divergente dans I’espace des
réseaux soit strictement moins bien approché par des rationnels qu’un point correspondant & une
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petits vecteurs dans l'orbite. L’énoncé précis de la correspondance est donné au
chapitre 2] Proposition et aussi, dans une version légérement plus générale,
au chapitre [3] Proposition [3:2.4] pour la démonstration du théoréme de Khintchine
sur X.

Orbites diagonales et théorie de la réduction

Afin d’étudier le comportement asymptotique des orbites diagonales dans 1’espace
des réseaux, il est commode de formuler les énoncés a ’aide des objets donnés par
la théorie de la réduction, qui fournit une description précise du voisinage de l’in-
fini dans l'espace G/T". Comme cela est déja apparu dans nos travaux en commun
avec Aka, Breuillard et Rosenzweig [1] ou dans ceux de Yang [70], ce sont les varié-
tés de Schubert dans X qui permettent de formuler un critére pour la divergence
d’une orbite diagonale. Nous poursuivons ici cette étude, et dans le cas d’un point
& coordonnées algébriques, donnons une formule explicite pour le taux de fuite
d’une orbite divergente, le théoréme Cette formule fait intervenir la projec-
tion orthogonale sur une chambre de Weyl. En préliminaire a la démonstration de
notre formule, nous étudions soigneusement au chapitre [ les propriétés de cette
projection sur la chambre de Weyl, et sa relation a 'ordre de Kostant [46].

Non divergence quantitative intrinséque

L’ordre de Kostant et la projection sur la chambre de Weyl sont aussi des objets
cruciaux pour énoncer et démontrer le théoréme [6.2-1] version précise des inégalités
de non divergence quantitative dans un groupe semi-simple G arbitraire, qui est
le résultat principal du chapitre [6] Ces inégalités étaient auparavant seulement
disponibles lorsque G = SL4. Bien entendu, il est toujours possible d’obtenir un
énoncé de non divergence quantitative par plongement de G dans un groupe SLg,
mais le résultat alors obtenu n’est pas suffisamment précis pour les applications a
I’étude des exposants diophantiens que nous avons en vue. La démonstration que
nous proposons de ces inégalités est sensiblement différente de celle utilisée par
Margulis et ses collaborateurs [51} |43] 49| ; nous y utilisons de maniére essentielle
la théorie de la réduction et la théorie du plus haut poids pour les représentations
de groupes semi-simples.

Un probléme de Schmidt : I’approximation des sous-espaces vectoriels

Pour illustrer notre méthode, nous décrivons briévement les résultats qu’elle permet
d’obtenir en rapport avec un probléme de Schmidt [59] sur les approximations
rationnelles des sous-espaces vectoriels de R?. Dans son article, aprés avoir défini les
notions de hauteur et de distance appropriées sur la variété grassmannienne X =
Grass(/,d) des sous-espaces de dimension ¢ dans R? Schmidt définit 1’exposant
diophantien d’un point x € X par la formule

B(z) =inf{8 >0|3c>0:Vve X(Q), dz,v) > cH(v) "}

et pose le probléme de déterminer la borne inférieure inf,cx(g)B(x). Dans sa
conclusion, il observe que l'on peut minorer (z) > % + ﬁ pour presque tout
sous-espace x de dimension ¢, et suggére une étude plus approfondie des propriétés

orbite bornée! Un tel exemple est donné a la fin du chapitre El
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diophantiennes d’un point x choisi aléatoirement sur X. L’un de nos premiers résul-
tats, le théoréeme montre que pour presque tout x dans X, f(z) = %—&— ﬁ. On
obtient d’ailleurs une description bien plus précise de la qualité des approximations
rationnelles & un sous-espace aléatoire grace au théoréme [0.3.2] analogue du théo-
réme de Khintchine pour les variétés grassmanniennes. Ce qui nous parait plus inté-
ressant encore, c’est une formule générale pour ’exposant diophantien de n’importe
quel sous-espace de R% qui admette une base constituée de vecteurs & coordonnées
algébriques. Notons que cette formule, donnée dans le théoréme [9.3:4] et que I'on
doit pouvoir deviner aprés avoir étudié suffisamment de cas particuliers, ne s’énonce
simplement qu’une fois que 'on a introduit le formalisme général des groupes semi-
simples, et la projection sur la chambre de Weyl. Comme corollaire de cette for-
mule, nous montrons que tout point algébrique x € X (Q) vérifie 3(x) > % + ﬁ,
et donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu’une égalité ait lieu, cf.
corollaire 9.3.5] En d’autres termes, infxex(@) Bx) = % + ﬁ. Peu aprés la rédac-
tion de ce mémoire, nous sommes parvenus a étendre nos méthodes pour répondre
a la question de Schmidt en montrant qu'on a méme inf, ¢ x ) B8(z) = % + ﬁ. On
renvoie a |20] le lecteur intéressé par la démonstration de cette égalité.

1.1 Résultats principaux

Nous allons exploiter les méthodes de la théorie des groupes arithmétiques pour
étudier 'approximation diophantienne dans certaines variétés, obtenues comme
quotient X = P\G d’un groupe algébrique semi-simple G défini sur Q, par un sous-
groupe parabolique défini sur Q. Les variétés de cette forme sont communément
appelées variétés de drapeauz. Les exemples les plus élémentaires de telles variétés
sont les espaces projectifs P", n > 1, les variétés grassmanniennes Grass(¥,d),
1 < ¢ < d, les quadriques projectives, et la variété des drapeaux complets d’un
espace vectoriel.

Dans la suite, une variété de drapeaux X = P\G sera toujours munie d’une
distance de Carnot-Carathéodory naturelle d, dont la construction est détaillée au
paragraphe Les hauteurs que nous considérerons sur X(Q) seront obtenues
par plongement de X dans un espace projectif. Rappelons que si V' est un espace
vectoriel défini sur Q, le choix d’une base rationnelle (u;)1<;<q de V permet de
définir une hauteur sur les points rationnels de P(V) : ayant muni V' de la norme
euclidienne pour laquelle la base (u;) est orthonormeée, siv € P(V)(Q) est représenté
par un vecteur primitif v dans le réseau @;Zu;, on pose

H(v) = vl

Toutes les hauteurs sur P(V') construites de cette maniére sont équivalentes, i.e.
comparables & une constante multiplicative prés. Ensuite, si V, est une représen-
tation irréductible rationnelle de G' engendrée par une unique droite [e,] de plus
haut poids x telle que Stabgle,] = P, on obtient une hauteur H, sur X par res-
triction d’une hauteur sur P(V,) en identifiant X = P\G a l'orbite Gle,] de la
droite de plus haut poids dans P(V, ). L’approximation diophantienne intrinséque
sur X est I’étude de la qualité des approximations d’un point € X (R) par un
point v € X(Q) : pour un grand paramétre T' > 0, on cherche a évaluer en fonction
de T la distance minimale & z d’un point rationnel v de hauteur H, (v) < T.
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Les résultats que nous démontrons dans ce mémoire se divisent en trois caté-
gories, suivant la maniére de choisir le point z dans X (R). Les premiers résultats
concernent les propriétés diophantiennes d’un point x choisi aléatoirement sui-
vant la classe de la mesure de Lebesgue sur X (R), les seconds traitent d’un point

z € X(Q), i.e. dont les coordonnées sont des nombres algébriques, et pour les

derniers, le point x sera choisi aléatoirement sur une sous-variété analytique de
X (R).

Propriétés génériques des points de X (R)
Pour commencer, on définit I'ezposant diophantien B, (x) d'un point x € X(R) par
By(x) =inf{f >0]3c>0: Yo e X(Q), d(x,v) > cH,(v)""}.

Le premier résultat général que nous démontrerons est que la fonction 3, est
constante presque partout sur X (R).

Théoréme 1.1 (Valeur presque sire de I'exposant). Il existe une constante expli-
cite By (X) € Q strictement positive telle que pour presque tout x € X(R),

Br(x) = By (X).

Un cas particulier important est celui ot X est munie de la hauteur anti-
canonique. On renvoie au paragraphe [2.6] pour la définition générale de cette hau-
teur, qui, dans notre cadre, correspond simplement & choisir le plus haut poids x
égal & la somme des racines apparaissant dans le radical unipotent de P. Un résul-
tat de Franke [25] montre que le nombre de points rationnels v € X(Q) de hauteur
anti-canonique inférieure a T satisfait, pour certaines constantes ¢ > 0 et b € N*,

Nx(T) ~c-T(logT)*~* (T — +o0). (1.1)

Pour cette hauteur anti-canonique, ’exposant diophantien presque stir dans X

prend la valeur naturelle
1
Br(X) = dim., X

ou dim.. X est la dimension de Carnot-Carathéodory de X, unique entier tel que le
nombre de recouvrement de X (R) par des boules de rayon § > 0 pour la métrique
de Carnot-Carathéodory satisfasse N (X, ) < 6~ 4me X Jorsque § tend vers zéro.
Mohammadi et Salehi Golsefidy [53, Theorem 4], ont généralisé le résultat de Franke
et montré que pour toute hauteur H,, il existe des constantes c, u, > 0 et v, € N*
pour lesquelles

Nx(T) ~ c-T"x(log T)"x* (T — +00). (1.2)

Une application facile du lemme de Borel-Cantelli permet de montrer qu’on a tou-
jours l'inégalité 3, (X) < dirr?%X’ quoique 'inégalité puisse étre stricte en général.

Vu le théoréme|[T:I]ci-dessus, on peut s’intéresser a des propriétés diophantiennes
plus fines. Par analogie avec le céleébre théoréme de Khintchine [36], pour une
fonction ¢ : Rt — R™, nous considérons I'inégalité

d(z,v) < Hy (v)" > p(Hy () (1.3)

et montrons le théoréme suivant.
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Théoréme 1.2 (Théoréme de Khintchine pour une variété de drapeaux). Il existe
des constantes explicites a, > 0 et by, € N* pour lesquelles I’énoncé suivant est
vérifié. Soit 1 : RT — RT une fonction décroissante.

o Si f;oo Y(u) e (loglogu)bx*l%‘ < +oo, alors, pour presque tout T €
X (R), Vinégalité (1.3) n’admet qu’un nombre fini de solutions v € X(Q).

o Si f;roo Y(u) Ax O (loglogu)bxfl%‘ = +o00, alors, pour presque tout ¥ €
X (R), Vinégalité (1.3) admet une infinité de solutions v € X (Q).

Dans le cas ou X = P™ est un espace projectif, on retrouve le théoréme démontré
par Khintchine [36] en 1926. Le résultat était déja connu aussi lorsque X est une
quadrique projective, depuis les travaux remarquables de Kleinbock et Merrill [41]
puis de Fishman, Kleinbock, Merrill et Simmons [24] sur le sujet. Les constantes
ay et by se calculent facilement & l'aide d’un systéme de racines associé¢ a G, et
proviennent d’un encadrement asymptotique de la mesure de certains voisinages de
Pinfini dans l'espace G/I', ou I' est un sous-groupe arithmétique de G. On renvoie
a la proposition ci-dessous pour un énoncé plus précis. Lorsque la variété X
est munie de la hauteur anti-canonique, a, = 1 et b, est égal au rang rationnel de
la variété X = P\G, i.e. b, = rang G — rang P. Notons aussi que dans le cas ou
X est derang 1, i.e. X = P\G, avec P un sous-groupe parabolique maximal, on a
by = 1, et 'hypothése de décroissance sur ¢ n’est pas nécessaire pour la premiére
assertion du théoréme.

Gréce & un principe de transfert dt a Beresnevich et Velani [5], cela permet aussi
de calculer la dimension de Hausdorff, pour la métrique de Carnot-Carathéodory,
des points de X (R) tels que 3, (z) = B.

Théoréme 1.3 (Théoréme de Jarnik pour une variété de drapeaux). Soit X une
variété de drapeauz rationnelle munie de sa métrique de Carnot-Carathéodory et
de la hauteur anti-canonique H,,. Pour tout 8 > ﬁ, l’ensemble
Eg ={z e X(R) | B(z) = £}

vérifie

1

Ba

ot dimp .. désigne la dimension de Hausdorff associée a la métrique de Carnot-
Carathéodory sur X.

dimH,Cc EB =

Approximation des points algébriques

Nous noterons Q le sous-corps de R constitué des éléments algébriques sur Q. Un
résultat majeur concernant I’approximation des éléments de Q par des rationnels
est le théoréme de Roth [55], qui assure que si # € Q est irrationnel et € > 0, alors
I'inégalité

1
q2+s ’

p€EZ, g N*

n’admet qu'un nombre fini de solutions (p,q). De maniére équivalente, si P! est
muni de la distance et de la hauteur usuelles, le théoréme de Roth affirme que tout
élément z € P1(Q) \ PY(Q) vérifie (z) = 2. Ce théoréme a d’ailleurs été généralisé
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par Schmidt [60] : si @ € P*(Q) n’est inclus dans aucun sous-espace projectif
rationnel propre, alors f(z) =1+ % Nous montrons que ces résultats sont encore
valables dans une variété de drapeaux X arbitraire : hors de certaines contraintes
rationnelles, tous les points algébriques de X ont méme exposant diophantien, égal
a exposant presque str d’un point aléatoire de X (R).

Rappelons que la variété X = P\G se décompose en cellules de Schubert :
si B C P désigne un Q-sous-groupe parabolique minimal, W le groupe de Weyl
associé, et Wp = (W N P)\W, alors

X = LJ PuwB.
weWp

Notons X,, = PwB P’adhérence de Zariski dans X de la cellule de Schubert PwB.
Une variété de Schubert est une variété de la forme X,,g, pour w € Wp et g € G.
Si lélément g peut étre choisi dans G(Q), nous dirons que la variété de Schubert
est rationnelle. Par abus de langage, nous parlerons aussi de variété de Schubert
pour désigner I'adhérence de Zariski dans G de la cellule PwB.

Théoréme 1.4 (Points algébriques extrémaux). Si x € X(Q) n’appartient & au-
cune sous-variété de Schubert rationnellﬂdiﬁér@nte de X, alors By (x) = By (X).

Les sous-variétés de Schubert rationnelles forment une famille de sous-variétés
de X définies sur Q et de degré borné. Nous verrons au chapitre [, Lemme [7.4.2]

que cela implique qu’il existe un point = dans X (Q) hors de toutes ces sous-variétés,
et qu’en un certain sens, la plupart des points de X (Q) vérifient cette propriété.

Plus généralement, nous obtenons une formule pour I'exposant d’un point = €
X (Q), en termes d'une certaine variété de Schubert rationnelle le contenant. Mais
I’énoncé précis de cette formule requiert I'introduction d’autres objets associés a
X. Nous noterons T' un Q-tore déployé maximal de G inclus dans B, A = T(R)
la composante connexe des points réels de T', a l'algébre de Lie de A et II C a*
la base du systéme de racines associé a G et T correspondant au parabolique
minimal B. Ces objets sont définis plus précisément dans Borel [9, §11] et leur
construction détaillée est donnée dans Borel et Tits |11} §5]. Insistons sur le fait
que 'on s’intéresse ici aux racines de G par rapport au Q-tore déployé maximal T';
on parle parfois du systéme des Q-racines de GG, dont la base II est de cardinal égal
au Q-rang de G.

Si 8 C II est ’ensemble de racines simples associé a P — tel que les racines
négatives apparaissant dans P se décomposent sur § — on définit un unique élément
Y dans a par

0 siaeb
a@v_{l sia eI\ 0
L’espace a étant muni d’une norme euclidienne invariante par I’action du groupe
de Weyl, nous noterons p,— : a — a~ la projection au plus proche voisin sur la
chambre de Weyl négative

a” ={u€a]|Vaell, a(u) <0}

Enfin, I’'action adjointe a droite du groupe de Weyl W sur a et a* sera notée en
exposant : pour w € W, Y € a et x € a*, nous avons donc Y = (Adw)~1Y, et
x* = xo (Adw).

211 suffit en fait que x ne soit dans aucune sous-variété de Schubert rationnelle instable. On
renvoie au paragraphe @ pour plus de détails sur ce sujet.
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Théoréme 1.5 (Exposant d’un point algébrique). Pour chaque élément x € X (Q),
il existe w € Wp et v € G(Q) tels que z € X,y et

1
—06Y) + (X, pa- (V)

Dans le théoréme ci-dessus, la variété de Schubert X,y est en fait entiérement
déterminée par xz. On renvoie le lecteur au paragraphe [5.3] pour le détail de sa
construction. Comme corollaire du théoréme ci-dessus, on peut montrer que, dans

certains cas, la valeur minimale de I'exposant 5, (z), x € X(Q), est égale & 3, (X).

By () =

Corollaire 1.6 (Minoration de 'exposant d’un point algébrique). Si X = P\G,
avec P un sous-groupe parabolique maximal du Q-groupe semi-simple G, alors

min By (z) = By (X).

zeX(Q)

Ce corollaire s’applique en particulier lorsque X = Grass({,d) est la variété
grassmannienne des sous-espaces de dimension ¢ dans R?, munie de la hauteur
induite par le plongement de Pliicker. On obtient ainsi une réponse partielle & un
probléme de Schmidt :

Probléme : Déterminer la quantité inf,cqrass(e,a) By (2)-

La solution compléte a ce probléme, & ’aide d’une extension des méthodes déve-
loppées dans ce mémoire, est donnée dans [20].

Au chapitre [0 nous présentons nos résultats dans quelques exemples concrets de
variétés de drapeaux. Nous y verrons notamment que le corollaire ci-dessus est faux
en général si le sous-groupe parabolique P n’est pas maximal. Il reste cependant
valable dans un autre cas important : si X = P\G avec G déployé sur Q, P un
Q-parabolique minimal, et H, la hauteur anti-canonique sur X.

Approximation dans les sous-variétés

Considérons maintenant une mesure p singuliére par rapport a la mesure de Le-
besgue sur X (R). On cherche a déterminer des conditions suffisantes naturelles
sur pu pour que les propriétés diophantiennes d’'un point = choisi aléatoirement
suivant p soient similaires a celles d’un point choisi aléatoirement pour la mesure
de Lebesgue. Dans le cadre de ’approximation diophantienne classique, ce pro-
bléme a été particuliérement depuis les travaux de Sprindzuk et Kleinbock
et Margulis lorsque la mesure p est équivalente a la mesure de Lebesgue sur
une sous-variété de X (R). Dans cette introduction, nous nous restreindrons aux
variétés analytiques, pour garder la présentation aussi simple que possible. Cepen-
dant, une part importante des résultats reste valable pour des mesures beaucoup
plus générales, les mesures localement régulieres introduites au chapitre [6} et qui
permettent aussi 'étude de variétés différentiables mais non nécessairement analy-
tiques, comme dans ’article original de Kleinbock et Margulis sur le sujet. Le
lecteur intéressé par ces problémes pourra consulter la conclusion de ce mémoire,
ou l'on indique aussi les points qui méritent une analyse plus approfondie si ’'on
omet I’hypothése d’analyticité.
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Si M est une variété analytique de dimension m, on considére la mesure = A\ps
sur M équivalente a la restriction & M de la mesure de Hausdorff de dimension
m, au sens ol les ensembles négligeables sont les mémes pour ces deux mesures.
Comme nos résultats ne dépendent de la mesure qu’a équivalence prés, le choix
précis de Ap; n’aura pas d’importance dans la suite.

Le premier résultat que nous établissons est que ’exposant diophantien d’un
point de M est constant presque stirement. Cette observation généralise un résultat
de Kleinbock [37], valable lorsque X est un espace projectif.

Théoréme 1.7 (Exposant d’une sous-variété analytique). Soit M une sous-variété
analytique connexe de X. Il existe une constante 5, (M) telle que pour presque tout

x €M, By(x) = By(M).

Suivant la terminologie introduite par Sprindzuk [67], nous dirons qu’une sous-
variété analytique M C X est extrémale si Sy (M) = By (X). Dans le cas on X = P"
est un espace projectif, une sous-variété analytique est dite non dégénérée si elle
n’est incluse dans aucun sous-espace projectif strict. La conjecture de Sprindzuk,
démontrée par Kleinbock et Margulis [43] en 1998, stipulait que toute sous-variété
analytique non dégénérée dans P™ était extrémale. Ici encore, ce résultat admet
une généralisation naturelle au cadre des variétés de drapeaux. Nous dirons qu’'une
sous-variété analytique M C X est non dégénérée si elle n’est incluse dans aucune
sous-variété de Schubert propre. Cette terminologie est bien stir compatible avec
celle déja utilisée dans le cas ou X est un espace projectif.

Théoréme 1.8 (Extrémalité des sous-variétés non dégénérées). Toute sous-variété
analytique connexe M non dégénéréfﬂ dans X est extrémale.

Notre dernier résultat méle sous-variétés analytiques et nombres algébriques.
En prenant pour variété un singleton M = {z}, avec z € X(Q), on retrouvera
d’ailleurs le théoréme|1.5|énoncé ci-dessus. Nous reprenons les notations introduites

juste avant le théoréme [1.5

Théoréme 1.9 (Exposant d’une sous-variété définie sur Q). Soit M C X une
sous-variété analytique connexe dont 'adhérence de Zariski est définie sur Q. II
existe w € Wp et v € G(Q) tels que M C X,y et pour presque tout x € M,

1
—(6Y) + (X pa- (Y2))

() =

On observe que les énoncés concernant I’approximation diophantienne sur les
sous-variétés sont trés voisins de ceux concernant les points algébriques. Cela s’ex-
plique par le fait que les contraintes géométriques qui apparaissent sont les mémes
dans les deux situations. Pour les mettre en évidence, nous utilisons une correspon-
dance entre les propriétés diophantiennes d’un point € X (R) et le comportement
asymptotique de certaines orbites diagonales dans ’espace des réseaux d’un espace
euclidien.

3Ici encore il suffit de supposer que M n’est incluse dans aucune sous-variété de Schubert
instable, comme expliqué au paragraphe @
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1.2 Une correspondance

Un réseau A dans un espace euclidien V est un sous-groupe discret de rang maxi-
mal. En d’autres termes, pour une base (v;)1<i<q de V, on peut écrire

A=7Zv1® - D Zvy.

Le groupe linéaire GL(V) agit naturellement sur I’espace des réseaux de V. Les tra-
vaux de Minkowski [52] et Siegel [66] ont mis en évidence le fait que de nombreuses
propriétés arithmétiques se comprennent simplement grace a ’espace des réseaux.
Cette approche de arithmétique, souvent appelée « géométrie des nombres », s’est
aussi révélée particuliérement fructueuse pour I'approximation diophantienne. Elle
est en particulier & la base de la démonstration de Schmidt de son théoréme du
sous-espace [57, Theorem 1F]. Mais commengons par un exemple simple, qui illustre
I'intérét de I’espace des réseaux pour I’étude de I'approximation diophantienne.

L’espace projectif
Nous avons défini plus haut ’exposant diophantien d’un point = € P*(R) :
B(z) =inf{8 >0|3c>0: Yo € P*(Q), d(zx,v) > cH(v) "}

Si € P*(R) s’écrit en coordonnées homogeénes © = [1 : a1 : ... : x,], nous lui
associons un réseau A, dans R? par la formule

1 0
d —T 1 0
A, =8, 7% ou s, =
0 0
-z, 0 1

La systole, ou premier minimum, d’un réseau A est la longueur minimale d’un
vecteur non nul dans A :

A(A)=inf{A>0] AnB(0,)\) # {0}}.
Nous counsidérons dans GL4(R) le sous-groupe a un parameétre (a;)tcr défini par

a; = diag(e™, etrm ., et/"),

et posons

-1
~(z) = limsup - log A1 (a:A,).

t—+o00
La proposition élémentaire ci-dessous est tirée de Kleinbock et Margulis [44, Theo-
rem 8.5], et généralise des résultats antérieurs de Dani [17].

Proposition 1.10 (Correspondance de Dani pour P"). Pour tout x € P"(R),

Bl) = <1+71L)1_1W)

Le point de départ de tous les résultats démontrés dans ce mémoire est une
généralisation de cette proposition, dans laquelle I'espace projectif est remplacé
par une variété de drapeaux X arbitraire.
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Variétés de drapeaux

Rappelons que X peut s’écrire comme 'espace quotient X = P\G d’un Q-groupe
semi-simple G par un Q-sous-groupe parabolique P, et que X (R) est munie de la
distance de Carnot-Carathéodory naturelle définie au paragraphe Nous fixons
aussi une représentation rationnelle irréductible de G sur un espace vectoriel V,
défini sur Q et engendré, comme G-module, par une unique droite rationnelle de
plus haut poids [e,]. Nous supposons en outre que le stabilisateur dans G de la
droite engendrée par le vecteur de plus haut poids e, est égal a P. Cela permet
de plonger X dans 'espace projectif P(V,); la hauteur sur X(Q) obtenue par
restriction de la hauteur usuelle sur P(V,)(Q) est notée H,,.

Pour étudier 'approximation diophantienne dans X, munie de la hauteur H,,
nous utiliserons I’espace des réseaux de V,. Ayant fixé dans V, (R) un réseau ra-
tionnel V, (Z) C V,(Q), nous associons a chaque élément = de X (R) un réseau

Ay =58,V (Z), ol sy € G est tel que x = Ps,.
Nous utiliserons le sous-groupe & un paramétre (a;)icr déja mentionné ci-dessus :

0 siaef

_ tY . o B
ar =€, ouYeaestdoﬁmpara(Y)_{_l siado.

La correspondance qui relie I’exposant diophantien 3, (x) au comportement asymp-
totique de Porbite (a; Az )¢~ met en jeu une quantité un peu plus subtile & définir
que la systole d’un réseau. Notons

)?:G-eXCVX

lorbite de e, dans V, sous I’action de G. L’ensemble X est le cone dans V, conte-
nant toutes les droites du plongement de X dans P(V, ), privé du point 0. L’espace
V, se décompose en somme directe d’espaces de poids sous ’action du groupe
abélien (at)ier, et nous notons

7tV = ey

la projection sur [e,] parallelement & la somme de tous les autres espaces de poids.
Pour tout réseau A dans V), nous posons

m(A):mf{wmaveAmBm,r): UGX'“'}'

Remarquons qu’on peut avoir r, (A) = 400, par exemple si A ne rencontre pas le
cone X. Quoiqu’il en soit, on pose

-1
Yy () = limsup — log ry (a: Az).
t—+oo
Il n’est pas difficile de se convaincre que cette quantité ne dépend pas du choix de
I’élément s, tel que x = Ps, ; cela est expliqué en détail au paragraphe On
peut alors relier les quantités (3, () et vy (x) grace & la proposition suivante.
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Proposition 1.11 (Correspondance drapeau-réseau). Pour tout x € X (R),

1

D = =5 )

La définition de la fonction r,, et notamment la contrainte ||7* (v)|| > @ sur
le petit vecteur v, rend cette proposition un peu moins simple & appliquer que son
analogue pour l’espace projectif. Elle nous sera néanmoins trés utile.

1.3 Espaces de réseaux

Dans la correspondance décrite ci-dessus, les réseaux de V), qui interviennent sont
de la forme gV, (Z), avec g € G. Si on note I' le stabilisateur de V,(Z) dans G,
lorbite G - Vy (Z) s’identifie au quotient

Q=GT.

Un tel quotient d’un groupe algébrique G semi-simple défini sur Q par un sous-
groupe arithmétique I' sera appelé un espace de réseauz, car il s’identifie & une
partie de 'espace des réseaux de ’espace euclidien V). La géométrie de ces espaces
est décrite avec assez de précision par la théorie de la réduction, dtie & Borel et
Harish-Chandra, et trés clairement exposée dans le livre de Borel [9]. Il y est no-
tamment démontré que 'espace 2 admet une unique mesure de probabilité mq
invariante sous l’action de G. Les résultats et les méthodes de [9] seront d’ailleurs
un outil essentiel dans tout ce mémoire. A chacun des résultats d’approximation
diophantienne dans la variété de drapeaux X correspond un théoréme sur ’espace
de réseaux (). Nous décrivons maintenant ces résultats, qui, & notre avis, ont leur
intérét propre.

Mélange exponentiel

Pour démontrer un théoréme de Khintchine sur la variété de drapeaux X, nous
suivons la méthode proposée par Kleinbock et Margulis [44] et utilisée aussi par
Kleinbock et Merrill [41] et Fishman, Kleinbock, Merrill et Simmons [24] dans leur
étude des quadriques. Cette méthode repose sur un théoréme de décroissance expo-
nentielle des coefficients dans la représentation L?(£2). Nous admettrons ce résultat,
dont la démonstration nous éloignerait trop de notre sujet d’étude, mais en donnons
I’énoncé exact ici, puisqu’il sera essentiel dans la suite. L’énoncé général ci-dessous
découle d’un article récent de Einsiedler, Margulis, Mohammadi et Venkatesh [22]
§84.1 et 4.3]; on renvoie aussi a Kleinbock et Margulis [44, §3.4] pour une version
antérieure. Rappelons que 'algébre de Lie g de G agit sur ’espace des fonctions
lisses sur §2 par la formule

d
VY €g, Vf € C®(Q), VA€ Q, (Yf)(A) = = e A).
t=0
Cette action s’étend naturellement & l’algébre universelle de g, qui s’identifie donc
& une sous-algébre des opérateurs différentiels sur €.

Théoréme 1.12 (Décroissance exponentielle des coefficients dans L?(€2)). Soit G
un Q-groupe semi-simple simplement connexe, I' un sous-groupe arithmétique, et



20 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Q = G/T. Soit T un Q-tore déployé maximal de G, A = T°(R) et (at)ier un
sous-groupe 4 un parametre de A. On suppose que pour tout t > 0, a; = ety, avec
Y € a tel que pour toute projection p; : g — g; sur un facteur Q-simple, p;(Y') # 0.
Alors, il existe des constantes £ € N et C,7 > 0 telles que pour toutes fonctions

fi1,fa € C®(Q) et tout t > 0,

/Qfl(atA)fz(A) ma(dA) —mo(fi)ma(f2)| < Ce™™ T fi]l2| X foll2,

ot Y désigne Uopérateur différentiel Y = 1-3,Y;?, avec (Y;) une base orthonormée
de lalgébre de Lie ¥ d’un sous-groupe compact mazimal de G(R).

L’autre élément utile & la démonstration du théoréme de Khintchine est un
encadrement asymptotique du volume de I’ensemble A des éléments de €2 tels que
ry(A) <. Nous vérifierons cet encadrement & I’aide de la théorie de la réduction,
qui décrit un domaine fondamental pour I'action de I' par translation & droite
sur G.

Proposition 1.13 (Mesure d’un voisinage de linfini). Il existe des constantes
a, > 0 et by, € N* telles que, a une constante multiplicative prés dépendant de G
et I', pour tout r < 1,

mo({A e Q| r(A) <r}) = r“ﬂlogr\bxfl.

Position dans un espace de réseaux

Si Q2 = G/T est le quotient d'un Q-groupe algébrique semi-simple par un sous-
groupe arithmétique, nous définissons maintenant une fonction propre ¢ : Q — a~
qui décrit la position d’'un point dans €2, & une constante prés. C’est ’étude du
comportement de cette fonction le long des orbites diagonales dans ) qui permettra
de démontrer les résultats d’approximation diophantienne présentés ci-dessus. Dans
la construction de la fonction ¢, I'idée sous-jacente est qu'un élément gI" dans
doit s’étudier simultanément dans chacune des représentations fondamentales de
G. Cela nous est indiqué par les méthodes de la théorie de la réduction, et en
particulier |9, §§14 et 16].

Notons T un Q-tore déployé maximal dans G, A = TY(R) la composante
connexe des points réels de T, et a 'algébre de Lie de A. Le systéme de racines ¥
de G par rapport a T s’identifie & un systéme de racines dans ’espace dual a*. Nous
fixons une base de racines simples II = {aq,...,a,} dans ¥ et notons wy, ..., w,
la base duale pour un produit scalaire admissible. Pour chaque i € {1,...,7}, on
fixe une Q-représentation V; de G engendrée par une unique droite rationnelle de
plus haut poids w; = b;w;, avec b; > 0 minimal, et V;(Z) un réseau rationnel dans
V; stable par l'action de I" et contenant un vecteur de plus haut poids e;. Suivant
Borel et Tits |11, §12.13], nous dirons que les représentations V;, i = 1,...,r, sont
les représentations fondamentales de G. Dans 'espace vectoriel V;, nous noterons
X; = G - ¢; Vorbite du vecteur de plus haut poids e; sous ’action de G.

Les covolumes successifs d'un élément g = gI' de I’espace de réseaux {2 sont les
quantités

wi(g) = min{|lgv]| | v e Vi(Z)N X;}, i=1,...,r
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Comme les w;, i = 1,...,r, forment une base de a*, il existe un unique élément
co(g) € a tel que
Vi€ {17"'7T}7 Wi(CO(g)) zlogﬂi(g)'
Rappelons que la chambre de Weyl négative a~ est la partie convexe fermée de a
définie par
a ={Y ea|Vaell, a(Y) <0}.

L’espace a est muni d’une norme euclidienne invariante par ’action du groupe de
Weyl, et cela permet de définir la projection p,- : @ — a~, qui associe a Yy 'unique
élément Y € a~ tel que d(Yp,a™) = d(Yp,Y). La fonction ¢ : @ — a~ est alors
définie par la formule

c(g) = pa-(co(9))-
C’est une fonction propre sur {2 que ’'on peut comprendre de la facon suivante : si

g1 et go sont dans la méme pointe de €2, la distance de g; a go est comparable &
lle(g1) — ¢(g2)]|, & une constante additive prés.

Le théoréme du sous-espace

Avec les notations utilisées ci-dessus, nous considérons maintenant un sous-groupe
a un paramétre (a;);er dans A. Les démonstrations des théorémes et sont
basées sur le théoréme fort du sous-espace de Schmidt [57, Theorem 3A, page 163,
grace auquel nous déterminons un équivalent asymptotique, lorsque ¢ tend vers
I'infini, de la fonction c(a;s), si s appartient & G(Q). Pour énoncer ce résultat, il
est commode d’introduire ’ordre de Kostant sur a. Cette relation d’ordre partiel

est définie par
Y1 <Y, — ViE{l,...,T}, wi(Yl) Swl(}é)

Par exemple, si (Y;) e est une famille d’éléments de a, nous noterons Y = inf ¢ ; ¥;
le plus grand minorant de la famille (Y});c s, défini par

Vie{l,...,r}, wi(Y)=inf w;(Yj).
jeJ

Rappelons que pour Y € a et w dans le groupe de Weyl, on note Y = (Adw) =Y.

Théoréme 1.14 (Orbites diagonales des points algébriques dans ). Soit Y € a~
un élément arbitraire, (a;)icr = ('Y )ier le sous-groupe a un paramétre associé, et
P le sous-groupe parabolique associé a (at)ier -

P= {g eG ‘ lim azga_; existe}.
t—+4o00

Pour w € Wp, nous notons X, = PwB la variété de Schubert standard correspon-
dante. Etant donné s € G(Q) posons

Coo =Inf {pe-(Y"); weWp: Iy eG(Q): s€e Xy} €a.

Alors,

. 1
tlilfoo ;c(ats) = Coo

et il existe une variété de Schubert rationnelle Xy, w € Wp, v € G(Q) contenant
s et telle que po- (YY) = Coo-
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En fait, la démonstration de ce théoréme permet aussi de controler partiellement
lélément v € G(Q) qui apparait pour ¢ > 0 grand dans une décomposition de
Siegel ats = kibynivye. Nous renvoyons au chapitre[5], théoréme pour un énoncé
précis et au paragraphe [4.1] pour la définition de la décomposition de Siegel.

Non divergence quantitative

Le dernier résultat dont nous aurons besoin sur I’espace de réseaux {2 est un énoncé
de non divergence quantitative : étant donné une mesure borélienne p sur G on
cherche a controler la valeur de ¢(g) lorsque I’élément ¢ est choisi aléatoirement
suivant la mesure p. C’est pour étudier le comportement des flots unipotents dans
lespace SLg(R)/SL4(Z) que ce type de résultat a été introduit par Margulis [51].
Ensuite, les travaux de Dani [18], puis de Kleinbock et Margulis [43] ont permis
d’aboutir & un énoncé quantitatif adapté & 'approximation diophantienne. Mais
les théorémes montrés par Kleinbock et Margulis, ou plus récemment par Lindens-
trauss, Margulis, Mohammadi et Shah [49] ne concernent que le groupe SL,4. Pour
les applications que nous avons en vue, il est important d’avoir un résultat qui s’ap-
plique dans un Q-groupe semi-simple arbitraire, et qui en respecte la géométrie. Ici
encore, c’est la fonction ¢ : G — a~ qui permet de formuler I’énoncé adéquat.

Nous aurons méme besoin d’étendre la fonction ¢ aux parties compactes de G.
Si S C G est une partie compacte, on pose donc, pour chaque i € {1,...,7},

#i(S) = min _ max]|sv].

VeV (Z)NX,; SE€S
Cela permet de définir un élément c(.S) € a par
Vie{l,...,r}, wi(co(S)) =logui(S),
puis, comme précédemment,
() = pa-(co(9))-

Dans toute la suite, le groupe G est muni d’une métrique riemannienne arbitraire. Si
1 est une mesure borélienne sur G, U un ouvert de G, et C, a > 0 deux constantes,
nous dirons qu’une fonction mesurable f : U — R est (C, a)-réguliére sur U si pour
toute boule B = B(x,r) NU de U centrée en x € Supp p, et pour tout £ > 0,

n{g € BI1f(9l <ellfllsn}) < Ce®u(B),

ol 'on note
I fllB,. =sup{|f(y)|; vy € BN Suppp}.

Nous montrerons le théoréme suivant.

Théoréme 1.15 (Non divergence quantitative dans G). Etant donné Co, ap > 0,
il existe C, v > 0 tels qu’on ait la propriété suivante.
Soit p une mesure de Radon sur G et B(x,p) C G une boule satisfaisant

Vie{l,...,r}, Vv e X;,nVi(Z), g — |lgv|| est (Co, ap)-réguliere sur B(x,5p) pour .
Alors, pour tout € > 0, notant S = Supp N B(z, p),

n({g € B(z,p) | llc(g) — c(S)| > —loge}) < Ce®u(B(x, p)).
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Pour I'approximation diophantienne dans les sous-variétés, ce théoréme jouera
un role analogue & celui du théoréme du sous-espace de Schmidt pour 'approxi-
mation diophantienne des points algébriques, et nous permettra notamment de
démontrer les deux résultats ci-dessous. Nous dirons qu’une mesure borélienne sur
G est localement réguliére en un point so dans G s’il existe une boule ouverte
B = B(sq, ) et des constantes C, a > 0 telles que

Vie{l,...,r}, Yo e X;NV,(Z), Vg € G,
s — |lgsv|| est (C, o)-réguliere sur B pour p.

Théoréme 1.16 (Orbites diagonales partant d’une mesure réguliére). Soit (at)ier
un sous-groupe & un parametre dans A, et u une mesure sur G localement réguliére
en So. Il existe une boule ouverte B centrée en sg telle que pour u-presque tout
s € B, notant S = B N Supp u,

1
t_léinoo E(c(ats) —c(arS)) = 0.

En d’autres termes, au voisinage de sg, du point de vue de la fonction ¢, presque
toutes les orbites suivent le méme comportement asymptotique, qui ne dépend que
du support de p au voisinage de sg. Si S est un ensemble algébrique irréductible de
dimension m dans G, on le munit de sa mesure de Lebesgue u, qui n’est autre que
la restriction & S de la mesure de Hausdorff de dimension m. En tout point non
singulier de S, la mesure p est localement réguliére, et cela permet d’appliquer le
théoréme ci-dessus. Dans le cas ot 'ensemble algébrique S est défini sur Q, nous
pourrons méme montrer, a ’aide de nos résultats sur les nombres algébriques, que
I’expression %c(atS ) converge lorsque t tend vers l'infini, et en déduire le résultat
suivant.

Théoréme 1.17 (Orbites diagonales et ensembles algébriques). Soit Y € a= un
élément arbitraire, (as)ier = (€'Y )ier le sous-groupe & un paramétre associé, et P
le sous-groupe parabolique associé & (at)icr -

P= {g eG ' lim aiga_; e:m'ste}.
t—+4oo

Pour w € Wp, nous notons X,, = PwB la variété de Schubert standard corres-
pondante. Etant donné un ensemble algébrique irréductible S dans G défini sur Q,
posons

Coo = If{pe-Y"); weWp: Iy € GQ): SC Xy} €a™.

Alors, pour presque tout s dans S,

t_l}gloo ;c(ats) = Coo-

et il existe une variété de Schubert rationnelle X7y, w € Wp, v € G(Q) contenant
S et telle que pa— (YY) = Coo-

Ici encore, on renvoie au théoréme pour un énoncé plus précis. C’est &
l'aide de ce dernier résultat que nous démontrerons le théoréme
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Chapitre 2

Une correspondance

Dans ce chapitre et dans toute la suite de ce mémoire, la notation asymptotique
a S b est utilisée pour signifier qu’il existe une constante C' > 0 telle que a < C - b.
La constante C peut dépendre de certains parameétres qui ont été fixés auparavant.
Sia<betb<a, onécrita=<b.

Nous considérerons ici une variété de drapeaux X, obtenue comme un espace
quotient X = P\G d’'un Q-groupe semi-simple G par un Q-sous-groupe parabolique
P. Aprés avoir défini des hauteurs et des distances sur X, nous définirons ’exposant
diophantien d’un point de X, que nous mettrons en relation avec le comportement
asymptotique de certaines orbites dans l'espace des réseaux d’une représentation
rationnelle bien choisie de G.

2.1 Hauteurs

Rappelons qu'un sous-groupe algébrique de G est dit parabolique si la variété
quotient X = P\G est projective. Nous supposerons en outre que le sous-groupe
P est défini sur Q et différent de G ; sous cette condition, des résultats généraux
de structure des groupes semi-simples |11, Théoréme 4.13 a)| nous assurent que X
n’est pas réduite & un point et que l'ensemble X (Q) des points rationnels de la
variété X est dense dans X (R).

Pour définir une hauteur sur X = P\G, nous partirons d’une Q-représentation
linéaire & gauche

p: G — GL(Vy)
engendrée par une unique droite [e,] € V3 (Q) telle que
Stabgley] = P.

Une telle représentation permet naturellement d’identifier la variété X = P\G a
Porbite de la droite [ey] dans espace projectif P(V') via I'application

X o P(V)
Pg — g lel,

25
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et comme cette identification préserve les points rationnels, cela permet de définir
la hauteur H,, sur X, par restriction. Plus précisément, ayant fixé une base ration-
nelle (u;)1<i<q de V' et une norme euclidienne sur V' pour laquelle cette base est
orthonormeée, on définit une hauteur sur P(V') par la formule

H(u) =[],

ol u est un représentant primitif de u dans le réseau ®1<;<qZu;, et la hauteur sur
X est alors donnée par
Hy (v) = H(ex(v)).

Pour les variétés de drapeaux munies d’une hauteur comme ci-dessus, on dispose
d’un équivalent asymptotique pour le nombre de points de hauteur bornée. Cela a
été observé en premier lieu par Schanuel [56] pour U'espace projectif, puis démontré
par Franke |25] pour une variété de drapeaux X munie de la hauteur anti-canonique.
La version générale que nous citons ici est due & Mohammadi et Salehi Golsefidy
|53, Theorem 4].

Théoréme 2.1.1 (Nombre de points rationnels de hauteur bornée). Soit X une
variété de drapeaux définie sur Q, munie d’une hauteur H, associée au poids do-
minant x. Il existe des constantes c,u, > 0 et v, € N* telles que la quantité

N, (T) = card{v € X(Q) | Hy(v) <T}
vérifie
N (T) ~c-T"x(log )"~ lorsque T tend vers + .

Les constantes u,, et v, sont facilement calculables en fonction (du plus haut
poids) de la représentation V,,, comme expliqué dans [53].

Comme cela sera utile dans la suite, nous rappelons briévement maintenant les
résultats généraux de Borel et Tits [11] sur la structure des Q-groupes semi-simples
et des représentations qui permettent d’obtenir une hauteur comme ci-dessus. Grace
a |11, Théoréme 4.13], on peut fixer dans G un Q-sous-groupe parabolique minimal
B C P, et T C B un tore Q-déployé maximal. La dimension de T est le Q-rang de
G ; c’est un entier r > 1 car on suppose que G admet un sous-groupe parabolique
propre défini sur Q. Le choix de B induit un ordre sur le groupe X*(T') ~ Z" des
caractéres de T, et donc une base II du systéme de racines ¥ associé & G et T. La
classification [11, Proposition 5.14] des @-sous-groupes paraboliques définis sur Q
montre qu’il existe une partie § C II telle que l'algébre de Lie p du sous-groupe
parabolique P s’écrive

p=30| B 9.,

aeS+U(0) -
avec
s={ueg|VteT, (Adt)u =u}
et
0o ={ueg|VteT, (Adt)u = a(t)u},
ou X1 désigne I’ensemble des racines positives, et ()~ C X I’'ensemble des racines
négatives qui s’écrivent

o= —anﬂ, ng € N.

Beb
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Une représentation rationnelle p: G — GL(V') engendrée par une droite D inva-
riante par un sous-groupe parabolique P défini sur Q est dite fortement rationnelle.
La droite D est alors 'unique point fixe de ’action de P sur 'espace projectif P(V),
c’est donc une droite définie sur Q. Si 7' C P est un tore Q-déployé maximal, son
action sur V est diagonalisable, et l’on peut écrire

V=8uepV(w) ot V(w)={veV |VteT, p(t) v=wt)v}.

L’ensemble P des caractéres w € X*(T') qui apparaissent dans cette décomposition
est 'ensemble des poids de la représentation. Si X*(7') est muni d’un ordre com-
patible avec le sous-groupe parabolique P, le plus haut poids de la représentation
est P'unique caractére x € X*(T) tel que

VteT, Yve D, pt) -v=x(t)v.

L’espace propre V () associé au plus haut poids est égal a la droite D, on dit parfois
que la représentation est Q-proximale. Une représentation fortement rationnelle est
entiérement déterminée par son plus haut poids.

Dauns la suite, on munit I’espace des racines d’un produit scalaire admissible |11}
§2.1]. Notons aussi IT = {aq,...,a,} Pensemble des racines simples et wy, ..., w,
la base duale pour le produit scalaire :

(wi, o) = 03 (symbole de Kronecker).

Pour chaque i, on fixe une Q-représentation V; de G engendrée par une unique
droite rationnelle de plus haut poids w; = b;w;, avec b; > 0 minimal. Suivant Borel
et Tits |11, §12.13], nous dirons que les représentations V;, i = 1,...,r, sont les
représentations fondamentales de G. Un élément x dans X*(T') est le plus haut
poids d’une représentation fortement rationnelle si et seulement s’il s’écrit

-
X = E nw;, avec n;, €N =1... 1
i=1
De plus, si 6 C II est I'ensemble de racines simples associé & P, on a ’équivalence

P = Stabgle,] <= 6={ie{l,...,r}|n;, =0}

Si l'on note r = cardIl le rang rationnel de G et s = card#, cela montre en
particulier que I’ensemble des hauteurs possibles pour la variété de drapeaux X =
P\G est en bijection avec (N*)"~%.

2.2 Distance de Carnot-Carathéodory

Nous fixons maintenant un point réel x de X = P\G, et expliquons comment
évaluer la distance a = d’une approximation v. La distance pour laquelle nous
pourrons obtenir des résultats satisfaisants sur les exposants diophantiens est une
distance de Carnot-Carathéodory, qui n’est pas riemannienne en général, sauf si le
radical unipotent de P est abélien.

Soit T" un tore Q-déployé maximal de G inclus dans P. L’algébre de Lie g se
décompose sous ’action de T' en sous-espaces de racines :

9=3€B<@9a>,

acX
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3={ueg|VteT, (Adt)u=u}

et
0o ={uecg|VteT, (Adt)u = a(t)u}.

D’aprés |9, §11.7], si II est une base du systéme de racines 3, il existe une partie
0 C II telle que ’algébre de Lie p du sous-groupe parabolique P s’écrive

p=3o| P .

aeXtU(9)—

ot ©F désigne I’ensemble des racines positives, et ()~ C X I’ensemble des racines
négatives qui s’écrivent

a:—anﬁ, ng € N.

Beb

L’algébre de Lie u™ du sous-groupe unipotent U~ opposé & P se décompose en

somme directe
u = @ m;,
i>1

ol m; est la somme de tous les espaces de racines g,, pour —a une racine posi-
tive contenant exactement i éléments hors de 6 dans sa décomposition en racines
simples, avec multiplicité. La proposition suivante peut se vérifier au cas par cas
pour chaque systéme de racines, en utilisant les tables de Bourbaki [12, planches I
a IX]; la démonstration plus conceptuelle incluse ci-dessous provient de la thése de
doctorat de Sébastien Miquel, et nous a été communiquée par Yves Benoist.

Proposition 2.2.1 (Stratification de u™). La décomposition u= = @,~, m; est
une stratification de u—, i.e. pour chaque 1,

[ml, ml] = mH_l.

Démonstration. Si X € go et Y € gg, alors [X,Y] € ga4p, donc pour tout 4,
[m1,m;] C mjiy1. Pour Uinclusion réciproque, supposons tout d’abord que le groupe
est déployé sur Q, de sorte que si «, 8 sont deux racines telles que o + 3 € X est
non nulle, alors [ga, 93] = ga+s- Soit ¢ > 2 et § une racine contenant i racines
simples hors de 6; on veut voir que gg C [m1, m;—1]. D’aprés |62 chapitre 5, §9,
proposition 5, page 32| on peut décomposer 5 en somme de racines simples

=+ +a

de sorte que pour chaque j < k, a1 + --- + «; soit une racine. Montrons par
récurrence sur k > i que

9s (- [ml,mi_l].
Le résultat est clair pour k = ¢, car alors pour tout j € {1,...,k}, o; & 6, et par
suite gg = [Jays Bast+ax) C [M1, m;—1]. Supposons donc k > i. Si ay € 6, on a ce
qu’on veut : avec ' = a1 + -+ ag_1,ona = + a; et donc gg = [ga,, 0s7] C
[m1,m;_1]. Si a € 0, 'hypothése de récurrence sur k permet d’écrire

gﬂ’ C [mh mi,l].
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Par conséquent
9 = (85, 00, ] C [[ma,mi1], 9o ] C [[ma, 9o ], mia] + [ma, [mi—1, 9o, ).
Comme oy, € 0, [m1, ga,] C M1 €t [Mi—1,08a,] C mi—1 et donc
g C [m1,mi_1] + [m1,m;_1].

Si G n’est pas déployé sur Q, on remplace Q par le corps algébriquement clos C, sur
lequel G est déployé. Soit alors T” un tore maximal contenant T, et ¥’ le systéme
de racines associé a G et T”. Le systéme de racines ¥ de G par rapport a T s’obtient
a partir de X/ par restriction a T. Fixons un ordre sur ¥’ compatible avec 1’ordre
choisi sur 3, i.e. tel que la projection d’une racine positive est positive, et notons
I’ 1a base associée a cet ordre. D’aprés |11, proposition 6.8] les éléments de IT’ sont
envoyés par restriction a T sur ITU{0}. Soit # C II' 'image réciproque de 6 U{0}.
Sur C, et pour le tore T, le sous-groupe parabolique P est associé¢ & la partie
0" C TI' et on vérifie facilement que la filtration de u™ est aussi construite comme
ci-dessus, a partir de . Le résultat découle donc du cas ot G est déployé. O

L’espace vectoriel m; < u™ s’identifie naturellement a un sous-espace de ’espace
tangent & X = P\G au point base P; ce sous-espace est invariant par laction
du stabilisateur P du point base. Nous dirons qu’un chemin ~ : [0,1] — X est
horizontal si pour tout ¢ dans [0, 1],

V() s(y(1) 7 € ma,

ou s(z) désigne un élément de G tel que x = Ps(z). Comme my est invariant
par P, cette notion ne dépend pas du choix de I’élément s(x). Nous noterons H
I’ensemble des chemins horizontaux. Ayant fixé un sous-groupe compact maximal
K C G et une norme euclidienne sur m; invariante sous laction de K N P, on
définit la longueur d’un chemin horizontal v par la formule

o) = / I/ (8) - sy ()~ i,

ou cette fois élément s(~y(¢)) tel que v(t) = Ps(y(t)) est choisi dans K.

Définition 2.2.2 (Distance de Carnot-Carathéodory sur P\G). On définit une
distance sous-riemannienne sur X par la formule

d(xz,y) = inf{l(y) ; v € H tel que y(0) =z et v(1) = y}.

Remarque. La distance de Carnot-Carathéodory que nous avons construite dé-
pend du choix du sous-groupe compact maximal K. Mais toutes les distances
construites de cette maniére sont équivalentes, et pour les problémes d’approxi-
mation diophantienne que nous étudierons, ce choix n’aura donc pas d’importance.

D’aprés le théoréme de Chow [30, Theorem 0.4] cette formule définit bien une
distance sur X, et la topologie associée est équivalente a la topologie usuelle sur X.
De plus, vu notre construction, cette distance est K-invariante. Remarquons aussi
que tout élément g dans G agit sur X en préservant les chemins horizontaux ; par
conséquent, g induit une transformation bi-lipschitzienne de X, muni de la métrique
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de Carnot-Carathéodory. Pour comprendre la géométrie associée a la distance d,
on peut s’aider de la carte locale

Uu- —
s —

X
P-s
Si U~ est muni de la distance de Carnot-Carathéodory [48, §3.3, page 79] associée

a la stratification u™ = my & - - - ® m,. cette carte est localement bi-lipschitzienne.
On définit ensuite une quasi-norme sur u~ par la formule

1
i

|z| = max ||z;

1<i<r ’

oux = ), x; est la décomposition de x suivant la stratification de u™, et [|-|| désigne
une norme arbitraire fixée sur u~. Pour r > 0, nous noterons

B,-(0,r)={ueu ||ul <r}.

La figure ci-dessous représente la boule B, - (0,r) pour r > 0 petit, lorsque U~ est
le groupe de Heisenberg de dimension 3, identifi¢ & I'espace R? muni de I'opération
(x,y,2) (2, y,2") = (z+ 2",y +v, 2+ 2 + ).

B —

FIGURE 2.1 : Boule de rayon r > 0 pour U~ = Heisenberg(3)

La proposition ci-dessous permet de comparer les boules de rayon r > 0 pour
la distance de Carnot-Carathéodory sur X a des boules pour la quasi-norme ||
associée a la stratification de u~. En anglais, cet énoncé est souvent appelé « Ball-
box Theorem » ce qui résume bien son contenu.

Proposition 2.2.3 (Ball-box Theorem). Soit x € X et s, € G tel que x = Ps,.
1l existe une constante C > 0 telle que pour tout r > 0 suffisamment petit,

Pexp(B,- (0, %)) .85 C B(w,7) C Pexp(By-(0,Cr)) - 5.
Démonstration. Comme ’application y — ys, est bi-lipschitzienne sur X, il suffit
de vérifier la proposition pour le point x = P. Vue I’équivalence locale des distances
de Carnot-Carathéodory sur X et sur U, il suffit de démontrer le résultat analogue
sur U~. On définit une famille de dilatations &; : u= — u~ par &> z;) = > t'x;.
C’est un sous-groupe a un paramétre d’automorphismes de u—, qui induit donc un
sous-groupe & un paramétre d’automorphismes de U™, toujours noté J;. Comme d¢
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préserve les chemins horizontaux et dilate la norme sur m; par un facteur ¢, on a
pour tous x et y, d(d:(x),d:(y)) = td(x,y). Par conséquent,

B(L ’/‘) = 57-(B(17 1)) = eXp((S,-(Bu— (07 1))) = eXp(Bu* (O’ T))
O

Pour deviner par un argument heuristique la valeur presque siire de I’exposant
diophantien d’un point de X (cf. paragraphe suivant), il est utile de connaitre le
nombre de recouvrement de X par des boules de petit rayon r > 0 pour la métrique
de Carnot-Carathéodory.

Proposition 2.2.4 (Dimension de Carnot-Carathéodory). Le nombre de recouvre-
ment de X a [’échelle 6 > 0 est

N(X,5) = g~ dimee X,
ou dim.. X est la dimension de X pour la distance d, égale a

dim.. X = Z i dimm;.

i>1

Démonstration. Cette formule découle de la proposition précédente, qui décrit la
forme des boules de rayon r pour la métrique d sur X. O

Remarque. Les méthodes développées dans ce mémoire permettent de traiter des
quasi-distances un peu plus générales : on peut partir d’une quasi-norme sur p\g
homogéne pour un sous-groupe diagonal & un paramétre a; = e?¥ dans P. Mais
I'avantage de la métrique de Carnot-Carathéodory est que le drapeau associé dans
p\g est invariant par P, ce qui fait que 'on obtient bien une distance sur X = P\G.
Dans le cadre de 'espace projectif, les quasi-distances sont utilisées dans [1] pour
étudier I'approximation diophantienne dans les groupes nilpotents ; on obtient ainsi
des résultats d’approximation diophantienne pour des quasi-normes dans R?.

2.3 L’espace des réseaux

Soit V un espace vectoriel euclidien, isomorphe a R%, d € N*. Un réseau dans V
est un sous-groupe discret de rang maximal, égal a dim V. Pour décrire la forme
d’un réseau A, on définit la suite de ses minima successifs
A(A) < A(A) <--- < A(A)
par
Vie{l,...,d}, XN(A)=1inf{\ > 0| rang(B(0,\) NA) > i},

o, pour £ C V, on note rang(F) le rang linéaire de E, i.e. le cardinal maximal
d’une famille libre d’éléments de E. On définit aussi le covolume de A dans RY,
noté covol(A), comme le volume d’un domaine fondamental de R? sous I’action de
A. Le second théoréme de Minkowski [52] relie les minima successifs d’un réseau
et son covolume. Il sera d’une importance capitale dans la suite ce mémoire.
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Théoréme 2.3.1 (Second théoréme de Minkowski). Soit d € N* et A un réseau
dans R4, Alors,

24 d
a covol(A) < A (A) ... A(A) < 2%covol(A).

Soit maintenant X une variété de drapeaux, obtenue comme un quotient X =
P\G d’un Q-groupe semi-simple G par un sous-groupe parabolique P. Nous fixons
une Q-représentation V, de G' engendrée par une unique droite rationnelle de plus
haut poids, dont on note e, un élément rationnel non nul. On a donc

Vpe P, p-ey=x(pley.

Cela permet en particulier de définir une hauteur H, comme expliqué au para-
graphe On munit aussi V, d’une norme euclidienne. Pour ’étude de I’approxi-
mation diophantienne dans X, en plus des minima successifs, nous devons définir
une certaine fonction 7, sur l'espace des réseaux de V. Ayant fixé un tore Q-
déployé maximal T" dans P, ’espace V, se décompose en somme directe d’espaces
de poids. Soit

nt Vi — Rey

la projection parallelement a la somme des espaces de poids distincts de Re,.
Notons aussi B
X =G ey

le cone dans V,, engendré par ¢(X), privé du point 0. Pour r > 0, on considére la
partie suivante de V, :

C, = {v eX ‘ vl <7 et ||zt ()] > ‘2’”}

Remarque. Le choix de la constante 3 dans I'inégalité ||7F(v)|| > @ est arbi-

traire dans la définition ci-dessus. La correspondance que nous mettrons en évidence
ci-dessous & la proposition [2.4.4] est encore valable si 'on remplace cette condition

par ||t (v)|| > ¢||v||, pour une constante ¢ > 0 arbitraire.

X =R*\ {0}
X =P

FIGURE 2.2 : L’ensemble C, pour X =P? et X = S!
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Définition 2.3.2 (La fonction ry). Si A est un réseau de Vj, on pose
r(A) =inf{r > 0| C,NA # {0}} € RU {+00}.

Remarque. Attention! Les parties C, ne sont pas convexes, et leur volume est
nul en général, car C,, C X. Il n’est donc pas question d’appliquer ici le premier
théoréme de Minkowski, et il est d’ailleurs facile de construire un réseau A dans
Vy tel que 7y (A) = +00.

2.4 L’exposant diophantien

Pour chaque choix de hauteur H, sur la variété de drapeaux X, nous définissons un
exposant diophantien 3, sur X, que nous interprétons ensuite en termes d’orbites
diagonales dans l’espace des réseaux de la représentation V. de plus haut poids .

Définition 2.4.1. L’exposant diophantien d’un point x € X pour la distance d de
Carnot-Carathéodory est

By(z) =if{f>0]|3c>0:Yoec X(Q),dx,v)>c H(v) "}

Exercice 1 (Minoration uniforme de 'exposant diophantien). Le but de cet exer-
cice est de minorer l'exposant diophantien d’un point z arbitraire dans X (R), grace
u = X

a la projection stéréographique L et

On fixe un réseau rationnel u=(Z)
dans l'algébre de Lie u™.
1. Pour u € u™ irrationnel, montrer qu’il existe une infinité de rationnels % €

14+dim X

u (Q), ou p € u (Z) et ¢ € N* tels que ‘u - %‘ < g~ dmee X,

2. Siz =e*, vérifier que d(x,Pe%) = d(P,e%e*“) < ‘u - %‘.

3. Justifier que 'application u™ — V,; u — e~ "e, est polynomiale; on note d,
son degré.

4. Montrer que pour tout z € X (R), By (z) > difdﬁi%.

5. Si X = Grass(/,d) est une variété grassmannienne, munie de la hauteur
associée au plongement de Pliicker X < P(A‘R?), montrer que pour tout

z € X(R), By (2) 2 § + gpmmzan-

Suivant la méthode introduite par Dani |17], et exploitée ensuite avec succés par
divers auteurs, notamment Kleinbock et Margulis [43]|37], nous voulons traduire les
propriétés diophantiennes d’un point x € X = P\G en termes d’orbites diagonales
dans l'espace des réseaux de V, . Pour cela, nous fixons dans V,, un réseau rationnel
Vi(Z), et si @ = Ps, est un élément de X, nous lui associons le réseau

Ay =5,V (Z).

Par ailleurs, ayant fixé un tore Q-déployé maximal T C P, nous noterons A = T°(R)
la composante neutre de ses points réels, et a I’algébre de Lie de A. Rappelons que
I'on note IT une base du systéme de racines de G pour T, et # C II la partie
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associée au sous-groupe parabolique P, telle que toutes les racines négatives de P
se décomposent en éléments de 6. On définit alors un sous-groupe diagonal (a:)ter
4 un paramétre dans G en posant

0 siaecf

1 siado. (2.1)

ar =Y ou Y € aest défini par a(Y) = {

Ce sous-groupe est choisi de sorte que la quasi-norme sur u~ définie au paragraphe
ci-dessus satisfasse la propriété d’homogénéité suivante.

Lemme 2.4.2. Pour toutt € R et tout u € u™,
|(Ad ay)u| = e|ul.

Démonstration. Ecrivons u = j>1Uj suivant la décomposition en somme directe

U~ =m;®---O&m,. Comme Ada; = et 1Y, cette décomposition est préservée par

Aday et de plus, vu la définition de Y, pour chaque j, (Ada¢)u; = e/tu;. Avec la
formule |u| = maxlgjgsHujH%, on trouve ce qu’on veut. O

Définition 2.4.3 (Taux de fuite dans I'espace des réseaux de V). Le taux de fuite
du réseau A, = s, V, (Z) sous l'action de (a;)iecr est

|
Yy (T) = htrgggf -+ log ry (atAy)

Remarque. Ce taux de fuite ne dépend pas du choix de I’élément s, tel que
r = Ps,, car pour tout p € P, I’élément thpat_1 converge vers un élément p,, € P
lorsque ¢ tend vers l'infini et psey, = x(Poo)ey - Par conséquent, si [la;v| < e et
7t (av)]| > 19 alors [lagpv| < Ce et [|nt (apv)|| > 1%2¥ on C est une
constante qui dépend de ps.. Ensuite, prenant ¢’ =t — C, avec C > 0 suffisamment
grand, comme la direction e, est plus contractée que les autres par un facteur

exponentiel, on trouve |7t (aypv)| > M et ||appv] < C'e .

Remarque. Il existe une constante ¢ = ¢, > 0 telle que pour tout v non nul
dans A, ||v|]| > c¢. Par suite, pour tout ¢ > 0, tout vecteur v non nul de a;A,
satisfait ||v|| > ceX(Y)| ce qui montre que pour tout x, v, (z) < —x(Y). Cette
majoration est optimale, comme le montre le cas s, = 1. On peut méme montrer
que la fonction 7, est toujours & valeurs dans l'intervalle [x(Y), —x(Y)], ot a; =
e!Y'. Cela découle du fait que les valeurs propres de a; dans V. sont toutes dans
I'intervalle [e=™(Y) eX(Y)] et que les minima successifs du réseau a;s,V, (Z) sont
controlés par ces valeurs propres. Mais il est plus difficile de déterminer la borne
inférieure optimale de 7y, sur X. L’exercice [I] ci-dessus montre que pour tout z,
By (z) > Cf;ﬁ% > 0, et avec la proposition [2.4.4]ci-dessous, cela donne une borne
inférieure uniforme sur 7, (z) strictement meilleure que x(Y"), mais généralement
non optimale.

Dans son article [17], Dani formule en termes dynamiques la correspondance
entre les propriétés diophantiennes d’un point = de 'espace projectif P4~1(R) et
le comportement d’une orbite diagonale (a;s,Z%);~o dans I'espace des réseaux de
R? : les bonnes approximations rationnelles de 2 correspondent aux petits vecteurs
dans les réseaux de l'orbite. La proposition suivante généralise cette correspon-
dance pour les variétés de drapeaux. Une différence majeure apparait cependant :
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s’il est toujours vrai qu’'une bonne approximation rationnelle du point x permet de
construire un petit vecteur dans un réseau a;s; V5 (Z), pour ¢ > 0 bien choisi, la
réciproque n’est pas toujours vraie. Pour pouvoir construire une bonne approxima-
tion & partir d’un petit vecteur v dans a;s,V,(Z), il est nécessaire d’imposer que
ce vecteur appartienne a ’orbite X d'un vecteur de plus haut poids dans V,, et
surtout, que sa projection dans la direction de plus haut poids soit comparable &
sa norme.

Proposition 2.4.4 (Correspondance drapeau-réseau). Soit G un Q-groupe semi-

simple, P un Q-sous-groupe parabolique, et X = P\G la variété quotient. Fizons

aussi une hauteur H, sur X(Q), donnée par un poids dominant x associé & P.
Avec les notations ci-dessus, pour tout x € X (R),

1
D = =5 )

Démonstration. La hauteur H, sur X (Q) est donnée par la formule
Hy(v) = v,

ou v € V,(Z) est un représentant primitif de v € X(Q).
Soit 8 < B, (), de sorte qu’il existe un point rationnel v € X (Q) arbitrairement
proche de z tel que d(x,v) < H, (v)~?. Ecrivons

x=Ps, et v=Pe"s,, avecu €u”,

ce qui peut aussi s’écrire, en identifiant X ~ G - [e, ],

r=s."ley] et v=ste " [ey]
Si v est un représentant primitif de v dans V, (Z), le vecteur s, v est porté par la
direction Re™"e,, et par conséquent, pour tout ¢ > 0,

ass,v =< Hy (v)ae™ ey

= Hy(v)x(ag)e”Adeve,

= H, (v)x(a) <ex — ((Aday)u)ey + %((Ad at)u)2ex +.. > .

Notons que dans la somme ci-dessus, seul le premier terme e, n’est pas dans le
noyau de 7.
D’aprés la proposition la distance d(z,v) est comparable & la quasi-norme
du vecteur v dans u~ :
d(z,v) < |u| < Hy(v)~P.
Soit alors ¢ > 0 tel que pour tout w € u~ tel que |w| < ¢, on ait [|w|| < 1, et t >0
tel que ' = ¢ Hy(v)P. Avec ce choix de ¢, par homogénéité de la quasi-norme ||

pour le flot Aday,
[(Aday)u| = e'|u| < c-e' - d(x,v) < c

et donc .
I(Adagull < 7.
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Posant w = (Ad as)u, on a ||w| < 1/4, donc

1 1

3 > H(e_“’ — I)eXH > H—wex + inex + ... H
puis

1 1,
llexl =1 > 3 eX—wex+§w ex+ ...
ie. 1
I (arsov) | = 5 llassa ).

De plus,

larsav]] < 2H, (v)x(ar) = 2¢ Pt X0N+5)

Cela montre que vy (z) > —x(Y) — %, et donc

1
N S @

Pour montrer I'inégalité réciproque, fixons v < v, (z). On peut donc trouver
t > 0 arbitrairement grand et v € X NV, (Z) tels que

llatsev]| < e (2.2)

et
1
7 (arsav)|| > 3 laesavl. (2.3)

Notons v 'image de v dans X, et comme ci-dessus, soit u € u~ tel que v = Pe"s,.
Gréace a expression de a;s,v déja utilisée précédemment, nous avons 7+ (ays,v) <
H, (v)x(at)ey, et donc, d’apreés ([2.3)),

1
————|lass.v]| S 1.
HX(U)X(CH) ¢
On utilise ensuite la stratification u™ = m; & - - - @& m,., et on décompose u = Y. u;

suivant cette somme directe. Dans 1’égalité

1 1 2
_ 448,V = Ad i — = ((Ad S, (24
7 H(oxla) ™ (2(( ) ) g (Adaju) eyt (24)
le terme ((Ada;)ui)e, est en somme directe avec tous les autres, et I’'on peut donc
majorer

[(Adar)urex|| < 1.

Comme P = Stable,], I'application u +— u - e, est un difféomorphisme local au
voisinage de 0, et par conséquent,

[(Adar)u ]} S 1.

Dans (3.7)), on peut alors faire passer tous les termes du membre de droite de la
forme ((Adat)ui)’e, dans le membre de gauche, et cela n’augmente pas signifi-
cativement la norme de ce dernier. Le terme ((Ada:)us)e, est alors en somme
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directe avec tous les autres termes du membre de droite, ce qui permet de voir que
[((Adar)ug)ey|| < 1, puis
[(Ad ar)uzll S 1.

Ainsi de proche en proche, on montre que pour chaque 4, ||(Ad as)u;|| < 1, de sorte
qu’a la fin [|((Ada;)u)ey || S 1, et donc aussi

(Adag)ul < 1.

Par suite,
d(z,v) < |u| = e |(Ad as)u| S et

Or, l'inégalitée (2.2) implique H, (v)x(a;) = H,(v)eXY) < =7 d’ott T'on tire
etX(V)+7) < H,(v)" 1, pui

d(z,v) < Hy(v) <007,

Comme v peut étre choisi arbitrairement proche de 7, (x), on obtient bien

1

@2 =

O

Le premier résultat important impliqué par la proposition est le théoréme
suivant, selon lequel la fonction 3, est constante presque partout sur X.

Théoréme 2.4.5 (Valeur presque stre de I'exposant diophantien). Soit G un Q-
groupe semi-simple, P un Q-sous-groupe parabolique, X = P\G la variété quotient,
et H, la hauteur sur X(Q) associée au poids dominant x. Il existe une constante
By (X) > 0 telle que pour presque tout z dans X (R),

(@) = By (X).

De plus, si I1 est une base d’un systéme de racines de G et 6 C II est telle que

P = Py, alors
-1
X)=——
BxlX) x(Y)’

ou'Y € a est I’élément défini par

0 siacd
a(y)_{ -1 siaell\d.

Remarque. La formule 5, (X) = ﬁ implique en particulier que S, (X) est
rationnel. En effet, il existe un entier £ > 1 tel que pour tout élément y dans le
réseau des poids, on ait x(Y) € %Z. Si le poids x est choisi dans le réseau engendré
par les racines, on a méme —x(Y) € N*.

Démonstration. D’apres la proposition [2:4.4] il suffit de faire voir que pour presque
tout  dans X(R), v, (z) = 0. Notons I' le sous-groupe arithmétique de G qui

INoter que x(Y) +~ < 0.
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stabilise le réseau V,(Z). Tout d’abord, par ergodicité du flot (a;)iecr sur P'espace
Q= G/T, pour presque tout s € G,

o1
tli>rrolo 7 log A1 (arsVy (Z)) = 0.

En effet, supposons qu’on ait A\ (a;sV,(Z)) < e~ ™ pour ¢ > 0 arbitrairement grand.
Alors, pour tout ¢ € [(1 — 7/2)t,t], Ai(aysVy(Z)) < e~7/2. Fixons € > 0 tel que
m({A | M(A) < e}) < 7/4. Si t est assez grand, e "/? < & donc d’aprés ce qui
précede, ${t' € [0,1] | A1(apsVy(Z) < })| > 7/2. Mais par ergodicité, le membre
de gauche converge vers m({A | A1 (A) < e}) < 7/4; cela donne la contradiction
désirée. La limite ci-dessus ne dépend que de la classe Ps de s modulo P donc,
pour presque tout z = Ps, dans X (R),

.1
tlgglo n log Ai(ass. Vi (Z)) = 0. (2.5)

Le résultat découle alors du lemme suivant, dont nous ferons encore usage dans les
chapitres [] et O

Nous avons vu dans la démonstration ci-dessus que pour presque tout x dans
X(R), limy— 4 o0 +log A1 (a5, Vi (Z)) = 0. Sous cette condition, pour ¢ > 0 grand,
le réseau a;s,V,(Z) admet non seulement un vecteur de norme e°® | mais aussi
toute une base presque orthogonale constituée de vecteurs de norme e°). Cette
observation permet d’obtenir un vecteur de norme e°® non loin de n’importe quelle
direction dans V), et ainsi de montrer le lemme suivant.

Lemme 2.4.6. Soit G un Q-groupe semi-simple, P un Q-sous-groupe parabolique,
et X = P\G la variété quotient. Fizons ausst une hauteur H, sur X(Q), donnée
par un poids dominant x associé a P.

Soit © € X(R) et s, € G tel que © = Ps,. Silimy_o0 %log M (aeso Vi (Z)) = 0,
alors

Bx(@) = By (X).

Démonstration. D’aprés la proposition il suffit de voir que v, (z) = 0. Comme
7y (A) > A (A) il est clair que

-1
vy (x) = limsup - log ry (atsg)

-1
< lim sup + log A1 (ats:Vy(Z)) = 0.

Pour la réciproque, nous utiliserons le théoreme [I.1.2] tiré de la théorie de la ré-
duction des groupes arithmétiques, dont les résultats principaux sont rappelés au
chapitre [ Pour tout ¢, ce théoréme nous donne une décomposition de Siegel de
AtSy -

atSy, = kany aveck € K, a€ A, n € w,vy € CT,

ot C' est une partie finie de G(Q), I le stabilisateur de V, (Z) dans G, et A, et w
sont définis au paragraphe Comme \; (a;5,Vy(Z)) = €°®)| on a aussi

lall = .
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Soit (u1,...,ur) une base de V, (Q) constituée d’éléments de xXn Vy(Z). Le sous-
réseau qu’elle engendre est d’indice fini dans V, (Z). Si D € N* est un dénomi-
nateur commun aux coefficients des éléments de C' dans la représentation sur V,,
la base (Da;s,y 'uy, ..., Da;s,y ‘uy) est constituée d’éléments de norme )
appartenant a XN at5,Vy(Z), et engendre un réseau de covolume borné indépen-
damment de ¢. Par conséquent, on peut trouver i tel que ’élément v; = ¢S,y u;

+ (v
vérifie W > e °®) et quitte & remplacer ¢ par (1 — o(1))t, on aura méme
HW”‘S'H")” > 1. Comme on a aussi [|v;]| < e°®), cela donne bien v, (z) > 0, ce qu'il
fallait démontrer. O

2.5 Points mal approchables

Par analogie avec la terminologie utilisée pour P!(R), nous définissons I’ensemble
BA x des points mal approchables dans X par

BAx ={zx € X(R) | Ic>0: Vv € X(Q), d(z,v) > cH, (v)Px}.

Nous montrons ci-dessous que cet ensemble est non vide, et méme que sa dimension
de Hausdorff est maximale, ce qui généralise un résultat bien connu de Schmidt pour
lespace projectif [58|. Notre démonstration utilise une variante des jeux de Schmidt,
similaire & celle utilisée dans un article en commun avec Dmitry Kleinbock [40] pour
montrer la propriété dans le cas particulier ot X est une quadrique projective.
Insistons cependant sur le fait que la distance utilisée ci-dessous sur X (R) est celle
associée & la métrique de Carnot-Carathéodory introduite a la partie 2.2}
Commengons par expliquer la régle du jeu de Schmidt, qui dépend d’un para-
métre fixe a €]0, %[ Le jeu se joue entre deux joueurs Alice et Bob. Pour commencer
la partie, Alice choisit une boule By = B(z, pp) dans X (R). Bob peut alors oter
a By un voisinage de taille g < apg d’une sous-variété linéaire stricte L, i.e. de
I'intersection de X(R), vue comme une partie de V,(R), avec un hyperplan de
Vy. Puis Alice doit choisir une boule B; de rayon p; > apy dans la partie restante
BO\L(EO). Ensuite, Bob peut supprimer de By un voisinage de taille e < ap; d'une
sous-variété linéaire, et ainsi de suite. Une partie S C X (R) est dite a-gagnante si
Bob peut toujours jouer de sorte que l'intersection décroissante M;>oB; vérifie

snB:| #2

i>0

Une partie S est dite gagnante si elle est a-gagnante pour o > 0 arbitrairement
proche de zéro (ou, de maniére équivalente, pour tout « suffisamment proche de
zéro). Deux propriétés importantes des ensembles gagnants sont données dans la
proposition ci-dessous, qui se démontre avec des arguments trés semblables & ceux
utilisés par Schmidt dans son article fondateur [58]. Le lecteur intéressé par le sujet
pourra aussi consulter Broderick, Fishman, Kleinbock, Reich et Weiss |14] pour des
variantes du jeu de Schmidt plus proches de celle que nous utilisons ici.

Proposition 2.5.1. Soit X wune variété de drapeaur munie de la distance de
Carnot-Carathéodory naturelle et d’une hauteur associée a un poids dominant x.

1. Si (Sk) est une famille dénombrable de parties gagnantes dans X (R), alors
S =i Sk est aussi une partie gagnante.
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2. Si S est une partie gagnante de X(R), alors S est dense dans X(R) et
dimyg S = dim X.

Démonstration. Pour le premier point, fixons « €]0,1/3[. En suivant aux temps
1,3,5,... une stratégie a®-gagnante pour S;, Bob peut s’assurer que I'intersection
S1NByNByNBy. .. est non vide. Aux temps 2,6, 10, ... une stratégie a*-gagnante
pour Sy permet aussi de s’assurer que So N By N Bs N ... est non vide. Et ainsi
de suite, pour chaque k > 1, Bob peut choisir une stratégie a2 gagnante pour
Sk, qu’il joue aux temps 2k_1(2n + 1), n € N pour que l'ensemble Sy rencontre
toujours I'intersection N;>oB;. Cela définit une stratégie pour laquelle 'intersection
SN (N;B;) est toujours non vide. Donc S est un ensemble gagnant.

Pour le second point, la propriété de S pour un petit paramétre a > 0 permet de
construire une suite décroissante de fermés (K, ),>1 telle qu’a chaque étape, pour
une constante ¢ > 0 indépendante de n et «, la partie K, soit réunion d’au moins
(c - adimee X)m houles de rayon o™, et telle que lintersection K = (1, 5, K, soit
incluse dans S. Pour la métrique de Carnot-Carathéodory, on vérifie sans peine

: (dimce X)|log o] —|log c]
que dimg o K > ffog ol
dimpg e S = dim.. X. Cela implique la méme égalité pour la métrique rieman-
nienne : dimg S = dim X. O]

, d’ott 'on tire, en faisant tendre a vers 0,

Remarque. Dans le second point, la dimension de Hausdorff est celle associée a
une métrique riemannienne sur X (R), et dim X désigne la dimension de X au sens
usuel du terme. Mais la démonstration de la proposition montre plutot 1’égalité
analogue pour la métrique de Carnot-Carathéodory dimpg . S = dim.. X, qui lui
est en fait équivalente.

Théoréme 2.5.2 (Propriété de Schmidt des points mal approchables). Soit X
une variété de drapeauxr munie de la distance de Carnot-Carathéodory naturelle et
d’une hauteur associée a un poids dominant x. L’ensemble BAx est un ensemble
gagnant au sens défini ci-dessus. En particulier,

Pour démontrer ce théoréme, nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 2.5.3 (Lemme du simplexe). Soit X une variété de drapeaur munie de
la distance de Carnot-Carathéodory naturelle et d’une hauteur associée o un poids
dominant x. Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour toute boule B(x, p) C X (R)
de rayon p €]0,1[, l’ensemble

1
Erp=Bla,p)N {veX(@Q) | HE) <ep = }
sott inclus dans une sous-vari€té lincéaire stricte de X.

Démonstration. On reprend les notations utilisées dans la démonstration de la
proposition m En particulier si B, = B(x, p), on note s, € K un élément tel

que Ps, = z. Soit v € X(Q) N B, tel que H(v) < cp BX}X), et v un représentant
dans V,(Z).

Soit ¢ > 0 tel que e~ X(Y) = p_m. Si ¢ > 0 est choisi suffisamment petit, le
calcul utilisé dans la premiére partie de la démonstration de la proposition [2.4.4]
montre que ||a;s; V|| < 1. Comme le réseau a;s,V, (Z) est de covolume égal & 1, cela
implique que tous les représentants v des éléments v € E, , sont inclus dans un
hyperplan de V,, i.e. que E, , est inclus dans une sous-variété linéaire de X. [
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Démonstration du théoreme[2.5.2 Notons pour simplifier 5 = 3, (X), et fixons un
petit paramétre a > 0. Pour commencer, Alice choisit une boule By = B(xg, po)-

D’aprés le lemme [2.5.3] il existe une constante ¢ > 0 telle que tous les points
1
rationnels v € X (Q) dans 2By tels que H(v) < ¢p, © soient inclus dans une sous-

variété linéaire Ly. Bob peut alors supprimer le voisinage L(()ap °) de cette sous-

variété. Et de méme, dans toute la suite de la partie, chaque fois qu’Alice a choisi

une boule B; = B(z;,p;), ou p; = poa’, les points rationnels v € 2B; tels que
1

H(v) < cpi_ ? sont tous dans une sous-variété linéaire L;, et Bob peut supprimer

le petit voisinage Lga’”).

Cette stratégie implique que tout point z, dans U'intersection N;B; est aussi
dans BAx. En effet, si v € X(Q), on peut choisir i tel que

1

o < HW) < cp, 7. (2.6)
Si v & 2B;, alors, comme ., € B;, on trouve
A(Too,v) > pi = Qpi—1 > acBH(v)_B
tandis que si v € 2B;, I'inégalité (2.6 implique v € L;, et comme x4, € Bjt1,
d(To,v) > ap; = 2pi_1 > 2P H(v) P,
Posant ¢ = ¢?a?, on trouve
Vo e X(Q), dxo,v) > H(v)™ !,

et donc z, € BAx. O

2.6 Le cas particulier de la hauteur anti-canonique

En géométrie arithmétique, les hauteurs sur une variété X peuvent se définir a par-
tir des fibrés en droites sur X. On renvoie & Bombieri et Gubler [8, Chapter 2] pour
le détail de cette construction dont nous n’aurons pas besoin dans cette généralité.

Exemple (Fibré dual et hauteur standard sur P"). La variété
Opn (—1) = {(z,v) € P" x C"™ | v € 2}

définit un fibré en droites, dit tautologique, sur P". Le fibré en droites dual sur P™
est noté Opn (1) et la hauteur associée a ce fibré est la hauteur standard sur P".

Sur une variété lisse X, on dispose toujours du fibré tangent, qui suggére une
hauteur naturelle sur X, la hauteur anti-canonique. Pour cette hauteur, certains
résultats s’énoncent plus simplement.

Définition 2.6.1 (Fibré anti-canonique). Si X est une variété lisse de dimension n
et T'X son fibré tangent, on définit le fibré en droites anti-canonique sur X comme
la puissance extérieure

—Cx = A"(TX).
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Sl existe un plongement X < PN dans un espace projectif tel que —Cx
coincide avec la restriction & X du fibré dual sur PV, on dit que X est une variété
de Fano. Dans ce cas, on peut définir la hauteur anti-canonique sur X comme la
restriction 4 X de la hauteur standard sur PV.

Proposition 2.6.2 (Hauteur anti-canonique sur une variété de drapeaux). Soit
X = P\G une variété de drapeaux donnée par le quotient Q-groupe algébrique
semi-simple par un Q-sous-groupe parabolique P. La hauteur anti-canonique est la
hauteur associée au plongement

X = P(V,)

défini & partir de la représentation fortement rationnelle V, de G de plus haut poids
p €gal a la somme des racines du radical unipotent de P. En particulier, X est une
variété de Fano.

Démonstration. 1l s’agit de vérifier que le fibré en droites anti-canonique sur X
coincide avec la restriction & X du fibré dual sur P(V,). Nous allons pour cela
utiliser I'action naturelle de G sur ’espace des sections de —C'x donnée par

(g-f)(x)=flz-g)-g "

Soit f une section de —C'x qui engendre une droite stable par le sous-groupe de
Borel B~ opposé a B, sous-groupe de Borel inclus dans P. Comme la section f est
non identiquement nulle et équivariante par action de B~, on doit avoir f(P) # 0.
Si x est le caractére de B~ associé a la droite engendrée par f, on a pour tout
be B,
() (@) = (b- F)(@) = Fab) - b7,

Soit g la fonction sur u~ telle que
f(Pe*) = (Pe*,g(u) - e").

L’hypothése que f est vecteur propre associé au caractére y s’écrit, pour tout
beB etueclU,

x(b)g(u) = p(b~)g((Adb™)u).

Comme f(P) = g(0) # 0, cela implique en particulier x = p~!. Ensuite, g est une
fonction polynomiale sur u™ invariante par B~ et donc en particulier par T. Donc
g est constante. Réciproquement, la section rationnelle f de —C'x correspondant &
g =1 sur l'ouvert O = P - exp(u~) est un vecteur de plus haut poids p~! pour le
sous-groupe de Borel B~, donc elle engendre une représentation de G de dimension
finie isomorphe & V), et en particulier f est une section réguliére sur tout X.

On a ainsi démontré qu’il existe une unique droite stable par B~ dans l’espace
des sections de —Cx, et que le poids associé est égal a p~!. Cela implique que
I'espace des sections de —C'x est isomorphe a la représentation de G de plus haut
poids p pour B. Si (f1,..., fx) est une base de la représentation de G engendrée
par f, 'application

définit un plongement de X dans P(V,), et avec ce plongement, la restriction a X
du fibré dual sur P(V,) est égale & —Cx. O
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D’aprés un résultat de Franke [25], lorsque la variété de drapeaux est munie
de la hauteur anti-canonique, le nombre Nx(7T) de points rationnels de hauteur
anti-canonique au plus T' dans X vérifie, pour certaines constantes ¢ > 0 et b € N*,

Nx(T)~c-T(logT)"!, (T — o0).

Si ces points sont bien répartis, on peut donc s’attendre a ce que la valeur presque
stre 3, (X) de l'exposant diophantien soit donnée par m, ot dim.. X est la
dimension de X pour la distance de Carnot-Carathéodory, donnée par 1’équivalent
asymptotique N(X,d) =< §~dmee X oi N(X,6) désigne le nombre de boules de
rayon § > 0 nécessaire pour recouvrir ’espace compact X (R). Le théoréme suivant
confirme cet argument heuristique.

Théoréme 2.6.3 (Exposant diophantien pour la hauteur anti-canonique). Soit G
un Q-groupe semi-simple, P un Q-sous-groupe parabolique, et X = P\G la variété
quotient. On munit X de la hauteur anti-canonique H.qy, et on note Beqy, ['exposant
diophantien associé. Alors

1

X)=——
Pean(X) = G %

ot dim.. X est la dimension de Carnot-Carathéodory de X.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que la formule générale donnée par le théo-
réme donne la valeur souhaitée dans ce cas particulier.

Les racines qui apparaissent dans le radical unipotent de U sont exactement
celles dont la décomposition en racines simples contient un élément hors de la
partie 6 associée & P. Soit p = Zaer « la somme de ces racines. On décompose
cette somme suivant le nombre d’éléments hors de 6 contenus dans la racine a. Vue
la définition de I’élément Y, et en utilisant aussi le fait que U est naturellement
isomorphe au sous-groupe unipotent U~ opposé & P, on obtient

p(Y) = —Zidimmi = —dim,. X.
i>1

O

Cette valeur explicite de Beqn(X), combinée avec 1'équivalent asymptotique de
Franke log Nx (T') ~ log T et un principe de transfert di & Beresnevich et Velani |5]
permet méme de calculer la dimension de Hausdorff des points de X (R) tels que

ﬁcan (.’L’) = B

Théoréme 2.6.4 (Théoréme de Jarnik pour une variété de drapeaux). Soit X une
variété de drapeauz rationnelle munie de sa métrigue de Carnot-Carathéodory et
de la hauteur anti-canonique H.op,. Pour tout 8 > ﬁ, l’ensemble

E,g = {I S X(R) ‘ ﬁcan(x) > 6}

vérifie
1

dimH’CC Eﬁ = B
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Démonstration. Soit > ﬁ.
mesure de Hausdorft de dimension s de Eg est nulle : H.(Eg) = 0. Pour cela, on

utilise le recouvrement de Eg par les boules B(v, H(v)™?), v € X(Q) :

Esc |J BH@w™)
H(v)>2m0

Commengons par vérifier que si s > %, alors la

et on majore

Z H(?))_’BS < Z 2—nBsNX(2n+1)
H(v)>2m0 n>no
<C. Z 2777,(B87178)’

n>ngo

ott la deuxiéme inégalité provient de la majoration Nx (T') < C.T'*¢, qui découle
de ’équivalent asymptotique de Franke rappelé ci-dessus. Si € > 0 est choisi assez
proche de zéro pour que 8s — 1 — ¢ > 0, la somme converge, et en faisant tendre
ng vers l'infini, on trouve donc H{.(E3) = 0. Cela montre déja dimg .. Eg < 1.

Pour montrer I'inégalité réciproque, on utilise le principe de transfert de Beres-
nevich et Velani |5, Theorem 3]. Remarquons que la mesure de Lebesgue sur X (R)
est équivalente a la mesure de Hausdorff en dimension dim.. X définie pour la mé-
trique de Carnot-Carathéodory. Pour abréger les notations, posons g : -+ gdimee X
et notons HY, la mesure de Hausdorft associée a cette fonction, pour la métrique de
Carnot-Carathéodory. Pour certaines constantes ¢q,Cy > 0, la mesure d’une boule
de rayon r < 1 dans X (R) est controlée par

cg(r) < Hi(B(z,r)) < Cag(r).

Suivant les notations de [5], si f : RT — R* est une fonction croissante bijective,
et B = B(x,r) une boule dans X, on note

B = B (0,97 f(r) = B (2, (f(r)) 7 ).
En particulier, BY = B. Fixons 8 > m, et notons (B;);en la famille de boules
B(v,H(v)™?), veX(Q)
de sorte que
Eg D limsup BY.
K3

Soite >0et f:a— TP, D’aprés le théoréme I’ensemble lim sup; Bzf est de
mesure pleine :

VB C X(R), HY(BnNlmsupB])="H(B).

K3
D’aprés 5, Theorem 3], cela implique
VB C X(R), #/(BnlimsupBY)=H'(B)

et donc
1

B+e

dimg . Eg >
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Remarque. Lorsque X n’est pas munie de la hauteur anti-canonique, on peut
toujours utiliser 1’équivalent de Mohammadi et Salehi Golsefidy [53]

Nx(T) ~ T (log T')"x

et le lemme de Borel-Cantelli pour montrer que 3, (X) < dinlfixX' Mais cette in-
1

égalité peut étre stricte. En effet, la formule 5, (X) = vy Peut s’écrire By(X) =

m et dim.. X = (p,> ;o @), ol p est la somme des racines de I'unipotent
X ico i

de P, donc
<pa Zie@ wi>
<X’ Zie@ wz>

D’autre part, la formule donnée pour u,, dans [53| est

(dim. X)/Bx (X) =

_ <pa ai>
Uy = max )
i€d (X, ;)
Et il est facile de construire un exemple ot ces deux quotients prennent des valeurs
différentes. Remarquons qu’une inégalité stricte 8, (X) < din?:c + signifie que les
points rationnels de hauteur au plus T ne sont pas répartis uniformément dans
X. On peut supposer qu’ils s’accumulent sur certaines familles de sous-variétés,
sans doute les variétés de Schubert, qui apparaitront naturellement & partir du
chapitre A titre d’analogie, on peut remarquer que si on mesure la hauteur
d'un point rationnel v = (p1/q1,p2/q2) dans [0,1]? par H(v) = ¢1 +¢5, il y a
environ 71+ 7 points de hauteur inférieure & T', et pourtant, ’exposant diophantien
presque str n’est jamais supérieur a 2, qui est 'exposant diophantien obtenu pour
la premiére coordonnée. Cela s’explique par le fait que les points rationnels sont
concentrés sur les droites rationnelles verticales.
De méme, la premiére partie de la démonstration du théoréme ci-dessus
permet de voir que

U U
Ve > —X X
B_dimch’ 153

tandis que le principe de transfert de Beresnevich et Velani implique que

dimH,cc Eﬂ <

By (X) dimee X

vﬂ > ﬁX(X)7 dimH,ccEﬁ > ﬁ

Mais ces deux bornes ne coincident pas en général.
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Chapitre 3

Le théoréme de Khintchine

Comme précédemment, X désigne une variété de drapeaux, donnée sous la forme
X = P\G, ou G est un Q-groupe semi-simple, et P un Q-sous-groupe parabolique.
La hauteur H, sur X(Q) est donnée par le choix d’un poids dominant x de G
associé a P, et la distance est celle associée & la métrique de Carnot-Carathéodory
usuelle sur X. Cela permet de définir 'exposant diophantien 8, (z) d'un point z
dans X (R). Nous avons vu a la partie précédente que cet exposant diophantien est
constant presque partout sur X (R) : il existe une constante 3, (X) telle que pour
presque tout  dans X (R), 'inégalité

d(z,v) < H(U)fﬁ,

admet une infinité de solutions v € X(Q) si 8 < By (X), et un nombre fini de
solutions si 8 > B, (X). Pour étudier plus précisément les propriétés diophantiennes
d’un point aléatoire de X (R), nous nous intéressons donc a I'inégalité

d(x,v) < H(v)" Xy (H(v)), (3.1)

ot 9 : RT — RT est une fonction décroissante. Le théoréme ci-dessous,
analogue du célebre théoréme de Khintchine [36], donne une condition nécessaire
et suffisante sur 1) pour que ait une infinité de solutions pour presque tout x
dans X (R).

Pour sa démonstration, nous suivons ’approche développée par Kleinbock et
Margulis [44) |42] pour démontrer le théoréme de Khintchine dans l’espace projec-
tif : nous ramenons ce théoréme & un énoncé sur le comportement asymptotique
de certaines orbites diagonales dans U'espace de réseaux Q) = G/T, et utilisons la
propriété de mélange exponentiel du flot (a;):er sur Q. Dans le cas ou X est une
sphére projective, le théoréme est da a Kleinbock et Merrill |41], qui ont en-
suite généralisé leur résultat a une quadrique projective arbitraire, dans un travail
en commun avec Fishman et Simmons [24]. Quelques complications interviennent
dans notre situation, notamment parce que les ensembles & atteindre ne sont plus a
proprement parler des voisinages de U'infini dans 2. Nous commengons la démons-
tration par un paragraphe un peu calculatoire, sur le volume de certaines parties de
Q, parce que cela fera apparaitre les paramétres utiles & ’énoncé précis du théoréme
de Khintchine.

47
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3.1 Voisinages de I’infini

Ce paragraphe a pour but la proposition [3.1.1] ci-dessous, qui décrit le comporte-
ment asymptotique du volume de certaines portions de voisinages de l'infini dans
G/T. Dans tout le paragraphe, G' désigne un Q-groupe semi-simple. Etant donné
une Q-représentation linéaire V,, de G' engendrée par une unique droite rationnelle
Re,, de plus haut poids x, on note

P = Stabg Re,,
le stabilisateur dans G' de la direction engendrée par e,, et
X=G-: ey

I'orbite du vecteur de plus haut poids sous ’action de GG. On considére un réseau
rationnel V, (Z) dans V,, et le stabilisateur de V, (Z) dans G est noté I'; c’est un
sous-groupe arithmétique de G.

Notons enfin Q = G/I', que nous identifierons naturellement a une partie de
I'espace des réseaux de V), via l'application ¢gI' — ¢V, (Z). Rappelons que sur cet
espace de réseaux, la fonction r, est définie par

(@) =i {r>0 |3veant: vl <re w2 G,

ou 7t : V,, = V, désigne la projection sur Re, parallélement aux autres espaces
de poids.

Proposition 3.1.1 (Volume des voisinages de l'infini). Pour r > 0, on considére
le voisinage de l'infini dans Q défini par

QT{AEQ

min_||v] < r} ,
veEANX

et la sous-partie
Q. ={AeQ|ry(A)<r}

Il existe des constantes C, ay,by > 0 telles que pour tout v suffisamment petit,
1
ar“XHogr\bX*l < mq () < ma(Q,) < Crox|logr|bx—1.

Si (Yi)i<i<r désigne la base duale de la base des racines simples, et p la somme
des racines positives comptées avec multiplicité, alors
—a, }

i P
1<i<r x(Y;)

La démonstration de cette proposition repose sur la théorie de la réduction, qui
sera exposée plus en détail au chapitre [} Nous aurons en particulier besoin de la
notion d’ensemble de Siegel. Notons B un Q-sous-groupe parabolique minimal de
G inclus dans P, T un tore Q-déployé maximal dans B, A = T°(R) la composante
connexe des points réels de T', N le radical unipotent de B, et M le Q-sous-groupe
anisotrope maximal du centralisateur Z(T')° de T dans G°. Le lecteur est renvoyé

et bx—card{ie{l,...,r} ‘ p(g/))

A~ =
X X
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a Borel [9, §11] et Borel et Tits |11] pour les résultats fondamentaux concernant la
structure des Q-sous-groupes paraboliques de G.

Soit a l'algébre de Lie de A. Le systéme de racines ¥ de G par rapport a T’
s’identifie & un systéme de racines dans ’espace dual a*. On fixe un systéme de
racines simples IT = {a;, ..., a,} pour un ordre associé¢ & B. Pour 7 > 0, on définit
un voisinage a; de a~ par

a; ={Y ca|VacTl, aY) <7},

et
A; =expa; C A.

Un ensemble de Siegel G de G sur QQ est un ensemble de la forme
6 =KAw,

ou K désigne un sous-groupe compact maximal de G, et w un voisinage compact
de lidentité dans les points réels de M N.

Démonstration de la proposition[3.1.1 Nous supposerons dans cette démonstra-
tion que la norme sur V, est invariante par le sous-groupe compact maximal K ;
on peut toujours se ramener a ce cas, par équivalence des normes en dimension
finie. La théorie de la réduction rappelée au chapitre suivant, théoréme nous
assure de l'existence d’un ensemble de Siegel & et d’une partie finie C C G(Q) tels
que

G =G6CT.

D’apreés la proposition [£.1.3] on peut de plus supposer que C' constitue un ensemble
de représentants des classes de P(Q)\G(Q)/T.

Pour tout s = kan dans &, les minima successifs du réseau sV, (Z) sont com-
parables & la famille ordonnée {w(a)},ep, ou w décrit 'ensemble P, des poids de
Vy pour P'action de T'. En effet, si (u,),ep, est une base de V,(Z) constituée de
vecteurs de poids, alors on a pour chaque w, [|su,| < w(a), et le second théoréme
de Minkowski appliqué au réseau unimodulaire sV, (Z) montre alors qu’on doit
nécessairement avoir ||su,|| < w(a), ou la constante multiplicative ne dépend que
de V, et du choix du domaine de Siegel &. En particulier, il existe une constante
C1 > 0 telle que pour tout s = kan dans &,

min ~ min _|jv|| > M. (3.2)

c€C yescVy (Z)NX Gy
Soit gz~5 la fonction sur g définie par

¢(g) = Z ]l{gcflzkanGG et x(a)<Cyr}-
ceC

La projection de ¢ sur G/T" est donnée par
¢(gr) = Z Z ]]-{g'ycflzkaneﬁ et x(a)<Cir}
vyl ceC

> ]]-{Elfy,c 1 gyc~t=kan€S et x(a)<Cir}
= 1o, (91,
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ol la derniére égalité découle de (3.2). En effet, si [|v]| < r pour v = guvg € gV4(Z)N
X, alors on écrit g = kancy puis ||kancyvg| < r et avec (3.2) cela implique x(a) <
Clr.

Par suite,

mayr () < mar(¢)
= ma()

= ng ({g | gc™' = kan € G et x(a) < C’lr})
ceC

=|C| -mg({g =kan € & | x(a) < Cir}).

Pour évaluer le dernier terme, on utilise la définition de & et on décompose la me-
sure de Haar sur G suivant la décomposition g = kman. D’apres [45, Theorem 8.32],
pour les mesures de Haar a gauche sur G, K et M AN, notant Apjan : MAN — R%
la fonction modulaire de M AN,

dg = Apran(man) dkd(man) = Apyran(m) p(a) dk d(man),

ou p est le caractére de A associé a la somme des racines restreintes positives,
comptées avec multiplicité. Toujours grace a |45, Theorem 8.32], on peut encore
décomposer

d(man) = dmd(an) = dmdadn,

et donc
ma({g = kan € & | x(a) < Cir}) < /A— Liy(a)<ciryp(a)da

= / Lmiogcimye’™ dh.

a

Cette derniére intégrale est 'intégrale d’une fonction exponentielle sur un polytope

convexe de a, et est donc comparable au maximum de la fonction sur cet ensemble,

multiplié par un facteur correspondant a la dimension de la face sur laquelle ce

maximum est réalisé. Naturellement, ce(maicimum est réalisé en I'un des sommets
_ log(Cyr

du convexe, qui sont les points A; = TY’)Y“ i=1,...,7. On trouve donc

/ L iog(cimye?dh < rox (log 1/r)x !

a

ol

et bX:card{iE{l,...,r} ‘ )p(g))

—af.

Cela montre déja 'une des inégalités souhaitées :
ma(Q) S ro[logr|™

Le calcul pour minorer mgq(£2).) est similaire : ayant fixé un ensemble de Siegel &,
on utilise la fonction

U(9) = Liges et flgexll<r et I+ (gex)l|> bllgex |}
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Par la propriété de Siegel pour le domaine &, rappelée au théoréme[d.1.4]du chapitre
suivant, la projection de ¢ sur G/T" vérifie, pour une certaine constante Co,

D(I0) = D Ligres et lgrexli<r et lln+ (grel= b lgvex}
~eT

< 021{3761" :
< Collgr (gT).

lgvexlI<r et lnt(gvex) 1> 3 lavex I}

Par conséquent,

mear () 2 mayr()
= ma()
mea ({9 €6 | llgexll <7 et [ (gex )l = 3llgexll }) -

Comme précédemment, pour évaluer le dernier terme, on utilise la décomposition
de la mesure de Haar sur G suivant la décomposition g = kman. Soit w C M N un
voisinage compact de I’identité tel que

G D K(expa w
et Vi C K un voisinage de 'identité tel que
L 1 1
Vk € Ve, lm7 (kex)ll 2 Sllkexll = S llexll-

Alors, pour tout h dans la chambre de Weyl a~ et tout u € M N,

b X(B) (|t L s Loon

I (ke uey )| = e |7 (kex) | 2 SeX P llex]| = 5 llke uex,

et I'on peut donc minorer

me ({9 € & | llgex|l < v et |7t (gex)ll = 3llgexll })

(h)
= // /7 L{jikerueylI<r et I+ (kehuey) 1> 3 llketuey i} dhdk du
Vi Xw Ja

> / / / Ly (m<iogrpe”" dhdk du
Vi Xw Ja~

Z / L ix(ny<togrye”™ dh

2 r|logr|x !

par le calcul déja expliqué dans la premiére partie de la démonstration. O

Remarque. Les coefficients u,, et v, qui apparaissent dans le théoréme de Moham-
madi et Salehi Golsefidy [53, Theorem 4], énoncé comme théoréme ci-dessus,
ne sont pas égaux a a, et b, en général. L’équivalent asymptotique du nombre de
points rationnels de X de hauteur au plus T est donné par

N (T) ~c-T"x(log T)"x*.
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Dans |53|, ces coefficients sont définis de la fagon suivante. On note b™ = {¢ €
a* | Vi, {(¢,a;) > 0} et px la somme des racines associées & 'unipotent de P, et
on pose

. +1 (px, i)

uy = inf{u | uxy —px € b} max o0
tandis que v, est la codimension de la face de b* contenant u,x — p. Dans le
cas particulier ot X est munie de la hauteur anti-canonique, px = x et donc
Uy = @y = 1 et vy = by, = rang G —rang P. En effet, dans ce cas, a,, = min; pi(z;",z)

est atteint pour tout ¢ correspondant & une racine simple hors de la partie 8 associée
a P.

Notons w1, ...,w, la base duale pour un produit scalaire admissible de I’en-
semble des racines simples II = {ay,...,a;}. Pour chaque i, on fixe une Q-
représentation V; de G engendrée par une unique droite rationnelle de plus haut
poids w; = b;w;, avec b; > 0 minimal. Suivant Borel et Tits [11, §12.13], nous dirons
que les représentations V;, ¢ = 1,...,r, sont les représentations fondamentales de
G. Lorsque V, = V; est une représentation fondamentale de G, on peut déterminer
quel indice réalise le minimum définissant a,, ; c’est le contenu du lemme ci-dessous.

Lemme 3.1.2. Soit V, =V} une représentation fondamentale de G et P le sous-
groupe parabolique mazximal associé, stabilisateur de la droite de plus haut poids. Il
existe r; € Q tel que la somme des racines du radical unipotent U de P, comptées

avec multiplicité, vérifie
E meae = ’I’j(ﬂj7

aeE;’
et alors, les quantités a, et by, de la proposition précédente sont données par
ay=r; et b, =1

Démonstration. Soit P le parabolique maximal correspondant a x = w;. Le radical
unipotent U de P correspond & ’ensemble E; des racines positives contenant o;
dans leur décomposition en racines simples. D’aprés [53, Lemma 5|, la somme p;
de ces racines, comptées avec multiplicité, est proportionnelle & w; :

riw; = Z Mg = pPj.
aEE;
Par conséquent, il suffit de comprendre pour quel i la quantité [f .((};))
(Y3

Naturellement, comme Y; est orthogonal & toutes les racines qui ne contiennent
pas «aj, on trouve
p(Y;)

;i (Y;)

est minimale.

=1,

tandis que si i # j,
ME)_1+0HE)
pi(Ys) pi(Ys)
ol p;. désigne la somme des racines positives qui ne contiennent pas «;. Ainsi,
by =1et

) _p)
U wi(Yg) o wi(yy)
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Ce lemme et sa démonstration se généralisent de la facon suivante.

Lemme 3.1.3. Soit § une partie de la base du systéme de racines de G, et Py le
sous-groupe parabolique associé. Si x = Zaezg me, est la somme des racines du

radical unipotent de Py, comptées avec multiplicité, alors
axy=1 et by =rangyG — 0.

Démonstration. Pour chaque 4, on observe que

p(Yi) = D maa(Yy),

aGET

ol Ej’ désigne 'ensemble des racines positives contenant «;. Comme par ailleurs
E; est ’ensemble des racines positives qui contiennent un élément hors de 8, on
calcule

= next Mac(Y;) siigb
x(Yi) = Z maa(Y;) { <Y pent maa(Yy) siieb,

aGEjﬂE:

cela montre ce qu’on veut. O

3.2 Théoréme de Khintchine et flots diagonaux

Comme précédemment, G désigne un Q-groupe semi-simple, P un Q-sous-groupe
parabolique, et X = P\G la variété quotient. On fixe un poids dominant x associé
au sous-groupe parabolique P. D’aprés la proposition [3.1.1] il existe des constantes
ay > 0 et b, € N* telles que pour r > 0 petit, le voisinage 2, de I'infini dans 2

défini par
Q, = { gl

ma(Q,.) < r[log |1

min |[gv] <r
veXNV, (Z)

vérifie

Avec ces notations, le théoréme de Khintchine sur la variété projective X, munie
de la hauteur H, associée & x et de la distance de Carnot-Carathéodory usuelle,
s’énonce comme suit.

Théoréme 3.2.1 (Théoréme de Khintchine sur X). Notons 3, = 8, (X) Uexposant
donné par le théoréme . Soit ¢ : RY — RT une fonction décroissante. Pour
dans X, on s’intéresse a l’inégalité

d(x,v) < Hy(v) " Pxap(Hy (v)). (3.3)

o Si f:oo w(u)%(log log u)bx—l% < 400, alors, pour presque tout x dans X,
Uinégalité (3.3) n’a qu’un nombre fini de solutions.

o Si f:oo w(u)ﬁ(log log u)bx*l%“ = +00, alors, pour presque tout x dans X,
linégalité (3.3]) admet une infinité de solutions.
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Rappelons qu’un point z € X (R) est dit mal approchable dans X s'il existe une
constante ¢ > 0 telle que pour tout v dans X (Q), d(z,v) > cH, (v)~?x. Nous avons
vu au chapitre [2] que I'ensemble BA x des points mal approchables dans X est de
dimension de Hausdorff maximale. Le théoréme de Khintchine permet de montrer
qu’il est toutefois négligeable au sens de la mesure de Lebesgue.

Corollaire 3.2.2 (Points mal approchables sur X). L’ensemble BAx des points
mal approchables dans X est de mesure de Lebesgue nulle.

Démonstration. Pour la fonction constante définie par ¢(u) = ¢ > 0 pour tout
u € RT, I'intégrale est divergente. Le résultat découle donc de la seconde partie du
théoréme. O

On peut aussi étudier les inégalités obtenues a partir de fonctions élémentaires,
et montrer le résultat suivant.

Corollaire 3.2.3. 1. L’inégalité d(z,v) < H,(v) Px(log Hy(v))™7 admet une
infinité de solutions v € X(Q) pour presque tout x € X (R), si et seulement

. BX

sty < =X

8
2. L’inégalité d(xz,v) < HX(U)’BX(logHX(v))_ﬁ(loglogHX(v))"s admet une
infinité de solutions v € X(Q) pour presque tout x € X (R), si et seulement
16 < babB

Démonstration. D’aprés le théoréme|[3.2.1] il suffit pour la premiére partie d’étudier
Iintégrabilité au voisinage de l'infini de la fonction ¢ définie par
(log log u)¥x~1
P(u) = ———

(Lx’\{
u(logu) Px

L’intégrale diverge si et seulement si v < S—X La démonstration de la seconde
X
assertion est analogue, une fois observé que 'intégrale

/+°° du
5
- —by+1

log u)(loglog u) 3
diverge si et seulement si § < b’(‘l&. O

Pour traduire le théoréme [3:2.T en termes d’orbites diagonales dans I’espace des
réseaux, nous aurons besoin d’une version un peu plus précise de la correspondance
démontrée au chapitre [2, que nous énongons maintenant. Rappelons que ’on définit
un sous-groupe & un parameétre (a;)icr dans le groupe A des points réels du tore
Q-déployé maximal T en posant

0 sia€f

a; =eY  ou YGaestdéﬁnipara(Y)—{ 1 siadf

(3.4)
ou # C II est ’ensemble de racines simples associé au sous-groupe parabolique P,

tel que toutes les racines négatives de P se décomposent en éléments de 6. Enfin,
si A est un réseau dans V), nous avons défini ci-dessus

> 1
ry(A) = inf {7" >0 ’ Jve XNB0,r): |77 ()| > §Hv|| },
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ou 't : V,, — V, désigne la projection sur Re, parallélement aux autres espaces
de poids de ay.

Proposition 3.2.4 (Correspondance drapeau-réseau). Fizons © € X(R) et choi-
sissons sy € G tel que x = Ps,. On note B, = [y (X) Uexposant diophantien donné
par la proposition[2.].5] Il existe une constante C' > 0 telle que les énoncés suivants
soient verifiés.

Soit 1 : Ry — Ry telle que la fonction ¥ : RT — RT définie par

(u) = Cu=Pxp(u)
soit décroissante.

e Si linégalité d(z,v) < H,(v) Px¢(H,(v)) admet une infinité de solutions
v € X(Q), alors il existe t > 0 arbitrairement grand tel que

Ty (s Vi (2)) < Qefikll_l(e_t).

e Si on a pour t > 0 arbitrairement grand ry(a;s;V,(Z)) < e PxU~1(e™t),
alors linégalité

d(z,v) < C*Hy (v)™Pap(Hy(v))
admet une infinité de solutions v € X (Q).

Démonstration. La démonstration est identique & celle de la proposition Soit
v € X(Q) arbitrairement proche de x tel que d(z,v) < H,(v) " x¢(H,(v)). Ecri-
vons

x = Ps, v = Pe's,, ueu,

de sorte que
d(z,v) =< [u| < Hy(v) 9 (Hy(v)).

Soit C > 0 tel que pour tout w € u~ tel que C|w| < 1, on ait [|w|| < 1. On choisit
t > 0 tel que
e = W(Hy(v)) = CHy(v) Px(Hy (v)).

Cela implique C|(Ad a¢)u| = Cet|u| < 1 et donc
1
(Adaul < .

Soit maintenant v un représentant primitif de v dans V, (Z). Le vecteur s, v est
porté par la direction Re™“e,, et par conséquent, pour tout ¢ > 0,

ars,v = Hy (v)ae™ ey
= HX(v)etX(Y) [exp(—(Ad a)u)ley
= H, (v)eXM[e, — (Adas)u)e, + (Adag)u)ey — ... ].

L’inégalité |le* — I|| < 2||w]|| appliquée & w = (Ad a;)u donne d’une part

1
Im* (arsz )|l > 5 llassa v
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et d’autre part
larszv] < QHX(v)etX(Y).

Comme H, (v) =¥~ !(e7") et By = f;), cela montre que

o (ar5,v) < 2H, (v)eXY) < QB_ﬁﬁl*l(e*t).
__ Montrons I'inégalité réciproque. Pour ¢ > 0 arbitrairement grand, soit v €
X NV (Z) tel que
lassov] < e ATl (e ™) (3.5)
et
7+ (ausev)ll > gllavsev] (36)

Notons v 'image de v dans X. Grace & l'expression de a;s,v utilisée ci-dessus,
nous avons

mH(as.v) = XYV H, (v)e,

et donc, d’apreés (3.6)),

H,(v) e )| g5, v] < 2.

On utilise ensuite la stratification u™ = m; @- - -®@my, et 'on décompose u = . u;
suivant cette somme directe. Dans I'égalité

1
ex —e X H () lags,v = Z((Ad ap)u;)ey — 5((Ad a)u)ey + ..., (3.7
le terme ((Ada:)ui)e, est en somme directe avec tous les autres, et I’'on peut donc
majorer

l(Adaurey] < 3.

Comme P = Stable, ], l'application v +— u - e, est un difféomorphisme local au
voisinage de 0, et par conséquent,

[(Adar)u ]| S 1.

Dans , on peut alors faire passer tous les termes du membre de droite de la
forme ((Adat)ui)’e, dans le membre de gauche, et cela n’augmente pas signifi-
cativement la norme de ce dernier. Le terme ((Ada;)us)e, est alors en somme
directe avec tous les autres termes du membre de droite, ce qui permet de voir que
l((Adaruz)e, | < 1, puis

[(Ad ag)uz| < 1.

Ainsi de proche en proche, on montre que pour chaque 4, ||(Ad as)u;|| < 1, de sorte
qu’'a la fin [|((Aday)u)ey || S 1, et donc aussi

(Aday)ul < 1.

Par suite,
d(z,v) = |u| = e *|(Adag)u| et

Or, I'inégalité (3.5) et la relation 8, = —ﬁ impliquent
XVH, (0) = |7 (asz0)|| < [lagso]| < eXTTHe™),

d’ott l'on tire e™* < W(H, (v)), ce qui permet de conclure

d(z,v) S V(Hy(v) S Hy(v) " 0(Hy(v)).
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3.3 Somme convergente

Nous donnons ici la démonstration de la premiére partie du théoréme de Khint-
chine pour X. L’énoncé correspondant concernant le comportement asymptotique
des orbites diagonales dans I’espace §2 = G/T" est une simple application du lemme
de Borel-Cantelli. Rappelons que Iespace 2 s’identifie & un ensemble de réseaux
de I'espace euclidien V, associé a la représentation de plus haut poids x, via I'ap-
plication gI' — gV, (Z). Avec cette identification, notant aussi X=a- ey lorbite
du vecteur de plus haut poids dans V, on pose, pour r > 0,

Q={AcQ|IveAnX: v <r}
Enfin, la mesure de Haar sur {2 = G/I" est notée mq.

Proposition 3.3.1. Soit (a;)icny une suite d’éléments de G et (r)ieny une suite
de réels positifs telle que Y ,~, ma(Qy,) < co. Pour presque tout A € Q, pour tout
t € N suffisamment grand,

atA ¢ QT‘{, .

Par conséquent, pour presque tout x = Ps, dans X, pour tout t € N suffisamment
grand,

Ty (a5 Vi (Z)) > 4.
Démonstration. Comme chaque élément a; préserve la mesure de Haar sur €2,
mo({A | A € Q. }) = ma(Q,)

est le terme général d’une série convergente, et le lemme de Borel-Cantelli montre
donc que pour presque tout A, pour tout ¢ suffisamment grand, a;A & Q,,. La
seconde partie découle de la premiére, car

Ty (ats;I') > min {||11|| ;v € as Vi (Z)N )?}

et ce deuxiéme terme ne dépend pas du choix de s,, a une constante multiplicative
prés. En appliquant la premiére partie a une suite (r;) telle que >,y ma(,) <
+00 et 4 = o(r}) on fait disparaitre cette constante multiplicative.

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui permet de supposer dans la démons-
tration du théoréme que la fonction 1 est majorée par une fonction de la forme
t — (logt)~°. Le dessin ci-dessous explique le calcul effectué pour la démonstration.
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y = (logz)~*
e et
’1‘1 (,\/10;_‘,'/,' Tz Y= (logx)izc

FIGURE 3.1 : Graphes des fonctions 1, z — (logz) ¢ et = — (logx) 2.

Lemme 3.3.2. Soienta,3 > 0 et b € N*. [ existe ¢ > 0 tel que pour toute fonction
P : RT — RT décroissante telle que

1w - | " v (loglog )1 1 < 4o,

pour tout u > 0 suffisamment grand, ¥(u) < (logu)~¢.

B

Démonstration. Posons ¢ = 43— et supposons que pour T' > 0 arbitrairement grand,

W(T) > (log T)~°. Soit

T = sup{u € [0, 7] | ¥(u) < (logu)~>}.
Comme 1) est décroissante,

(log T1) ™2 > 9 (Th) > (T) > (log T) ™,

et donc (logT1) < (logT)'/?. Par suite,

T T
a d d
¥(u)? (loglog u)~ <% > / u
T u T, ulogu
= loglogT — loglog T}
1
> 3 loglogT.

Cela montre que l'intégrale I (1)) est divergente, et le lemme s’en déduit, par contra-
posée. O

Nous pouvons maintenant démontrer la premiére partie du théoréme [3.2.1

Démonstration du théoreme[3.2.1], cas convergent. Soit ¢ : RT™ — R décroissante
telle que

o ax. d
/ (u) A (log logu)bx_lju < +o0.
(&
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Quitte a remplacer 1 (u) par ¥(u) + (logu)~¢, avec C' > 'S—X, on peut toujours
X

supposer que ¥(u) > (logu)~C. D’autre part, le lemme montre que pour tout
u > 0 suffisamment grand, (u) < (logu)~°. Ainsi,

Yu >0, (logu)~ < 4(u) < (logu) . (3.8)

Posant .
U(u) = uPxe(u) et r=2e Px Ut

les propositions [3:2.4] et [3:3:1] montrent qu’il suffit de démontrer que la somme
> i>1 ma(82y,) converge, ce qui équivaut, d’aprés la proposition a

er*ﬂogrﬂbx_l < 400.
t>1

L’encadrement (3.8)) ci-dessus se réécrit
u Px(logu) ™% < W(u) < uPx(logu)~¢, (3.9)
ce qui implique
. _Cc 1 _ L __c
s Px|logs| Px SUT(s) S s Pxllogs| Px.
Avec la borne supérieure de cet encadrement, on trouve
—__t 1 t __c
ry=2e XU (e ") St Px,

d’ou
[logr:| < logt.

Par suite, il suffit de vérifier que

Z e (log t)" ™! < 4-00.
t>1

Pour cela, on majore, pour une constante ¢y > 0,

o _c
X (cos Ax |log s BX) ,

E‘H

Ul (s) = s PR (U (s)) < s~

et donc

__t 1 ¢ _t <
re=2e XU (e <29 (coeﬁxt ﬁX).
Cela donne

t a
Zr?"(logt)bxfl < 221/1 (coe@t_%) * (logt)’x~1

t>1 t>1
e o
< 2/ ) (coeﬂxt

e

t _c
et avec le changement de variable u = cpe®xt Px

Fa

)ax (logt)bx~1dt

_ ([}X + 0(1)) dt,

=&

)

a > d
> i (logt)! 5/ () (log log u)’x ' = < 4oc.
u
t>1 e
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3.4 Somme divergente

Rappelons que G désigne un Q-groupe simple, P un Q-sous-groupe parabolique, T"
un sous-groupe arithmétique de G, et Q = G/I". Pour montrer la seconde partie du
théoréme de Khintchine sur X = P\G, on se rameéne a un énoncé sur les orbites dans
Pespace §2 du sous-groupe a un parameétre (a;)¢cr défini en . La démonstration
de la proposition suivante occupe la majeure partie de la fin de la démonstration
du théoréme [3.2:7]; la traduction en termes d’approximation diophantienne sur X
se fera facilement, par un calcul analogue & celui que nous avons donné ci-dessus
dans le cas ot la somme est convergente.

Proposition 3.4.1. Soit (r;)ien une suite de réels positifs telle que

Z ma(Q,,) = +oo.

teN
Alors, pour presque tout A € Q, il existe t € N arbitrairement grand tel que
ry(aA) <7y
En particulier, pour presque tout © = Ps, € X, pour t € N arbitrairement grand,
ry(arsgV(Z)) < 4.

Naturellement, la démonstration de cette proposition repose sur une version du
lemme de Borel-Cantelli dans le cas ou la somme des probabilités des événements
considérés est divergente, avec une hypothése supplémentaire d’indépendance. Plus
précisément, nous utiliserons le lemme élémentaire ci-dessous.

Lemme 3.4.2 (Une version du lemme de Borel-Cantelli). Soit (X, m) un espace
de probabilité, et (ht)ien une suite de fonctions intégrables a valeurs positives sur
X satisfaisant :

1. Zt21 m(h) = 400 ;
2.3C>0: VN >1, [, (Zthl he(z) — m(ht)>2 m(dz) < C- SN m(hy).

Alors pour presque tout x, l'ensemble I(x) = {t € N | hi(x) > 0} est infini.

Démonstration. Posons

Par hypothése,

N
> he—m(h)|| <C-> m(hy)
t=1 2 t=1
et donc )
lon — 1If3 < N 00 0

Zi\il m(h)
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Par suite, on peut extraire de (¢ ) une sous-suite (¢, ) convergeant pour presque
tout x vers 1. Alors, presque stirement,

Ny,

Ny,
> hi(x) ~ksee Y milhe) = +00,
t=1

t=1
ce qui montre en particulier que Pensemble I(x) est presque stirement infini. O

Pour démontrer la deuxiéme partie du théoréme|3.2.1] on souhaiterait appliquer
le lemme Iﬂ;ﬂl a la famille de fonctions h; = L-1qy . oll

Q’n ={A e Q| r(A) <r}.

Cependant, la seconde condition du lemme n’est pas évidente a vérifier. Pour cela,

nous nous ramenons a une suite de fonctions lisses h; qui approchent ]lat—lﬂ, et
Tt

dont on contréle les normes de Sobolev.

Lemme 3.4.3. Soit T lopérateur ¥ = 1->".Y?, ou (Y;) est une base orthonormée

de lalgébre de Lie t d’un sous-groupe compact mazimal de G(R). Ftant donné

¢ € N*, il existe des constantes C,c > 0 et une famille de fonctions n, : Q — [0, 1],
r €]0,1] telles que

L (8)>0 = r(d)<r;
2. [ (D) mo(dA) > erox|logr|te—t ;

2
3. 1T e)ll2 < Cllne 17>

Démonstration. Pour € > 0 fixé suffisamment petit, on fixe une fonction positive
P € CZ(G) telle que [, P =1, P(g) = P(g~"), et Supp P C Bg(1,¢). Ensuite,
pour tout r > 0, on pose

nr = Px1lay,
ou

~ +
W={AeQ|veANnX: ||v|<;et7r||(|v)”
v

Vérifions que ces fonctions satisfont les conditions requises.
L. Sin(A) = [, P(9)lar(gA)du > 0, il existe g € Supp P C Bg(1,¢) tel que
gA € Q. En d’autres termes, pour un certain vecteur v € AN X et g € Bg(1,¢e),

3
> 1
=t

3 r
I (o)l = Slgell et llgoll < 2.

Si e > 0 est suffisamment petit, alors [lg — 1] < 1/10, [|g=" — 1| < 1/5, et par
conséquent, d’une part
ol < g~ lllgvll <

et d’autre part

ln* () 2 ln* (go)]| — 7+ (gv — )|
> 3|gv]) = = lo]
= gu 10 v
Sl ol I

At 1072
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Cela montre bien que A € Q..
2. 11 suffit d’appliquer la proposition [3.1.1] pour obtenir

/ e (D) mo(dA) = ma () > erx[log v,
Q

pour un certain ¢ > 0.

3. On controle || T4, ||o grace a l'inégalité de Young :
179l = TP % Loy llo < [T Plli[[Layllo < Cma(2))!/? = Clln, |
O

Enfin, nous aurons besoin du théoréme suivant, conséquence de la propriété (7)
pour les groupes algébriques semi-simples, établie par les travaux de Selberg [61],
Kazhdan [33|, Burger-Sarnak [15] et Clozel [16]. L’interprétation de cette pro-
priété spectrale en termes de décroissance des fonctions de corrélations est due
a Howe [31] pour les vecteurs K-finis, et a été généralisée aux vecteurs C'™ par
Katok et Spatzier [32]. On renvoie a |22| pour une démonstration et pour une pré-
sentation synthétique des différents énoncés de la propriété (7). L’application du
mélange exponentiel pour démontrer le théoréme de Khintchine est due a Klein-
bock et Margulis [44]. On utilise ci-dessous l'action de 1'algébre de Lie g de G sur
I’espace des fonctions lisses sur €2, donnée par la formule

VY €g, Vf € C®(Q), YA€ Q, (Yf)(A) feY A).

=l

Cette action s’étend naturellement & l’algébre universelle de g, qui s’identifie donc
& une sous-algébre des opérateurs différentiels sur €.

Théoréme 3.4.4 (Décroissance exponentielle des coefficients dans L?(2)). Soit G
un Q-groupe semi-simple simplement connexe, I' un sous-groupe arithmétique, et
Q= G/T. Soit T un Q-tore déployé mazimal de G, A =T(R) et (at)icr un sous-
groupe & un parameétre de A. On suppose que pour tout t € R, a; = etY, avecY € a
tel que pour toute projection p; : g — g; sur un facteur Q-simple, p;(Y') # 0. Il existe
des constantes £ € N et C, 7 > 0 telles que pour toutes fonctions f1, fo € C®(Q) et
tout t > 0,

/ fi(aA) f2(A) ma(dA) — ma(fi)ma(f2)| < Ce ™| X! fill2]| XY fo 2,

Q

ot Y désigne Uopérateur différentiel T = 13", Y;?, avec (Y;) une base orthonormée
de lalgébre de Lie ¥ d’un sous-groupe compact mazimal de G(R).

Remarque. L’inégalité démontrée dans [22] est plus générale : pour tout g dans

G(R), [(gf1, fo) — ma(fi)ma(f2)] < CllglTI T f1ll2] T foll2, et la constante T ne
dépend pas de G. Le résultat est méme encore valable sur les adéles.

Nous pouvons enfin conclure la démonstration de la proposition [3.41]

Démonstration de la proposition[3.4.1. On considére la suite de fonctions définies
par hi(A) = n,, (a;A). La propriété que I'on cherche a démontrer pour A ne dépend
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que de I'image de A dans P\G/T'. Sans changer la variété X = P\G, on peut tou-
jours remplacer G par un Q-groupe semi-simple simplement connexe, et s’assurer
que le sous-groupe parabolique P ne contient aucun Q-facteur de G. Alors, vu la
définition de ’élément Y, pour toute projection p; : g — g; sur un facteur simple,

pi(Y) # 0, et 'on peut appliquer le théoréme :

/X (th(m—mg(m)> ma(dA)

= Y [ ha (8 (a) ma(ad) = ma(he yma(h)

1<t1,ta<N
S > e R g (L, (1, I,

1<t1,t2<N

g 1/2 1/2
~SEED DI N e U

Par ailleurs,
ma(he) = ma(ny,) = cry*[logr |~ 2 ma ()

et donc

ng(ht) 2 ZmQ(Qm) = +o0.

teN teN
Ainsi, le lemme s’applique a la suite de fonctions (h:), et montre que pour
presque tout A, I'ensemble I(A) = {t € N | hs(A) > 0} est infini. Cela implique
que pour presque tout A € , il existe ¢ arbitrairement grand tel que a;A € €. .
C’est ce qu’on voulait. O

Nous pouvons enfin conclure cette partie avec la fin de la démonstration du
théoréme de Khintchine pour la variété de drapeaux X = P\G.

Démonstration du théoreme [3.2.1], cas divergent. Soit C' > i—i Quitte a remplacer

1 par la fonction 1Z définie par J(u) = max (w(u), (log u)_c)7 on peut supposer
que
Yt >0, (u)> (logu)~C. (3.10)

En eff 2 (log )™ P (log log u)x—1du 1 i ie d
n effet, comme fe (logu) 7 (loglogu)’~'<* < +oo la premiére partie du
théoréme montre que I'inégalité d(x,v) < H, (v)~Px(log H, (v))~ n’a qu'un nombre
fini de solutions. Par suite, si d(x,v) < H, (v)~?¢(H,(v)) a une infinité de solu-
tions, alors c’est aussi le cas pour l'inégalité d(z,v) < H, (v) Py (Hy(v)).

Rappelons qu’étant donné une fonction ¥ : RT™ — R décroissante, nous posons,
pour t > 0,

—_t
U(u) =uPp(u) et r=e XU e,

La proposition [3:2:4 montre qu’il suffit de montrer pour presque tout x = Ps, dans
X (R), pour t > 0 arbitrairement grand,

Ty (a5 Vi (Z)) < 1.
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Cela découlera de la proposition si nous pouvons montrer que >, ma(r,) =

T _c
+00. Sous I'hypothése (3.10), ¥(u) > u~?x(logu)~C donc U~1(s) > s~ P [log s| Px
puis

—g =1/t -4
re=e XU (eT) >t Px
D’autre part, pour u > 1, on a 1(u) = uPxW¥(u) < (1) car 1 est décroissante, et
_1
donc U~1(s) < s” Px, puis
1 1 1

U (s) = 5 (U (s)) K 25 N (Cos” )R

Par suite,

Zr |log ¢ |%x 1>Zr (logt)>x~1

t>1 t>1
ta
= ZeiT;\Il_l(e_t)“X (logt)>x~1
t>1
> Zw C’oe‘% ﬁx (log t)bx
t>1

/ B(Coex ) (log £)Px—1dt
2 [ o togtoga L,

ol la derniére inégalité découle du changement de variable

t du de¢
u = CpePx, —

u:FX'

Ainsi, Y ,~, ma(Qy,) = +00, et le théoréme est démontré. O



Chapitre 4

Géomeétrie des espaces de
réseaux

Nous rappelons dans cette partie les résultats principaux de la théorie de la ré-
duction, due a Borel et Harish-Chandra [10], et exposée trés clairement dans Borel
[9]. Cette théorie — que nous avons déja utilisée dans la partie précédente pour
évaluer le volume de certaines parties de ) — décrit quels paramétres sont né-
cessaires pour situer un élément A dans 'espace de réseaux 2 = G/I". Plus tard,
nous étudierons le comportement asymptotique de ces paramétres le long de cer-
taines orbites diagonales dans €2, pour 'appliquer & nos problémes d’approximation
diophantienne.

4.1 Théorie de la réduction

Soit G un Q-groupe semi-simple et I' = G(Z) un sous-groupe arithmétique de G.
Nous notons B un Q-sous-groupe parabolique minimal de G, U le radical unipotent
de B, T un Q-tore déployé maximal dans B, M le Q-sous-groupe anisotrope maxi-
mal du centralisateur Z(7T)° de T dans G°, et A = T°(R) la composante connexe
des points réels de T'.

Soit a l'algébre de Lie de A. Le systéme de racines ¥ de G par rapport a
T s’identifie & un systéme de racines dans ’espace dual a*. Fixons un systéme
de racines simples IT = {a1,...,,} pour un ordre associ¢ & B et notons a~ la
chambre de Weyl opposée dans a, définie par

a ={Ye€a|Vaell, oY) <0}.
Plus généralement, pour 7 > 0, on définit un voisinage a7 de a~ par
af ={Y €a|Vaell, oY) <7},

et
A; =expa; C A

65
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—— (V1

{ag =17}

{foa =71}

FIGURE 4.1 : Dessin de a; pour SLj

Définition 4.1.1 (Ensemble de Siegel). Un ensemble de Siegel S de G sur Q est
un ensemble de la forme
GS=KA w,

ou K désigne un sous-groupe compact maximal de G, et w un voisinage compact
de l'identité dans les points réels de MU.

En outre, on supposera toujours que K contient un ensemble de représentants du
groupe de Weyl relatif W = N(A)/A de G sur Q, ot N(A) est égal au normalisateur
de A dans G. Cela est possible, car W est I'image du groupe de Weyl Wk sur R
par lopération de restriction |11, corollaire 5.5], et qu’on peut toujours trouver des
représentants de Wx dans K, d’aprés |45, Theorem 6.57].

La théorie de la réduction pour les groupes arithmétiques [9, Théoréme 15.5]|
nous assure qu’il existe un ensemble de Siegel dans G qui est & peu prés un domaine
fondamental pour 'action de I' sur G.

Théoréme 4.1.2 (Domaine fondamental du second type). Il existe un ensemble
de Siegel & sur Q de G et une partie finie C de G(Q) tels que G = SCT.

De plus, 'ensemble C' s’interpréte simplement de la fagon suivante |9, proposi-
tion 15.6].

Proposition 4.1.3 (Pointes et classes de P\G/T"). Etant donné une partie finie
C C G(Q), il existe un ensemble de Siegel & tel que G = SCT si et seulement si
C' contient un ensemble de représentants des classes de P(Q)\G(Q)/T.

Dans la suite, nous fixons une partie finie C de G(Q) et un ensemble de Siegel
6 = K A,;w qui satisfont la conclusion du théoréme ci-dessus. Pour g dans G, nous
dirons que ’expression

g=kancy, avecke K, a€ A, n€w, ceC, etyeTl

est une décomposition de Siegel de g. Une telle décomposition n’est pas unique,
mais nous verrons plus tard que certains de ses éléments sont essentiellement in-
dépendants du choix de la décomposition. En général, le théoréme ci-dessous |9}
théoréme 15.4] nous assure qu’il n’existe qu'un nombre fini de décompositions de
Siegel d’'un élément g de G.

Théoréme 4.1.4 (Propriété de Siegel). Soit & un ensemble de Siegel dans G.
Pour toute partie finie F C G(Q), Uensemble T N (SF)(SF)~! est fini.
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4.2 Représentations et ensembles fondamentaux

Ayant fixé un Q-tore déployé maximal 7" dans G, nous choisissons une base Il =
{a1,...,a;} dusystéme de racines ¥ associé a T', et notons i, . . ., @, la base duale
pour un produit scalaire admissible. Pour chaque ¢, on fixe une Q-représentation
V; de G engendrée par une unique droite rationnelle de plus haut poids w; = b;w;,
avec b; > 0 minimal, et V;(Z) un réseau rationnel dans V; stable par l'action
de T et contenant un vecteur de plus haut poids e;. Suivant Borel et Tits |11}
§12.13], nous dirons que les représentations V;, ¢ = 1,...,r, sont les représentations
fondamentales de G. Dans chaque V;, on fixe aussi un réseau rationnel V;(Z) stable
par l'action de I' et contenant un vecteur de plus haut poids e;. Dans l'espace
vectoriel V;, nous noterons X; = G - e; 'orbite du vecteur de plus haut poids e;
sous l'action de G.

Définition 4.2.1 (Covolumes successifs). Pour g dans G, on définit les covolumes
successifs u1(g), ..., u-(g) de gI" par

pi(g) = min{||gv|| ; v € Vi(Z) N X;}.

Remarque. Les quantités u;(g) ne dépendent en fait que de la projection de g
dans G/T, car I'ensemble V;(Z) N X; est stable par Paction de T. Si § = gT" est un
élément de G/TI', nous écrirons indifféremment ;(g) ou p;(g) pour ses covolumes
successifs.

Remarque. Le choix d’une autre norme sur V; change p; en une fonction compa-
rable, a une constante multiplicative prés, et c’est souvent & cette constante prés
qu’il faut comprendre p;. Comme on sait par [9, Proposition 15.6] que I’ensemble
P\G(Q)/T est fini, cela implique qu’il existe une partie finie C' dans G(Q) telle que
pour tout g,

11i(g) = min{||gvcei|| ; c € C, v €T}

Les plus hauts poids wq,...,w, des représentations fondamentales s’identifient
naturellement a une base de a*, et il existe donc un unique élément co(g) € a tel
que

Vie{l,....,r}, wilco(g)) = log ni(9).
La théorie de la réduction permet de montrer que I'application ¢y que nous venons
de définir est essentiellement & valeurs dans a~. Ci-dessous, et dans toute la suite,
on munit a d’une structure euclidienne invariante par l’action du groupe de Weyl.

Proposition 4.2.2 (Covolumes successifs et chambre de Weyl). Il existe Cy > 0
tel que pour tout g dans G, d(co(g),a) < Cp.

Démonstration. Soient & = KA,w et C C G(Q) 'ensemble de Siegel et la partie
finie donnés par le théoréme Pour tout g dans G, il existe une décomposition
de Siegel

g=kancy, aveck€ K, ncw, ceC, yeleta=e", Yea,.

Alors, pour chaque i, p;(g) = pi(anc) = pi(an), car Pensemble ¢V;(Z) N X; est

commensurable a V;(Z) N X; : si D est un dénominateur commun des coefficients
des éléments de C et de leurs inverses dans la représentation V;,

~ ~ 1 ~
DVi(Z)n Xi C Vi(Z)n X, € HVi(Z) N X..
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Ensuite, on remarque que ana™! est un élément borné dans G lorsque a varie dans
A, et n dans w, de sorte que pour tout v € V;(Z) \ {0},

lanwl| < [lav]| Z e,

car ei(Y) est essentiellement la plus petite valeur propre de a dans V;. Cela montre
que j;(g) 2 e ) e log pi(g) > wi(Y) — O(1). Comme [|gy e e;|| =< eV,

on a en fait 1;(g) < e“*(¥) et donc log p1;(g) = w;(Y) + O(1). En d’autres termes,

d(co(9),Y) = O(),

et cela montre ce qu’on veut, car par définition de A; = expa;, I'élément Y est &
distance bornée de a~. O

Exercice 2. Vérifier que pour G = GLg4, la proposition ci-dessus est équivalente
au second théoréme de Minkowski sur les minima successifs d’un réseau A dans
R?, sans I'optimalité des constantes : A;(A)...  \g(A) < 1.

Comme il est plus commode de travailler avec des éléments qui sont vraiment
dans a~, plutoét que dans un petit voisinage, nous remplagons la fonction ¢y sur G
par une fonction ¢, qui lui est proche, mais a valeurs dans a~. On munit a d’un
produit scalaire invariant par 'action du groupe de Weyl. Comme a~ est une partie
fermée convexe de a on dispose d’une projection p,- : a — a~, qui & Y associe
l'unique élément Y tel que d(Yy,Y) = d(Yo,a7).

Définition 4.2.3. On définit la fonction ¢ : G — a~ par la formule
c(9) = pa-(co(9))-

Remarque. D’aprés la proposition on a c(g) = ¢o(g) + O(1). En effet, ¢(g)
est le point de a~ le plus proche de ¢o(g).

La fonction ¢(g) sur G/T" s’'interpréte naturellement & partir de la théorie de la
réduction, c’est le contenu de la proposition suivante, qui est déja apparue implici-
tement dans la démonstration de la proposition [1.2.2]

Proposition 4.2.4 (Composante diagonale d’une décomposition de Siegel). Si
g = kancy est une décomposition de Siegel de g, alors la composante a est bien
déterminée o une constante multiplicative prés. En fait,

0 = ecl9)+0()

Démonstration. Notons V; la i-éme représentation fondamentale de G. Dans cet
espace, les réseaux V;(Z) et ) . cVi(Z) sont commensurables, donc leurs minima
successifs sont comparables. L’écriture ¢ = kancy montre donc que le premier
minimum \; (gV;(Z)) est comparable a e:(Y), ot a = €Y, Y € a;, et ce premier
minimum est atteint sur un point de V;(Z) N )Z'l Par conséquent, pour chaque ¢,
wilY) = log M(gVi(Z)) + O(1) = log is(g) +O(1) = wilel(g)) + O(1), ce quil fallait
démontrer. O
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4.3 Drapeau partiel associé & un réseau

Nous avons vu que dans une décomposition de Siegel g = kancy, I’élément a ne
dépend pas du choix de la décomposition, a constante multiplicative prés. Selon
la position de a dans A, la classe de I’élément ¢y modulo un certain sous-groupe
parabolique P, dépendant de g est aussi indépendante de la décomposition. Nous
détaillons maintenant cette construction, dont les idées nous seront utiles plus tard.

Rappelons que II = {a, ..., a,} est une base du systéme de racines de G pour

T, pour un ordre associé au parabolique minimal B. A chaque partie 8 C II on
associe un sous-groupe parabolique de la fagon suivante : on définit un sous-tore

de T par
0
Sp = <ﬂ ker a)
ach

Py = Z(Sp)U,

puis

ou Z(Sy) désigne le centralisateur de Sy dans G, et U le radical unipotent de B.
L’ensemble des poids de T dans la représentation adjointe restreinte a pg = Lie(Fy)
est constitué des racines positives et des racines négatives dont la décomposition
en racines simples est faite d’éléments de 6.

Proposition 4.3.1 (Drapeau partiel associé a gI'). Soit & un ensemble de Siegel
pour G et C une partie finie de G(Q) telle que G = SCT. Il existe une constante
Cy > 0 telle que l’énoncé suivant soit vérifié. Pour g € G, soit

O, ={ie{1,...,r} | ai(e(g)) > —Co}

et Qg = Py, le sous-groupe parabolique associé. Si Q est un sous-groupe parabolique
contenant Qq, alors dans une décomposition de Siegel

g = kancy, aveckan € &, ce C, ety eT,

la classe Dy = Qcy € Q\G est indépendante du choiz de la décomposition de Siegel.
De plus, Uapplication h — Dy, est localement constante.

Remarque. Si ¢(g) = 0, on a nécessairement ) = G, et la proposition ne donne
aucune information supplémentaire sur gI'.

Exemple. Dans le cas oi G = SLg, l'espace () s’identifie & 1'espace des réseaux
unimodulaires de R%. Notons

A(g) <--- < Xalg)

les minima successifs de ¢Z?, et choisissons une famille linéairement indépendante
v1,...,vq dans Z¢ telle que

Vi e {15---ad}a ||gU1|| :Al(g)
La condition a;(c(g)) > —Cp se traduit en termes des minima successifs par 'in-

égalité
Aiv1(g) < ePNi(g).
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Sii ¢ 64, on a donc X\i11(g) > Ai(g), et le sous-réseau A; = Zvy @ --- & Zv; est
uniquement défini. Le drapeau D, s’identifie au drapeau partiel

{0y <Ay, <o <Ay, <Z% figyooigy={1,...,r}\ 0,

A cause du cas particulier donné en exemple ci-dessus, nous dirons que Dy estle
drapeau partiel associé a I’élément g € 2. La démonstration de la proposition
repose sur ’observation importante suivante.

Proposition 4.3.2 (Racine et covolume). Soit G un Q-groupe semi-simple et Vi,
la représentation fondamentale de G associée au poids wy. Soit g dans G et vg
dans Vi, (Z) N Xy, tel que px(g) = ||gvo||. Pour tout vecteur v € Vi (Z) linéairement
indépendant de vy,

lgoll Z e+ g (g).

La constante implicite dans la notation de Vinogradov ne dépend pas de g € G. En
outre, il existe une constante Coy > 0 telle que si ai(c(g)) < —Coy, et g = kancy est
une décomposition de Siegel de g, alors vy est colinéaire a v~ 'c™tey,.

Démonstration. Dans cette démonstration, on munit ’espace des racines d’un pro-
duit scalaire invariant par I'action du groupe de Weyl. Quitte a changer le réseau
rationnel Vi (Z), on peut supposer qu’on dispose d’une base (e,,) de Vi(Z) consti-
tuée de vecteurs de poids. Le plus haut poids wy, est associé au vecteur e, = e, ,
et tout autre poids de la représentation peut s’écrire

W =Wk — E zievs
i

ot les n; sont des entiers naturels. De plus, comme wy, est le plus haut poids de la
représentation et (wg, o) = 0 si i # k,

2
w2 ol = lloonl12 + || ]| = 2na(wr, an),

et donc ny > 1 si w # wy.

Par abus de notation, on note encore wy le caractére de B associé au poids
wy. D’aprés le théoréme il existe une partie finie C C G(Q) et un ensemble
de Siegel 6 = KA ,w tels que G = GCT. L’ensemble C contient une famille de
représentants des classes de P(Q)\G(Q)/T', donc a une constante multiplicative
prés indépendante de g,

1

pi(g) < min {|lgy"'c ex|| ; c€ C, v €T}

Considérons une décomposition de g suivant I’ensemble de Siegel et la partie C
donnés ci-dessus :
g = kancy.

Comme les réseaux gVi(Z) et gc=1y~1Vi(Z) sont commensurables, leurs minima
successifs sont comparables. Dans la base de Vi (Z) constituée de vecteurs de poids,
Iélément a = €9 +OM) agit suivant la matrice diag(ew(c(g))), oll w décrit les poids
de la représentation Vj ; par le second théoréme de Minkowski, cela donne tous les
minima successifs du réseau unimodulaire gV (Z), & une constante multiplicative
prés. La plus petite valeur propre de a est e*(¢(9) et donc

M (gVi(Z)) = er(cla)),
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Par ailleurs, si w = wy — >, n;a; est un poids différent de wy,, alors d’aprés le calcul
ci-dessus, ny, > 1, donc e*(¢(9) > gwr(c(@)—arlel9) = e=ar(c(9)) y, (g) et ainsi,

X2 (gVi(Z)) 2 e () (g).

1

Posant vg = vy ‘¢ ley, on a

llgvoll = llgr~" ¢ exll = llaexl| = =19 = A1(gVi(Z)) = pn(9),

tandis que si v € V;(Z) n’est pas colinéaire & vy,

lgvll 2 A2(gVi(Z)) 2 e+ 9Dy (g).

Cela montre la propriété souhaitée. O

Démonstration de la proposition[{.3.1. Pour k € {1,...,7}, soit P, = P(1,.,}\{k}
le k-iéme sous-groupe parabolique maximal. Comme

Qg="Py, = [ P

ko,

il suffit de montrer que pour chaque k € 8,4, I’élément Pjcy ne dépend pas du choix
de la décomposition de Siegel.

Soit donc k ¢ 0, fixé, et V}, la représentation fondamentale associée. Si Cy est
choisi assez grand, l'inégalité ay(c(g)) < —Cp, avec la proposition montre
que si g = kancy est une décomposition de Siegel et u € Vi (Z), égalité

lgull = 1r(g),

ne peut étre atteinte que si u est colinéaire & v~ 1c~ley. Identifiant P, \G & lor-
bite de la droite [eg] de plus haut poids dans la représentation fondamentale Vj,
grace a lapplication g — [g~tex], cela montre que Pycy ne dépend pas du choix
de la représentation de Siegel : c’est la direction qui réalise le premier minimum
M (gVi(Z)) du réseau gVi(Z).

Pour chaque k € 6, la proposition [£.3.2] montre que A (gVi(Z)) < A2(gVi(Z)),
donc le vecteur de V4 (Z) qui réalise le premier minimum est localement constant
au voisinage de g. Cela montre la derniére assertion de la proposition. O

4.4 Structure de G/I" & quasi-isométrie prés

Les trois théorémes du paragraphe constituent l’essentiel de la théorie de la
réduction pour l’ensemble Q = G/T, quotient du groupe G des points réels d’un
Q-groupe algébrique par un sous-groupe arithmétique I' = G(Z). Pour résumer :

e le quotient 2 = G/I" est 'union des &¢I, ou ¢ décrit un ensemble de repré-

sentants de P(Q)\G(Q)/T';

e lintersection de deux parties GciI" et Gcol' est une union finie de parties de
la forme ((&c1y1) N (Se2)) T
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Un domaine de Siegel & est quasi-isométrique & la chambre de Weyl a—, et, a
quasi-isométrie preés, la théorie de la réduction permet donc d’imaginer {2 comme
une réunion d’un nombre fini de parties isométriques a a~. Lorsque I' agit transi-
tivement sur P(Q)\G(Q), 'espace de réseaux 2 = G/T" n’a qu’une seule pointe, et
I’application
c: Q = a
gt~ cg)

définie au paragraphe [4.2) est une quasi-isométrie.

Nous voulons maintenant expliquer comment ce résultat peut se généraliser
aux espaces de réseaux qui admettent plusieurs pointes. Nous allons montrer que
I'espace de réseau ) est quasi-isométrique & un complexe cellulaire obtenu par
recollement d’un nombre fini de parties isométriques & a~. La combinatoire du
recollement est décrite par les différents espaces quotients Pyp(Q)\G(Q)/T’, ou 6
décrit ensemble des parties de la base II du systéme de racines de G. Si H est un
élément de a~, on notera

Op ={aell | a(H) =0}
et Py = Py, le sous-groupe parabolique standard associé.

Définition 4.4.1 (Complexe cellulaire Cq). Sur l’ensemble produit

0 x <|_| Pe(@)\G(@)/F> ,

ocII

on définit la relation d’équivalence
(H,c) ~(H',¢d) <= (H=H'et Pyc= Pyc).

Par définition, le complexe Cgq est ’ensemble quotient

Co = (a— < || P9<@>\G<@>/F> [~

0CII

Notons que 'ensemble Cq est réunion d’un nombre fini de parties a;, ¢ €
P(Q)\G(Q)/T, chacune isométrique & a~. Ces copies de a~ sont recollées suivant
certaines faces, leurs intérieurs sont disjoints. Comme le point 0 est commun &
toutes ces parties, I’ensemble Cq est connexe. On munit chaque partie a; de la
distance induite par un produit scalaire invariant par I’action du groupe de Weyl
sur a, et cette distance se prolonge naturellement & C en posant

k
d(ac,x’) = inf {Zd(xi,l’i+1) ; Xp =T, T = .Z’/ et Vi,ﬂci : [mi,l‘i+1] - U.C_L} .
=0

Le théoréme [£.4.2] ci-dessous permet de mieux comprendre la géométrie des outils
introduits dans les paragraphes précédents, mais n’est pas absolument nécessaire
pour la suite du mémoire. Sa vérification & l'aide des résultats des paragraphes
précédents est donc laissée au lecteur.
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Théoréme 4.4.2 (Structure de G/T' & quasi-isométrie prés). L’espace = G/T
est muni d’une distance induite par une métrique riemannienne invariante a droite
sur G. Pour A = gI' dans Q, on note ca = c(g) Uélément de a~ et Dp = D, le
drapeau partiel associés a A, définis respectivement a la définition [[.2.3 et a la
proposition [.3.1]

Alors, Uapplication A — (ca, Da) induit une quasi-isométrie q: Q@ — Cgq. Plus
précisément, avec la bonne normalisation du produit scalaire sur a, pour tous A, A/
dans €2,

A(A, &) = d(g(A), q(A) + O(1).

4.5 L’ordre de Kostant

Nous introduisons maintenant l'ordre partiel sur a donné par
Y1 <Y, <~ V’L, OJZ'(Yl) < OJZ(}/Q)

Cette relation d’ordre a déja été utilisée par Kostant |[46] pour comparer les rayons
spectraux de deux éléments d’un groupe semi-simple dans différentes représenta-
tions.

Ici, nous nous intéresserons a ’ensemble des minorants de ¢o(g) dans a~ pour
lordre de Kostant. C’est un ensemble convexe, et la proposition suivante montre
qu’il est stable par une opération de maximum.

Proposition 4.5.1. Si (Ys)scs est une famille d’éléments de a~ alors 1’élément
Y € a défini par

Vi, wi(Y) =supw;(Ys)
seS

est dans a~. En particulier, pour tout Yy € a l’ensemble
myOZ{YECl_ |Y-<Y0}

admet un unique plus grand élément.

wo N w2

N

Yy {wa (V) = wa(Yo)}
{wa(¥) = wa(¥o)} f

myy, myy,

{w1 (V) = wi(Yp)}
{wi1 (V) = w1(Yo)}

FIGURE 4.2 : L’ensemble my, pour SL3

Démonstration. Dans cette démonstration on identifie a & a* grace au produit
scalaire usuel, pour lequel la famille des poids fondamentaux (w;) s’identifie & la
base duale de la base («;) des racines simples :

Vi7j7 <ai7wj> :§zj
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Rappelons que le plus haut poids w; est relié a w; par w; = b;w;, pour un certain
b; € N*. Si 'on décompose

Y, = Z tgs)ai, avec tz(-s) € R,
i

alors Y = . (sup, tgs))ozi et
(ag,Y) = <ak,Z(sup tl(s))ai> = Z(suptgs))<ak,ai>.
. S . S
1 3
1l s’agit de voir que cette quantité est négative. Cela découle de ce que pour i # k,
(o, o) <0, tandis que {ag, ag) > 0. En effet, pour chaque s, I'inégalité (o, Ys) <

0 donne
- ZtES) (g, o) > <ak,ak>t;(f)
i#k
et comme pour tout i # k, (o, ;) < 0, cela implique
—Z(suptl(.u)ﬂozk,ai) > (ag, ap)tl).
ik
Comme ceci vaut pour tout s, on trouve bien
=S sup ) (o, i) > (e, an) sup ),
itk s
c’est-a-dire ay(Y) < 0. Soit maintenant Yy € a un élément quelconque. Comme

my, est non vide, la propriété de stabilité que nous venons de démontrer permet
de définir son plus grand élément Y par

Vi, w;(Y)= sup w;(Y").

Y’'emy,
O
Exercice 3. Soit G = SL,4. On identifie a aux fonctions sur {0,...,d} qui s’an-
nulent en 0 et d par Papplication Yy — (w;(Y0))1<i<d—1-
1. Montrer que a~ s’identifie & I’ensemble des fonctions convexes négatives.

2. Vérifier que la proposition ci-dessus traduit simplement le fait que la borne
supérieure d’une famille de fonctions convexes négatives est encore une fonc-
tion convexe négative.

Le dessin ci-dessous donne un exemple pour SL4. On identifie a aux fonctions sur
{0,...,4} qui s’annulent en 0 et 4, et a~ au sous-ensemble des fonctions convexes.

FIGURE 4.3 : Y est le plus grand minorant de Y, dans a™.
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En fait, le plus grand élément de my, s’interpréte géométriquement comme
une projection de Yy sur a~. On munit a du produit scalaire usuel, invariant par
I’action du groupe de Weyl. Comme a~ est une partie convexe de a on dispose d’une
projection p,- : a — a—, qui a Yj associe 'unique élément Y tel que d(Yp,Y) =
d(Yo, 0.7).

Proposition 4.5.2 (Plus grand minorant et projection orthogonale). Pour tout
Yy dans a, le point pa- (Yo) est le plus grand élément de my, .

Démonstration. Ici encore, on identifie a & a* & I'aide du produit scalaire usuel.
Soit Yy € a, et
Io = {Z | <Oé7;,}/0> Z 0}
Soit Y7 la projection orthogonale de Yj sur la face (¢ I a;-, donnée par
Yl = YO — Z tgo)()éi,
i€l

ol les tgo) sont choisis de sorte que pour tout j € Io, (o, Yo) = D e, tl(.o)

Si A= (<ai’YO>)iEIO’
G = ({0, ;)i jer,- Comme les racines «;, i € I sont linéairement indépendantes,
G est une matrice de Gram inversible. De plus, pour i # j, on a (a;, ;) <0, et le
lemme ci-dessous montre donc que G—! est & coefficients positifs. Or A est &
coefficients positifs aussi, et donc le vecteur T(©) = G~ A est a coefficients positifs.
Cela revient a dire que pour tout 7, w; (Y1) < w;(Yp), i.e. Y1 < Yp.

De méme, a partir de Y7, on définit I; = {i | («;, Y1) > 0}, et Y5 la projection
orthogonale de Y] sur ﬂieh ait, ...etc. On obtient ainsi une suite de points

(aj,as).
ces équations s’écrivent matriciellement A = G - T, on

Yor-Yi =Yoo ...
Notons que pour tout n, I, C I, 1. En effet, si («;,Y,) > 0, alors par définition,
(aj, Y1) = 0. En particulier, la suite (I,,) est stationnaire, donc la suite (Y;,)

aussi. Soit Y sa limite et I = {i | (a;,Y) = 0}.

Yo

FIGURE 4.4 : Une suite Yy = Y7 = Y5 pour G = SLy

Naturellement Y € a™, et par construction,

Y:YO—Ztiai, Vi, tiZO.
icl
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Donc Y est la projection orthogonale de Yy sur (¢, ail.

Pour voir que Y est bien égal a la projection de Yy sur a™, on vérifie que pour
tout Y’ dans a=, (Y — Y, Yy —Y) < 0. Ecrivons Y/ — Y =}, s;w;. Pour i € I,
(a;, Y)=0et (o;, Y') <0, donc s; < 0. Par conséquent,

Y=Y Yo-Y)= > sitjlajm) = Y sitjdi; =Y sit; 0.

i€{l,...,r},j€I i€{l,...,r},j€I iel

Donc Y est la projection de Y; sur a~. Reste a voir que c’est bien le plus grand
minorant de Yy dans a™.

Tout d’abord, par construction, Y est bien un minorant de Y. Soit maintenant
Y’ € a= un autre minorant de Y. Pour tout ¢ € I, w;(Y) = w;(Yo) > wi(Y”), et le
lemme ci-dessous permet d’en conclure I'inégalité souhaitée : Y/ < Y. O

Nous concluons cette partie par les deux lemmes utilisés dans la démonstra-
tion ci-dessus. Le premier est tiré de Bourbaki |12, Chapitre V, §3, n°6, Lemme 6,
page 79| ; nous en donnons une démonstration directe & ’aide du procédé d’ortho-
normalisation de Gram-Schmidt, suggérée par Romain Tessera.

Lemme 4.5.3. Soit E un espace euclidien et (v;)1<i<, une famille finie de vecteurs
linéairement indépendants tels que pour tous i # j, (v;,v;) < 0. La matrice de Gram
G = ((vi,vj))1<i j<r est inversible et son inverse G~ est a coefficients positifs.

Démonstration. Quitte a restreindre E au sous-espace engendré par les v;, on peut
supposer que les vecteurs v; forment une base de F et donc dim E = r. Le procédé
de Gram-Schmidt permet d’obtenir une famille orthogonale (v})1<;<, en posant

/
r . r <vj7vi> /
vi=v1 et Vj>1, vjfvjfg Ui
i< <Ui7vi>
1<g

Notons que pour ¢ < 7,

(0, 0)) = (vj,v1) = Y <vf’v;7> ~(vj, vk)

k<i

et donc, par récurrence, (v;,v;) < 0. Sil’on note V et V' les matrices respectives des
familles de vecteurs (v;)1<i<r €t (v})1<i<, dans une base orthonormée quelconque
de F, les relations de récurrence ci-dessus peuvent s’écrire

vV =VTy...T,,

ot les matrices T; sont unipotentes triangulaires supérieures a coefficients positifs.
Posant T'= T} ...T,, la matrice de Gram qui nous intéresse est

G=%V
_ tjvfl tvlvlel
et comme V'V’ = diag(|[v}||?, ..., ||v.]|?) est & coefficients positifs,
G l'=T"V'V)'T

est a coeflicients positifs. O
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Le second lemme est un peu plus technique. Il nous sera aussi utile au chapitre
suivant.

Lemme 4.5.4. Soit Y € a~, et I = {i | ay(Y) = 0}. Si Y’ € a~ wvérifie pour
chaque i € I, w;(Y") <w;(Y), alors Y’ <Y.

Démonstration. Ecrivons

Y -Y = Zsiai7 avec s; € R.
i

Par hypothése w;(Y) > w;(Y’) si j € I, et donc
D’autre part, pour i € I, a;(Y —Y') = —;(Y’) > 0, et donc
Vie[, ZSj<Oéi,Oéj> > 0.
J
Par conséquent,
Viel, Y silai,ap) > =Y sila,a;) > 0.
Jjel J¢1

Cette inégalité peut encore s’écrire G-S > 0, ot G = ({a;, &5))ijer €t S = (85)jer-
Comme G~ est a coefficients positifs, cela implique S > 0. Ainsi, pour tout 4,
5i>0,ie Y <Y. O

Remarque. Dans le cas G = SLg4, le contenu de ce dernier lemme est assez clair.
SiY est une fonction convexe sur {0,...,d} avec Y(0) =Y (d) =0, et si Y’ est une
autre fonction convexe sur {0,...,d}, inférieure & Y en tout point angulaire (i.e.
extrémal du graphe), alors la fonction Y’ est toujours inférieure a la fonction Y.
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Chapitre 5

Approximation des points
algébriques

Rappelons que dans ce mémoire, contrairement & l'usage le plus répandu, on note
Q le sous-corps de R constitué des nombres algébriques sur Q.

Comme précédemment, X = P\G est une variété de drapeaux, munie de sa
distance de Carnot-Carathéodory, et d’une hauteur H,, induite par une représen-
tation linéaire irréductible de G de plus haut poids x. Rappelons que nous avons
défini 'exposant diophantien d’un point z dans X (R) par

By(z) =mf{f €R | Ie>0: Vo€ X(Q), d(x,v) > cH,(v)""},

et qu'il existe une constante 5, (X) telle que pour presque tout = dans X (R),

Bx (@) = By (X).

Dans ce chapitre, nous étudions 'exposant diophantien 8, (z) d'un point z €
X(Q), ou Q désigne le sous-corps de R constitué des éléments algébriques sur Q.
A T’aide des outils de la théorie de la réduction rappelés a la partie précédente, le
théoréme du sous-espace de Schmidt nous permettra de décrire le comportement
asymptotique des orbites diagonales dans 'espace de réseaux Q = G/T'. Ensuite,
grace a la correspondance développée au chapitre [2] nous pourrons traduire ces
résultats en termes d’approximation diophantienne des points de X.

5.1 Orbites diagonales algébriques dans G/’

Dans ce paragraphe, G est un Q-groupe semi-simple, 7' C G un tore Q-déployé
maximal, A = T°(R) la composante neutre des points réels de T, et a son algébre
de Lie. Soit (a;);er un sous-groupe & un paramétre de A. Ecrivant a; = e*¥ pour
un certain Y € a, on peut choisir un ordre sur a de sorte que Y appartienne & la
chambre de Weyl négative a~ dans a :

Vvt eR, ap = €'Y, Yea.

Remarque. Dans ce paragraphe, ’élément Y est quelconque dans a, et nous n’étu-
dions que l'espace de réseaux 2 = G/I'. Plus tard, nous choisirons I’élément Y

79
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comme en ([2.1), et la correspondance établie au chapitre [2| nous permettra d’obte-
nir les résultats ’approximation diophantienne que nous avons en vue.

Soit alors B le Q-sous-groupe parabolique minimal correspondant & I’ensemble
des racines positives pour 'ordre choisi sur a, et

P = {g eG ‘ lim a;ga_; existe}
t—o00

le sous-groupe parabolique associé & (a;)ier. Soit W le groupe de Weyl associé a
G et T, quotient du normalisateur de T par son centralisateur, et

Wp = (W N P)\W.
La décomposition de Bruhat |11, Théoréme 5.15] de G permet d’écrire

G = |_| PuwB.

weWp

On fixe aussi un sous-groupe compact maximal K dans G(R). Enfin, étant donné
un sous-groupe arithmétique I' dans G, on fixe une partie finie C C G(Q) et un
ensemble de Siegel & = K A,w par rapport & K, B et T tel que

G = 6CT.

Rappelons qu’une décomposition de Siegel d’un élément g € G est une écriture de

g sous la forme g = kany, avec k € K, a € A, =expa;,n € wety e CI. Ce
paragraphe a pour but le théoréme suivant.

Théoréme 5.1.1 (Orbites diagonales des points algébriques dans §2). Soit Y € a~,
et (at)ier = (€'Y )ier le sous-groupe G un paramétre associé. Soit s € G(Q). Pour
tout t > 0, soit

ars = kibmyye,

une décomposition de Siegel de a;s.
1. 1l existe un élément co, € a~ tel que lim;_, % log by = Cso-

2. Sifoo ={a €Il | alce) =0} et Qoo = Py, est le sous-groupe parabolique
associé 4 O, alors Qooyt = QooVoo €St indépendant de t au voisinage de
Uinfini.

3. Pour tout w € W tel que sy} € PwQeoo, 0N a Coo = Poo(Y¥), o0 YV =
(Adw)~Y, et poo : @ — a désigne la projection sur le sous-espace Foo =
Naco, kera. St w € W est l'unique élément tel que sy~ € PwB, alors
Coo = Pa- (YY), 00 pa- : a — a~ désigne la projection sur le conveze a~.

Remarque. Soit ¢ : G — a~ la fonction définie au chapitre telle que si g = kany
est une décomposition de Siegel, alors a = e“(9)TO()  Le premier point du théoréme
se réécrit limy_, oo %c(ats) = Coo. Avec les notations de la proposition cela
implique en particulier que pour tout ¢ > 0 assez grand, Qq,s C Qoo- Le second
point énonce alors que le drapeau partiel D,,s € Qoo \G associé a a;s est constant
au voisinage de l'infini.
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Remarque. Pour tout p€e WNP,onaY? =Y et donc YP¥ =Y. D’autre part,
tout élément ¢ € W N Qo stabilise Fl,, et FL, de sorte que po 0 ¢! = poo. Cela
montre que l'expression po, (Y*) ne dépend pas du choix de w dans P\W/Q,. Le
troisiéme point du théoréme implique donc que ¢, est entiérement déterminé par
la variété Pw(@oo7Yso contenant s.

Cependant, si on suppose seulement sv,, € Pw@~, on n’a pas nécessairement
Pégalité po— (Y™) = poo (Y™). Pour s’assurer de cette égalité, il convient de prendre
pour w 'unique élément de longueur maximale dans la double classe de PA\W/Q o,
dont on montre l'existence en adaptant la démonstration de |7, Corollary 2.4.5].

La démonstration du théoréme [5.1.1] repose sur le théoréme suivant, da a
Schmidt [57, Theorem 3A].

Théoréme 5.1.2 (Théoréme du sous-espace, version forte). Soit (at)ier un sous-
groupe diagonal ¢ un paramétre dans GL4(R) et L € GL4(Q). Notons A (t) < --- <
Aa(t) les minima successifs du réseau a;LZ%, pour t > 0, et supposons qu’il existe

§>0,i€{l,...,d— 1}, et un ensemble non borné N tels que,
YVt € ‘)’t, Al(t) S 675t)\i+1(t).

Alors, il existe un sous-espace rationnel T < Q% de dimension i et un sous-ensemble
non borné N C N tels que pour tout t € N, les i premiers minima successifs de
a; LZ* sont réalisés en des vecteurs vy, ...,v; de a LT.

Ce théoréme implique d’ailleurs la proposition suivante, qui décrit de fagon plus
précise le comportement de I'orbite dans I’espace des réseaux.

Proposition 5.1.3. Soit (at)ter un sous-groupe diagonal & un paramétre dans

GLg(R) et L € GLg(Q). Pour t > 0, notons Ai(t) < --- < Ag(t) les minima
successifs du réseau a;LZ%. Alors, pour chaque i € {1,...,d} la limite

o1
Ai = Jim +log Ai(t)

existe. De plus, si A; < AN;11, alors il existe un unique sous-espace rationnel S;
de dimension i tel que pour tout t > 0 suffisamment grand, les i premiers minima
successifs de a;LZ? sont atteints dans S;. Les sous-espaces S; forment un drapeau
partiel dans Q2.

Démonstration. Pour ¢ = 1,...,d, posons

o1
A= hggl;}f n log A\ (t).

On définit les indices g, 41, . ..,s,%541 par ig =0, is41 = d, et

Al ::AZ1 <Ai1+1 :"':Ai2 < "'<Ai5+1 ::Ad
Nous allons montrer par récurrence sur k € {0,...,s} la propriété suivante : il
existe un drapeau partiel 0 = Sy < 5§71 < --+ < Sj de sous-espaces rationnels tel

que pour chaque ¢ € {1,...,k},
e dim Sy = iy;

e pour tout ¢t > 0 assez grand, a; LS, contient les i, premiers minima de a, LZ%;
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T(Se)=7T(Se—1)

e siip_1 < i<ty alors lim;_, % log A\i(t) = Ay, = i

Dans la formule ci-dessus, 7(W) désigne le taux de dilatation du sous-espace W
par le flot (a;L)¢cr. Si w représente W dans une puissance extérieure de R¢, dans
la décomposition de Lw suivant les espaces propres de a;, la plus grande valeur
propre apparaissant est égale a /"W). De maniére équivalente,

Pour k£ = 0, la propriété est triviale. Supposons donc la propriété vraie pour k — 1,

avec k € {1,...,s + 1}. Soit (t,)nen une suite qui tend vers l'infini telle que
A = hmilog Aiy(tn). Posant § = (A, 41 — Ay,), on a, pour n suffisamment
grand,

Xig (ag, A) < et < etnlhinia=20) < o=tnd); L (ay, A).

D’aprés le théoréme [5.1.2] ci-dessus, il existe un sous-espace rationnel Sy de di-
mension iy tel que le long d’une sous-suite de (¢,)nen, les i, premiers minima de
a, LZ4 sont toujours atteints dans a;, LS.

Par hypothése de récurrence, pour ¢ < k, si iy_1 < i < iy,

1
lim . log \i(tn) = Ay,

n

et par définition de (¢, )nen et des indices ix_1 et iy,

1 1
lim . log i, (tn) = A, == Ay, 41 = lim . log A\i,_,+1(tn)-

n n

Comme a;, LS}, contient les i;, premiers minima, cela implique
COVOla,,nLSk (at (Sk n Zd)) etr S (o=t 1A, +o(tn )7
d’ott I'on tire i
7(Sk) < Z ig —ip—1)
=1
Mais d’aprés ’hypothése de récurrence, 7(Sk—1) = Zf;ll (i¢ —ie—1)A;,, et donc

T(Sk) - T(Sk_l)

T — Tk—1

IN

Ay =-=0Ny 41 (5.1)

Comme 'hypothése de récurrence implique Sx_1 < Sk, le second théoréme de
Minkowski appliqué dans a; LSk, donne, pour tout ¢ > 0 assez grand,

covol(ay d
Mieoat1(t) - A (8) S <covol(1c§t(éff?ﬂzz?i)))>

< exp [t(7(Sk) — 7(Sk=1)) + o(t)].
Avec (5.1)), cela montre qu’on doit avoir, pour chaque i € {ix_1 +1,...,ix},
7(Sk) = 7(Sk-1)

A—hm log)\() e in L
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Pour ¢ = £(A;,41 — A;,), pour t > 0 assez grand, le sous-réseau a,L(S) N Z%)
contient 4, vecteurs linéairement indépendants de norme inférieure a etin+e) | et
comme A; 1 > A;, + 2¢, tout vecteur de a;LZ% hors de a; LSy est de norme
supérieure a e'Mi.12¢)  Cela montre que pour ¢t > 0 assez grand, les i; premiers
minima de a;LZ% sont atteints dans a;LSy. O

Nous pouvons enfin démontrer le théoréme [5.1.1

Démonstration du théorémel5. 1.1 Soit p : G — SL4 une représentation rationnelle
fidéle de G. Pour t > 0, et i € {1,...,d}, notons \;(t) = \;(p(ass)Z?). D’aprés le
corollaire [5.1.3] les limites

o1
Ai = Jim T log Ai(t)

sont bien définies. Si a;s = k:byny: est une décomposition de Siegel de a;s, alors,
a une constante multiplicative prés, les minima successifs de p(a;s)Z< s’obtiennent
en ordonnant les valeurs propres de la matrice diagonale p(b;). Cela montre que
la limite lim;_, ;o 1 logp(b;) est bien définie, et comme p : A — (R%)? est un
morphisme de groupes injectif, il en découle que la limite

o1
Coo = tlggo n log b,

existe. Comme d(log b, a™) = O(1), on a bien slr ¢, € a~. Cela montre le premier
point du théoréme. Ensuite, la proposition [£:3.1] montre que pour tout ¢ > 0 suffi-
samment grand, ’application t — Q.. est localement constante. Par connexité,
elle est donc constante au voisinage de I'infini.

Fixons maintenant v., € G(Q) tel que pour tout ¢ suffisamment grand, Qoo =
Qoooo- D’aprés la proposition [£:3:2] pour chaque k ¢ 6., le plus petit vecteur de
atsVi(7Z) est atteint dans la direction a;sy lex, et

pi(aps) = min{[lgv] 5 v € Vi(Z) N Xy} = [larsvacd el

Ecrivons syZ! = pwb, avec p € P, w € Wp et b € Qoo. Pour k & 0., la droite
engendrée par le vecteur de plus haut poids ej est stable par b € Q. et par
conséquent, pour ¢ > 0 grand,

||at5’yo_olek\| = |Jarwbeg|| < ||arwey|| =< etwr(Y™),

Cela montre déja que pour k € 0,
Wi (Coo) = wr(YY).

Identifiant a et a* a l'aide d’un produit scalaire invariant par W, on peut écrire
YY" — coo = Y tray, et Pégalité ci-dessus montre que ¢ = 0 pour k ¢ 6. Donc
Y% — co appartient & Grep ar = (Nkep i)t = FL, et comme coy € Fo par
définition, cela montre bien 1'égalité souhaitée :

Coo = poo(Yw)'

Supposons maintenant sy ! = pwb, avec p € P, w € Wp et b € B. Le calcul ci-
dessus s’applique toujours pour montrer que w(cs) = wi(Y™) pour tout k & 0.
Et pour k € 0, comme I’élément b € B stabilise la droite e, on a aussi

Hats%_olekH = ||arwbe || < [|arwey|| =< eter(Y™)
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d’oll
Wi (Coo) < wp(Y™).

Par conséquent, c,, < Y™ puis
Coo = Pa— (Yw)

Réciproquement, notons que pour k & 0, wi(cso) = Wi (Y™) > wi(pa- (Y?)), car
Pa- (Y") minore Y. Donc le lemme appliqué 4 Y = coo et Y/ = po— (Y?)
implique que coo > pa- (Y*). Cela montre bien 1’égalité souhaitée :

Coo = Pa- (Yw>

5.2 Flots semi-stables et extrémalité

Nous nous intéressons ici & un cas particulier du théoréme [5.1.1] pour lequel on a
toujours ¢, = 0. Dans toute la suite (a;)tcr désigne un sous-groupe diagonal & un
paramétre, et P le sous-groupe parabolique associé & (at):er. Le théoréme
montre que le comportement asymptotique d’une orbite du sous-groupe (a:)ter
dans Pespace de réseaux 2 = G/T est controlé par une cellule de Bruhat rationnelle
de G. D’aprés |11, théoréme 5.15], la décomposition de Bruhat

G= || PuwB,

weWp

induit une décomposition cellulaire de la variété projective X = P\G. Dans cette
décomposition, il existe une unique cellule de dimension maximale, qui correspond
a l'unique élément de longueur maximale de Wp. Pour la suite, il sera utile de consi-
dérer aussi les adhérences de Zariski des cellules plus petites de cette décomposition
de X.

Définition 5.2.1 (Variété de Schubert). La variété de Schubert standard X,, est
définie comme l'adhérence de Zariski d’une cellule de Bruhat :

Xw:PTUB, w e Wp.

Une variété de Schubert est une variété de la forme X,,g, pour g € G et w € Wp.
Une variété de Schubert est dite rationnelle si elle peut s’écrire X7y, avec v € G(Q).

Remarque. On définit I'ordre de Bruhat sur Wp par la condition
w<w = X, <X,

Cette relation d’ordre permet de décomposer toute variété de Schubert standard
en cellules de Schubert
Xo= | | Pu'B.
w’' <w
L’ordre de Bruhat s’interpréte aussi simplement & partir d’'une présentation de
Coxeter du groupe de Weyl W ; on renvoie a |7, Chapter 2| pour plus de détails sur
ce sujet.
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Les variétés de Schubert sont des variétés algébriques projectives lisses et irré-
ductibles. Selon le contexte, nous verrons parfois la variété de Schubert X,,g comme
une sous-variété de GG, sans que cela puisse engendrer de confusion.

Définition 5.2.2 (Variété instable). Suivant la terminologie utilisée par Yang [70],
nous dirons que la variété X,, g est instable pour le flot a; = €Y s'il existe un poids
dominant w tel que w(Y™) < 0.

Rappelons que 'on note en exposant ’action adjointe & droite de W sur a :
Y% = (Adw)~'Y. La notion d’instabilité ne dépend pas du choix du représentant
deweWp=(WnNP)\W,carsic€ WNP,alorsY? =Y.

Remarque. Si PwB est instable, alors il existe un poids fondamental w;, i €
{1,...,r} tel que w;(Y*) < 0. En effet, tout poids dominant est combinaison
linéaire & coefficients positifs de poids fondamentaux.

Le théoréme [B.1.1] admet le corollaire suivant.

Corollaire 5.2.3 (Points semi-stables dans G/T"). Nous reprenons les notations du
théoréme . Sis € G(Q) n'est inclus dans aucune variété de Schubert rationnelle
instable, alors cso = 0.

Par conséquent, dans toute représentation rationnelle V de G,

.1
tlggo n log A1 (arsV(Z)) = 0.

Démonstration. D’aprés le troisiéme point du théoréme si w € W est choisi
tel que s € PwBYeo, alors ¢op = pa— (Y™). On raisonne ensuite par contraposée. Si
Co # 0, il doit exister un poids fondamental w; tel que w;(Y"™) < 0, et la cellule
de Bruhat X, est donc instable. La seconde assertion du corollaire découle de la
premiére, car dans la représentation irréductible rationnelle V' de G proximale de
plus haut poids ¥,

A (asV(Z)) < x(by).

O

Remarque. En fait, ¢, = 0 si et seulement si s n’est inclus dans aucune variété de
Schubert rationnelle instable. Dans ce cas, le second point du théoréme est trivial,
car Qo = G.

Le corollaire ci-dessus permet déja de démontrer un analogue du célébre théo-
réme de Roth [55] pour une variété de drapeaux générale, le théoréme ci-
dessous. Soit X = P\G une variété de drapeaux, obtenue comme quotient d’un
Q-groupe semi-simple G par un sous-groupe parabolique P. On munit X de la
distance de Carnot-Carathéodory usuelle, et d’une hauteur H, induite par une
représentation irréductible de G de poids dominant y, et on considére I’exposant
diophantien 3, sur X, défini au chapitre @

Définition 5.2.4. Un point = dans X (R) est dit extrémal si B, (z) = By (X).

Le théoréme [2:4.5] nous assure que, pour la mesure de Lebsegue, presque tous les
points de X (R) sont extrémaux. Nous donnons maintenant un critére suffisant pour

qu’un point & € X(Q) soit extrémal. Dorénavant, le sous-groupe & un parameétre
(at)ter est celui construit au chapitre [2) donné par la formule

0 siae€f

1 siago. (5-2)

ar =e™ ou Y € aest défini par a(Y) = {
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Théoréme 5.2.5 (Critére d’extrémalité pour les points algébriques). Soit X une
variété de drapeauz rationnelle, munie de la distance de Carnot-Carathéodory et
d’une hauteur H, induite par une représentation irréductible de G. Si x € X(Q)
n’est inclus dans aucune variété de Schubert rationnelle instable, alors x est extré-

mal.

Démonstration. Soit s, € G tel que x = Ps,. Comme z n’appartient & aucune
variété de Schubert instable, s, n’appartient & aucune variété de Schubert instable.
Le corollaire [5.2.3] ci-dessus montre donc que dans la représentation V, de poids
dominant ¥,

1
tlggo n log Al(atSmVx(Z)) =0.

D’aprés le lemme cela implique que 5y (z) = By (X). O

5.3 L’exposant diophantien d’un point algébrique

Comme ci-dessus, X = P\G est une variété de drapeaux, obtenue comme quotient
d’un Q-groupe semi-simple G par un sous-groupe paraboligue P. On munit X de
la distance de Carnot-Carathéodory usuelle, et d’une hauteur H, induite par une
représentation irréductible de G de poids dominant x, et on considére l’exposant
diophantien B, sur X, défini au chapitre @ Ayant fizé dans V, un réseau rationnel
Vy(Z), nous noterons I' = Stabg V4 (Z) le sous-groupe arithmétique de G associé.
Le sous-groupe & un parameétre (at)ier est celui défini par la formule (5.2]).

En regle générale, pour un point z € X(Q) non nécessairement extrémal, le
théoréme donne une méthode pour le calcul de 'exposant diophantien 5, (x).
C’est le contenu du théoréme ci-dessous. Rappelons que l'action adjointe & droite
du groupe de Weyl est notée en exposant : Y¥ = (Adw)~'Y. Et de méme pour
P’action co-adjointe : x* = x o Ad w.

Théoréme 5.3.1 (Exposant d’un point algébrique). Soit x € X, soit s, € G tel
que x = Ps,, et soit (a;)icr le sous-groupe diagonal défini en , S0it Coo, Qoo
et Yoo les éléments donnés par le théoreme pour décrire lorbite (ars.I')ier
dans GJT'. Si Uon écrit

sz'y(;l:pwb, peP, weW, be B,
alors
FYX(‘T) = 7<Xwapa* (Yw)>a

et par conséquent,
1

_<X7 Y> + <vapa_ (Yw)> .

L’exposant By (x) est entierement déterminé par la double classe PwQ .

Bx(x) =

Remarque. Siw = I, alors Y =Y € a~. Dans ce cas, 7, (z) = —(x,Y) est
maximal, et exposant diophantien S, (x) vaut +o0o0. Cela n’est pas surprenant, car
alors © = Pv., est un point de X (Q).
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Remarque. On peut montrer en adaptant la démonstration de |7, Corollary 2.4.5]
que la double classe Pw(Q ., contient toujours un unique plus grand élément wp,g__ -
L’adhérence de Pw(Q« est alors PwQoo = Xyp o - C'est cette variété de Schubert
qui détermine ’exposant diophantien de x. Par exemple, cette variété est semi-
stable si et seulement si, pour tout ¢ € 0, w; (Y"*) > 0. Cela implique p,— (Y*) =0
et l'on retrouve bien v, (z) = 0 et 5, (z) = By (X).

Démonstration. Ecrivons SV = pwb, avec p € P, w € W et b € B. Le comporte-
ment asymptotique de s,I" est équivalent & celui de p~'s,T, et nous pouvons donc
supposer sans perte de généralité que ’élément s, est de la forme

Sy = Whyso-

Suivant [9, §11.7], notons
Qoo = LooUco,

la décomposition de Levi standard de @), ol Uy, désigne le radical unipotent de
Qoo et Lo le Q-sous-groupe réductif engendré par ’ensemble de racines 6, associé
4 Qso- Fixons aussi un sous-groupe compact maximal K, dans L., et un sous-
groupe compact maximal K dans G tel que K., = K N L,,. Par abus de notation,
on identifie le groupe de Weyl W a un ensemble de représentants de W dans K.

D’aprés le théoreme [5.1.1], pour tout ¢ suffisamment grand, dans toute décom-
position de Siegel

ats.Y =kany, k€K, ac A necw, v€COT,
I’élément ~y doit appartenir a (),. Par conséquent, dans la décomposition de Siegel
alb = (w'k)any,

onay € Quo, an € B C Qu, et donc w 'k € K N Qs = Ko. Suivant la
décomposition Qo = LoUs, écrivons alors

b=4f0u, n=nrny et y=v.7w-

Notons d’une part que nj et ny varient dans des parties compactes de L et U,
et d’autre part que 'on peut trouver des sous-groupes arithmétiques I', C L et
I'y C Uy et des parties finies Cpy C Uso(Q) et Cp C Loo(Q) telles que v, € CrTL
et 7y € CyTy. En effet, d’aprés Borel |9, Corollaire 7.13], le sous-groupe I' N Qoo
est commensurable & ', T'y.

Comme *yL_an'yLVU € Uy on peut décomposer

afu = (wtkanpyr) (WL_l”UWL’YU)v

L Uso

et donc
all = (wtk)anpyr. (5.3)

Cette derniére égalité donne une décomposition de Siegel de ai’f. On note en par-
ticulier que la composante suivant A, de cette décomposition est égale a, qui est la
composante suivant A, associée a a;s,. Cela montre que les minima successifs de
at5:Vy (Z) sont essentiellement égaux & ceux de a’fV, (Z). De plus, les drapeaux
partiels de Vy(Z) (& e prés) pour a’f et a’q sont égaux. En effet, le drapeau
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partiel de V, (Z) qui réalise les minima (& e* prés) de ars,75! = arwb est stable
par Q. Ce drapeau se décrit de la facon suivante :

Dy={Vi <Vi®Va<...},

V1 = Vect{eg; B(c) = S1 minimal},
Vo = Vect{eg; B(co) = P2 > B1 minimal}

et ainsi de suite. Chacun de ces espaces est stable par L., qui est engendré par
les racines a € 0, pour lesquelles a(cy) = 0. Et chaque Vi @ -+ - @ Vj, est stable
par Qo = LooUs. Comme vy, € Qo et 7 € Qoo, on trouve bien que les filtrations
pour ai’l et ai’b, données par v; *Dy =y~ Dy = Dy sont égales.

Nous sommes donc ramenés & comprendre la géométrie du réseau ay’fV, (Z),
et plus particuliérement la quantité r (way’lVy(Z)) < ry(ars.Vy(Z)). Comme ay’l
est dans le Q-groupe réductif Lo, on peut trouver une base de V,(Z) compatible
avec la décomposition de V), en sous-L..-modules irréductibles et qui réalise les
minima successifs de a}’¢V,(Z), & une constante multiplicative prés. Ensuite, il
nous suffit de comprendre le sous-Lo.-module V' engendré par w’lex. En effet,
si Vi = V' @& W, alors tout élément w dans W vérifie 77 (wa}’¢w) = 0, et donc
n’intervient pas dans le calcul de 7y (way’ £V, (Z)).

Montrons que V' est semi-stable pour le flot (a}’¢):cr, i.e. que les minima suc-
cessifs de a’¢V'(Z) sont tous comparables, a un facteur e prés. Tout d’abord, on
remarque que V' est irréductible pour l'action de Lo.. En effet, le vecteur w’lex
est un vecteur de plus haut poids pour 'ordre sur a* modifié par l'action de w,
donc pour cet ordre, V' est une représentation de L., de plus haut poids, donc
irréductible. Soit (¢;)o<i<m la famille des poids de V’. Vu la décomposition de
Siegel (5.3), les minima successifs de a}’¢V'(Z) sont comparables aux quantités
elile) " =0,...,m. Si ¢o est le plus haut poids (pour I'ordre associé¢ a a®, sans
laction de w), chaque ¢; s’écrit ¢; = ¢o — 3 g Nay, et comme a(ce) = 0 si
« € O, on trouve bien que tous les minima successifs de a}’fV’(Z) sont essentiel-
lement égaux a e*?(¢=) Si ’on note

7(V',a}’) = logdet(ay’|v)
le taux de dilatation de V' par le flot (a}’)ier, on obtient donc

(V' a")
W) = =g

Le taux de dilatation est donné par la somme (chaque poids est compté autant de
fois qu’il apparait dans V)

T(V,a) = Y w(™).
w=<V’

Nous identifions maintenant a et a* grace au produit scalaire usuel. Alors, la somme
> <y w est un élément de as = (o @, et chaque élément w < V' a la méme
projection sur a.., qui est donc égale & poo (X*), OU Py : @ — A est la projection
orthogonale. Cela donne déja une expression pour v, (z) :

Y (@) = =(Poo (X), V") = = (X", P (V™))
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Mais d’apreés le théoréme Poo(Y?) = Coo = pa-(Y™), et donc

(@) = = (X", pa- (Y™)).

La formule pour 8, () est alors une conséquence de la proposition Nous avons
déja justifié a la remarque suivant le théoréme que Pexpression p(Y™) est
entiérement déterminée par la classe de w dans P\W/Q,. C’est aussi le cas pour
() = —(X", Poo (Y™)), donc By (x) est entiérement déterminé par la double classe
PwQ. O

Dans certains cas, le théoréme [5.3.1] permet de montrer que l’exposant d’un
point algébrique quelconque de X est minoré par I’exposant générique. Les deux
corollaires suivants sont ainsi des résultats analogues au théoréme de Dirichlet [21],
pour les points algébriques.

Corollaire 5.3.2 (Variétés de drapeaux de rang 1). Supposons que la variété de
drapeauz X s’écrive X = P\G avec P un Q-sous-groupe parabolique strict maximal

de G. Alors, pour tout x € X (Q),

Br(x) = By (X).

De plus, U'égalité a lieu si et seulement si x n’appartient & aucune sous-variété de
Schubert rationnelle instable.

Démonstration. 1l existe i € {1,...,r} tel que ensemble de racines simples associé
au parabolique maximal P soit

0=1{1,....r}\ {i}.

Soit V, une représentation irréductible de G engendrée par un vecteur de plus haut
poids e, tel que Stabg[ey] = P. Si w; désigne le i-éme poids fondamental, on doit
avoir

X =nw;, n>1.

Dans la suite, nous identifions encore a & a* grace au produit scalaire usuel. Avec
cette identification,

Y = —w;.
Par conséquent,
(@) = =" pa- (V")) = n{Y™, pe- (V™)) = nflpa- (V)| 2 0,
et avec la proposition et la définition de 8, (X) donnée au théoréme [2.4.5
Px () = By (X).

De plus, ’égalité a lieu si et seulement si p,- (Y™) = 0, i.e. ¢, = 0. Cela équivaut a
ce que x n’appartienne & aucune sous-variété de Schubert rationnelle instable. [

Le méme argument donne un résultat analogue si X est la variété des drapeaux
complets d'un Q-groupe déployé, munie de la hauteur anti-canonique.
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Corollaire 5.3.3 (Variétés de drapeaux déployée). Soit X = P\G, avec G un
Q-groupe semi-simple Q-déployé et P un Q-sous-groupe parabolique minimal de G.
On munit X de la hauteur anti-canonique H, associée a x = ) cx+ @, somme

des racines positives. Pour tout x € X (Q),

P (@) = By (X)),

avec €galité si et seulement si x n’appartient & aucune sous-variété de Schubert
instable.

Démonstration. D’aprés |45, Proposition 2.69], la somme des racines positives est
égale a la double somme des poids fondamentaux

XZZQZQZwi=—2Y-
=+ i

On peut donc reprendre argument de la démonstration précédente :
(@) = 2[pa- (Y*)]* > 0.

Cela implique 3, (z) > Sy (X), avec égalité si et seulement si coo = po-(Y") =0,
i.e. x n’appartient & aucune sous-variété de Schubert rationnelle instable. O

Dans les deux corollaires ci-dessus, on peut penser qu’on a méme 1’égalité

inf By (z) = By (X).

z€ X (R)

C’est bien le cas par exemple si X est une variété grassmannienne [20], et les
méthodes développées pour ce cas particulier devraient s’adapter au cadre plus
général des deux corollaires ci-dessus. Notons cependant que 'inégalité

inf_ By (z) > By(X),

zeX(Q)

n’est pas valable en général. Nous verrons en effet au paragraphe [9.4 un exemple
de varié¢té de drapeaux X munie de la distance de Carnot-Carathéodory et d’une

hauteur H, telle qu'il existe un point algébrique z € X(Q) tel que Sy (z) < By (X).
On peut toutefois imaginer que 1’égalité ci-dessous soit toujours valable :

Conjecture :

inf By(x)= inf S, (x).
i) x (@) LU x(@)



Chapitre 6

Non divergence quantitative

Dans tout ce chapitre, G est un Q-groupe semi-simple de rang r, et I' un sous-groupe
arithmétique. On fixe un tore Q-déployé maximal T dans G, et un Q-sous-groupe

parabolique minimal B contenant T. On note {a1,...,a.} la base du systéme de
racines de (G,T) pour l'ordre associé & B, et {w1,...,w,} les poids fondamentaux
correspondants. Pour i = 1,...,r on note V; une représentation irréductible de

G engendrée par une unique droite de plus haut poids w; = b;w;, avec b; € N*
manimal. L’algébre de Lie réelle de T est notée a, et la chambre de Weyl négative
associée o B est notée a~.

Le but de ce chapitre est de développer un analogue, pour un Q-groupe semi-
simple G arbitraire, des résultats obtenus petit & petit par Margulis, Dani et Klein-
bock [51}, (18], 43}, |38] pour le groupe SLy.

La version précise qui nous intéresse est celle de Kleinbock [38, Theorem 0.2].
Cela dit, méme pour SL4, les énoncés que nous démontrons généralisent stricte-
ment ceux qui étaient déja connus, en ce que la forme des voisinages de la pointe
que 'on cherche & éviter est plus flexible. Alors que ce travail était en cours de
rédaction, Lindenstrauss, Margulis, Mohammadi et Shah [49] ont aussi amélioré la
non divergence pour SLg, et leurs observations permettent de retrouver une partie
des résultats exposés ici dans le cas particulier ot G = SLg. Cela dit, notre ap-
proche est différente, et a le mérite de s’appliquer sans distinction & tout Q-groupe
semi-simple.

Les résultats de la théorie de la réduction pour les groupes arithmétiques, rap-
pelés au chapitre |4l nous ont permis d’associer a chaque point z dans Q@ = G/T
un vecteur ¢(z) dans a~ qui décrit la position de z dans Q. Nous considérons
maintenant une mesure de probabilité u sur G satisfaisant certaines propriétés de
régularité, et nous expliquerons comment controler les valeurs de ¢(g), lorsque g
est choisi aléatoirement suivant p.

Ce controle de la fonction ¢ hors d’un ensemble de petite mesure est ce qu’on
appelle la non divergence quantitative.

91
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6.1 Sous-ensembles de G/T

Pour énoncer la non divergence quantitative, nous devons en premier lieu généraliser
la définition de la fonction ¢ : G — a~. Rappelons que dans la représentation
fondamentale V;, on note V;(Z) un réseau rationnel stable par T', et

)?i =G- €;
l'orbite du vecteur de plus haut poids sous 'action de G. Etant donné une partie
compacte S C G nous lui associons un élément ¢(S) € a~, de maniére analogue a
ce qui a été fait en[4:2] Pour chaque 4, on pose

#i(S) = min _ max]|gv].
veV;(Z)NX; 9€5

Puis on considére 1’élément ¢(.S) de a défini par
Vie{l,...,r}, wi(co(S)) =logpu(S),
et enfin on pose
() = pa-(co(9))-

Remarque. Si S = {g} est réduit & un singleton, on retrouve la définition précé-
dente : ¢(S) = ¢(g).

Exercice 4. Soit G = SL3. Pour € > 0, on considére
t 1 0
S.=|t?—=e t 0 | ;telo1]
0 0 ¢!
Montrer que lorsque ¢ > 0 tend vers zéro, la distance de ¢o(S:) & a~ tend vers
Iinfini.
Nous utiliserons aussi I'ordre de Kostant sur a, défini au paragraphe par
Yi <Y, < Vi, wi(Yl) < (JJZ(YQ)

Proposition 6.1.1. Soit S C G une partie compacte.

Vg € S, c(g) < ¢(S).

Démonstration. Soit g € S quelconque. Naturellement, pour chaque i, p;(g) <

1;(S). Par conséquent, co(g) < co(S). Comme c(g) et ¢(S) sont les plus grands
minorants respectifs dans a~ de ¢g(g) et ¢o(.5), la proposition est claire. O

Remarque. On pourrait vouloir aussi définir un drapeau partiel associé a S, mais
un tel drapeau n’est pas forcément uniquement défini. Par exemple, pour G = Sl4,
si.S ={g1,92}, avec g1 = diag(e®,e71,e7t, e71) et go = diag(e,e,¢,673), on trouve
c(S) = (loge,2loge,loge). Le point ¢ = 2 est anguleux, au sens ot az(c(S)) < 0;
et il existe pourtant deux 2-plans distincts, a savoir v; = e; Aeg et vo = €1 Aeg pour
lesquels log sup ¢ g||gvi || = wa2(c(S)). Toutefois, nous verrons ci-dessous que lorsque
S est le support d’une mesure réguliére, le théoréme de non divergence permet de
définir un drapeau partiel associé a S.

Nous voulons maintenant montrer que si S = Supp p est le support d’'une mesure
suffisamment réguliére sur G, alors I’ensemble des points g dans S tels que ¢(g) est
distant de ¢(.5) est de petite mesure. Mais pour cela, nous devons d’abord expliquer
quelles conditions de régularité nous allons imposer sur .
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6.2 Fonctions réguliéres et non divergence

Dans cette partie, p désigne une mesure de Radon sur G, et S = Supp p. Soit U
un ouvert de G. Une fonction f : U — R borélienne est dite (C, «)-réguliere pour
u si elle vérifie, pour toute boule B = B(x,r) NU dans U et tout € > 0,

plg € B 1f(9)l <ellflpu}) < Ce®1(B),

ot || fl|B,u = SUPyeprsupp ulf(9)]- Ci-dessous, et dans toute la suite, lorsque B =
B(x,r) est une boule dans un espace métrique, et A € R*, on note AB = B(x, Ar).
Par exemple, 5B = B(x, 5r). La mesure u sera dite C-doublante si pour toute boule
B(z,r) dans G,

n(2B) < Cp(B).

Nous pouvons maintenant donner une version de la non divergence quantitative
dans G/T.

Théoréme 6.2.1 (Non divergence quantitative). Soit G un Q-groupe semi-simple,
T un sous-groupe arithmétique, et Cy, Cq, ag > 0. Il existe deux constantes C,a > 0
telles qu’on ait la propriété suivante.

Soit p une mesure borélienne finie Cq-doublante sur G et B C G une boule
satisfaisant :

Vie{l,...,r}, Yo e X, nVi(Z), g~ |lgv| est (Co,ap)-réguliere sur 5B pour p.
Alors, pour tout € > 0,

n{g € B | [le(g) — c(S)]| =2 —loge}) < Ceu(B).

Remarque. Ecrivons g = kgagngg, suivant une décomposition de Siegel, de sorte
que ag = e@+TO0M) 6y ¢: G — a~ est la fonction définie au paragraphe
définition Le théoréme nous assure que pour un ensemble de grande mesure,
l’élément a, est déterminé par S, & une constante multiplicative prés. Si g = {a €
IT | a(c(S)) < loge}, on peut ajouter que I'élément Ppg vy, est constant sur un
ensemble de mesure relative au moins 1 — Ce®. Nous expliquerons cela ci-dessous,
au paragraphe

Le restant de ce chapitre est consacré a la démonstration de ce théoréme. On
pourrait peut-étre donner une démonstration directe, dans I’esprit de celle de Mar-
gulis et ses co-auteurs pour SLg, mais ce n’est pas tout a fait évident, car il faut
comprendre les relations entre les petits vecteurs de gI" dans les différentes repré-
sentations fondamentales V;. Nous proposons une autre approche, qui consiste a
étudier d’abord séparément chaque condition de la forme ug(g) < epr(S), pour k
fixé, puis & réunir toutes ces conditions pour obtenir I’énoncé global donné ci-dessus.
Ces deux étapes correspondent aux deux paragraphes suivants.

6.3 Non divergence pour une racine fixée

Ayant fixé k, nous voulons comprendre ’ensemble des points g € S qui satisfont
i (g) < eup(S). L’exercice ci-dessous montre que cet ensemble peut étre de grande
mesure et c’est ce qui fait que dans I’énoncé[6.2.1], on doit considérer simultanément
toutes les représentations fondamentales, via la fonction c.



94 CHAPITRE 6. NON DIVERGENCE QUANTITATIVE

Exercice 5. Si h: X — G est une fonction, on note ¢(h) = c({h(x);x € X}). Soit
€ > 0. Vérifier qu’avec application h : [0,1] — SL3(R) définie par

T 1 0
h(z)=|22-¢*> = 0
0 0 &2

on a pour tout z, ||c(h(x)) —c(h)|| > —loge+O(1). (Indication : Montrer que pour
tout @, pu1(h(z)) < ¢, tandis que pour tout v € Z3 non nul, max,eo 1) ||k(z)v| Z 1.)

L’observation cruciale, exprimée dans le théorémel6.3.1|ci-dessous, est en quelque

sorte que si un point g satisfait py(g) < eur(S), i.e.

wr(e(g)) < wi(c(S)) +loge,
alors la probabilité d’avoir
a(c(g)) <loge

est trés petite. Pour la démonstration, il nous est nécessaire de controler py(g) a
une petite constante multiplicative €!/3 preés, mais cela doit plutoét étre vu comme
un détail technique.

Théoréme 6.3.1 (Non divergence dans une représentation fondamentale). Soient
Co, Cy,aq des paramétres strictement positifs, et k € {1,...,r} fixé.

Soit p une mesure de Radon Ci-doublante sur G, et B une boule dans G. On
suppose que pour tout v € Vi(Z) N Xy,

g — |lgv|| est (Co, ) — réguliere sur 5B pour p.

Soit p €]0,1] et € €]0,1]. On note S = BN Supp i et on suppose que p < ep(S).
Alors l’ensemble

vérifie
1 (AD(p)) < Coe™u(B),
ol g = P et Cy = KoC3Co, avec Ko une constante de Besicovitch pour G N 5B.

Remarque. Etant donné M > 0 ’ensemble

® B eMp <pp(z) <p
AM,E(p) - {I €B ‘ O[}C(C(il'))kg IOgE }

peut étre recouvert par 3M ensembles du type AL ('), avec o/ € [eMp, pl, dont le
théoréme ci-dessus permet de majorer la mesure. On a donc aussi une borne

[t («45\]25(,0)) < CMe®u(B).

Démonstration du théoreme B34 Soit 2 € AW (p). Par définition, il existe un
vecteur primitif v, € X N Vi (Z) tel que

[zvs|| < p.
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Soit B, la boule de centre = et de rayon maximal telle que
VyeB.NS, |lyv.ll < p.
Notons que B, C 3B, 2B, C 5B et

sup lyv. || > e /?p.
ye2B, NS

Soit y € B, NS N .Aék)(p), et v € Vi(Z). Si v est linéairement indépendant de v,
alors, d’aprés la proposition [£.3.2]

lyv]| 2 e WD (y) > e e Pp = e72p > |lyv .

Par conséquent, v, est 'unique vecteur de Vi (Z) tel que ui(y) = ||yvz||. Comme
Yy € Agk)(p), cela implique en particulier

lyve|l < p.

Or, la fonction f : y — ||yvs|| est (Co, ap)-réguliere sur 2B, et vérifie || fll2p,,, >
e=1/2p, on trouve donc

(B N AW () = (B, N S NAM (p)) < Coe™/?pu(2B,) < CoCr/?u(By).

Par la propriété de Besicovitch dans ’espace métrique G N 5B, il existe une sous-
famille dénombrable (B,,)ien de multiplicité au plus K telle que

AP (p) c | B, € 3B,
ieN

ce qui permet d’écrire

AP (0)) < u(Ba, VAP () < CoCre™ > p(Ba,) < CoCiKoe ™ u(B).
€N 1eN

6.4 Non divergence globale

La fin de la démonstration du théoréme [6.2.7] consiste a mettre ensemble les bornes
obtenues pour chaque racine ag, k = 1,...,r, aprés avoir observé que si ||c(x) —
c(9)]| = —loge, alors il doit exister k tel que up(x) < e™ug(S) et ax(e(x)) <
7 loge. Nous mettons cette observation sous la forme d’un lemme élémentaire sur
les systémes de racines.

Lemme 6.4.1. Soit X un systéme de racines dans un espace euclidien a de di-
mension 1. Il existe T > 0 tel que la propriété suivante soit satisfaite.

Poure € (0,1) et Y1,Ys € a7, si Y1 < Y5 et |Yo — V1| > —loge, alors il existe
ke{l,...,r} tel que

1. wp(Y1) < wg(Yo) + 7loge;

2. a(Y1) < tloge.
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Démonstration. Posons
Y=Y, -Y1=) tia.
i

Comme Y7 < Y5, on doit avoir pour chaque 4, t; > 0. Comme
> tilleil = V2 = Y| > —loge
il doit exister j tel que t; = wj(Y) > —loge

- Cl ?

Y = Zak(Y)wk,
k

ou Cy = Y ;[ Or, écrivant

on observe que

tj=w;(Y) = (wp w)ax(Y) < max ay,(Y) > {wk, @;),
k k

car pour tous j,k, (wk,w;) > 0 et maxy ap(Y) > 0. Avec Cy = ), (wy, w;j), cela

montre qu’il existe k tel que oy (Y) > _Cll(’g;. Posant ¢ = (C1C2)~!, on trouve

ar (Y1) = ap(Y2) — ar(Y) < ap(Ys) 4 cloge < cloge.

De plus, comme Y = )" t;a;, cela implique
3 tlanas) = —cloge
i

et comme (o, ;) < 0 pour i # k,
ek |Pk (V) = o ||*tk > —cloge.
Comme wy = bywy pour un certain by € N*, cela montre ce qu’on voulait, avec

C
T=——r——m3 :
maxg[|a[|?

wi (Y1) < wi(Y2) + 7loge.
O

Avec ce lemme, nous pouvons maintenant déduire le théoréme du théo-

réme [6.311

Démonstration du théoréme[6.2.1 11 suffit de montrer que sous les hypothéses du
théoréme,

u({z € B | —2loge > [le() — o(S)] = —loge}) < Ceu(B).  (6.1)
En effet, on aura alors, quitte a supposer € < %,
u({z € B | |le(x) — ()] > —loge})

<> u({zeBl 21088 > |le(x) - e(8)] = ~log=>"})

m>0

<CY & o)

m>0
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Pour voir (6.1)), notons A= {z € B| —2loge > ||c(x) —c(S)|| > —loge}. D’apres
le lemme il existe 7 > 0 tel que A est recouvert par les ensembles

—2loge > |[e(z) — c(S)|| = —loge
AR = ecB wi(e(z)) < wi(e(S)) + Tloge , k=1,...,r
ap(c(z)) < tloge

Enfin, grace au controle —2loge > |lc(x) — ¢(S)]| sur la norme de c¢(z) — ¢(S),
chaque A®) peut étre recouvert par M =< g ensembles de la forme

AP (p) = {x B

e5p < pk(z) < p} }
T )

avec p < eTewr(c(9)) < €™ uk(S). Pour chacun de ces ensembles, le théoréme m
donne

1 (AP (p)) < oz u(B),
et par suite,

(A < 3D (AP () < Ceu(B),
kE p

avecaz%etC’ersz%. O

6.5 Drapeau partiel pour une mesure réguliére

Comme conséquence du théoréme [6.2.1] de non divergence, nous montrons main-
tenant que si S est le support d’'une mesure réguliére sur G, on peut définir un
drapeau partiel associé a S.

Proposition 6.5.1. Soient G un Q-groupe semi-simple, I' un sous-groupe arith-
métique, et Cy,ag > 0. Il existe deux constantes C',a’ > 0 telles qu’on ait la
Propriété suivante.

Soit p une mesure borélienne finie sur G et B C G une boule satisfaisant :

Vie{l,....r},Ywe X;NVi(Z), g |gv| est (Co,aq)-réqulicre sur 5B pour ju.
Soit S = BN Supp u, et
Is(e) = {i € {1,....7} | aule(S)) > loge).

Pour e > 0 suffisamment petit, pour chaque i & Ig(e), il existe une unique direction
dans V; contenant un vecteur v; € V;(Z) N X; tel que

sup|gv;[| = min _ supl|gv].
ges VeV (Z)NX; g€S

De plus, il existe un élément vs € G(Q) tel que
Vig Is(e), wvi=nsei,

et si on note g = kgayngyy une décomposition de Siegel de g € S,

1({g € B | Pryoyvg = Proeyvs)) = 1 — C'e® u(B).
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Remarque. L’¢lément Pr (.yvs € Prg(-)\G est le drapeau partiel associé a 'en-
semble S, pour le paramétre .

Démonstration. D’aprés le théoréme pour tout € > 0,

p(fg € B | lle(g) = c(S)]| = —loge}) < Ce®u(B).

Posons Cy = 4+ 2maxqenl ¢||. Pour € > 0 suffisamment petit, I'inégalité ci-dessus
montre en particulier qu'il existe g; € S tel que

_log€

[e(g1) — (S| < co

Vu notre choix de Cq, cela implique en particulier que pour toute racine simple «,

la(e(g1)) — a(e(S))] < —|lal| - 106.%;16 < _1055"

Par conséquent, si ¢ & Is(e),

loge
2 )

ai(c(gr)) <

et avec la proposition [4.3.2] si v € V;(Z) n’est pas colinéaire a la direction v; qui
réalise le premier minimum de g, V;(Z), on doit avoir

1, 1
lgrv]| 2 e ) i(g1) > 72 pi(gr) > €72 ().

Cela implique que pour chaque i ¢ Ig(e), le vecteur v; € V;(Z) N X; engendre
l'unique direction telle que

supl|gvi[| = pi(S).

ges

Comme cette direction est aussi uniquement déterminée par l'égalité ||grvi| =
wi(g1) et qu’on a «a;(c(g1)) < 1055, une décomposition de Siegel g1 = kan~y permet

d’écrire, pour chaque i € Ig(g), avec s = 7,

—1
v = ’YS €;.

Enfin, si g € S vérifie ||c(g) — ¢(5)]] < _100% le raisonnement fait ci-dessus pour
g1 s’applique aussi & g, et montre que si ¢ € Ig(e), alors v; est aussi 'unique

vecteur de V;(Z) tel que ||gv;|| = pi(g). En d’autres termes, pour chaque i ¢ Is(e),
S . | .
Vg i =g €, ie.
Preeyvg = Prse)vs-

Cela démontre le dernier point de la proposition, car

loge

ufoes |l - sz -2 ) <o uis).



Chapitre 7

Flots diagonaux dans G/T’

Dans ce chapitre, G est un Q-groupe semi-simple de Q-rang r, et I' un sous-groupe
arithmétique. On fize un tore Q-déployé mazimal T dans G, et un Q-sous-groupe
parabolique minimal B contenant T. On note {aq,...,a.} la base du systéme de
racines de (G,T) pour lordre associé & B, et {w1,...,w,} les poids fondamentaux
correspondants. Pour i = 1,...,r, on note V; la représentation irréductible de G
engendrée par une unique droite rationnelle de plus haut poids w; = b;w;, avec
b; € N* minimal. On note A = T°(R) la composante neutre des points réels de T.
L’algébre de Lie de A est notée a, et la chambre de Weyl négative associée a B est
notée a~. On consideére un sous-groupe & un parametre (a;)ier dans A, donné par
ar =eY, avec Y € a”.

Ce chapitre a pour but de décrire le comportement asymptotique d’une or-
bite diagonale dans l'espace de réseaux Q = G/T, lorsque le point de départ est
choisi aléatoirement, suivant une mesure suffisamment réguliére. On observe que
ces résultats sont trés similaires & ceux obtenus au chapitre [f lorsque le point de
départ était un réseau algébrique. On donne d’ailleurs une généralisation du théo-
réme [5.1.1] pour une orbite partant d’un point choisi aléatoirement sur une variété
algébrique définie sur Q.

Ces résultats généraux sur I'espace de réseaux €2 serviront de base a notre étude
de 'approximation diophantienne dans X = P\G, détaillée au chapitre suivant.

7.1 Mesures réguliéres

Commengons par une définition qui résume les propriétés de régularité que doit
satisfaire une mesure pour que s’applique le théoréme de non divergence.

Définition 7.1.1. Nous dirons qu'une mesure borélienne sur G est localement
réguliére en un point so dans G s’il existe une boule ouverte B = B(sq,r) et des
constantes C, a > 0 telles que

Vie{l,....r}, Yo € X;NVi(Z), Vg € G,
s = |lgsv|| est (C, o)-réguliére sur B pour p.

Cette définition est stable par translation par un élément de G : si p est loca-
lement réguliére en sy, alors g.u est localement réguliére en gsg. Grace au théo-

99
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réme de non divergence quantitative, nous allons voir que si (at):cg est un flot
diagonal fixé dans G, et p une mesure localement réguliére en sq, alors il existe une
boule ouverte B = B(sg, r) telle que pour s € B, les orbites (a;sT")¢~¢ ont presque
toutes le méme comportement asymptotique. Rappelons que pour une partie com-
pacte S C G, on définit ¢(S) par

Vie{l,...,r}, wi(co(S)) =logu;(S),

ou p;(S) = min, ¢ g, v: 2 maxge gl svl|, et

(S) = pa-(co(55))-

Avec le théoreme|[6.2.1] de non divergence, ce vecteur permet de controdler la position
dans  de sT', lorsque s est choisi aléatoirement dans S.

Théoréme 7.1.2 (Orbites diagonales pour une mesure réguliére). Soit (at)icr un
sous-groupe & un parameétre dans A, et p une mesure sur G localement réguliére
en un point sg € G. Il existe une boule ouverte B centrée en sg telle que pour
w-presque tout s € B, notant S = B N Supp u,

1
tlggo ;(c(ats) —c(atS)) = 0.
Démonstration. Soient § > 0 et ¢ > 0. L’hypothése de régularité sur p montre
qu’il existe des constantes Cy,ap > 0 et une boule B = B(sg,r) telle que pour
tout g dans G, les applications s — ||gsv|| soient (Cy, ap)-réguliéres sur 5B pour
. Prenant g = a;, le théoréme appliqué a la mesure (a;).p, avec € = e~ %
montre que

n({s € B | lle(ars) — c(arS)|| > 6t}) < Ce™**u(B),

qui est le terme général d’une série convergente. Le lemme de Borel-Cantelli montre
donc que pour tout > 0, pour presque tout s dans B, pour tout ¢ € N suffisamment
grand,

lle(ags) — e(aS)| < dt.

Or il existe une constante C telle que pour tous ¢, € R, |c(ais) — c(aps)|| +
lle(aS) — c(ap S)|| < C|t — t'|, et donc, pour tout ¢ > 0 suffisamment grand,

lle(ats) — c(arS)|| < ot + C.

Comme § > 0 est arbitrairement proche de 0, cela montre bien la limite souhaitée.
O

Remarque. On peut en outre controler le drapeau partiel associé a a;s. Pour tout
0 > 0, soit
I,s(e ) ={ie{l,...,r} | ai(c(a;S)) > —6t}.

Suivant la proposition F)_Tk_TI on définit le drapeau partiel Py, (c—st)7a,s associé a
a.S. Notons aussi a;s = k¢ sar 51t s7Ye,s une décomposition de Siegel de a;s. Alors,
pour presque tout s € S, pour tout ¢ > 0 suffisamment grand,

Plats(e*“)’yt,s = P[ats(e—cit)’yats.
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7.2 Adhérence de Zariski et hérédité

Soit S une partie de G. Dans chaque représentation fondamentale p; : G — GL(V;)
on considére dans End V; le sous-espace vectoriel

Hi(S) = Vect{p;(s); s € S}
et on définit
H(S)={geG|Vie{l,....r}, pi(g) € Hi(5)}

Notons que H(aS) = aH(S), car pour chaque i, H;(aS) = p;(a)H;(S), puisque la
multiplication par p;(a) est linéaire sur End V;.

Proposition 7.2.1. Il existe une boule By dans G telle que pour toute partie
compacte S C G, il existe une constante C telle que pour tout élément a € G,

e(aS) — c(a(H(S) N By))|| < C.

Démonstration. Pour ¢ € {1,...,r}, considérons la partie p;(S) dans l’espace
vectoriel End V;. A une constante multiplicative prés ne dépendant que de S, si
¢ : End V; — V; est une application linéaire, alors

sup |lp(u)l| =< sup  [[p(u)]]-
u€p;(S) u€H;(S)NB(0,1)

(Ces deux expressions définissent des normes sur l'espace vectoriel de dimension
finie constitué des applications linéaires End V; — V;.) Cela s’applique en particulier
aux applications de la forme u — auv, pour a € G et v € V;, et 'on obtient ainsi

supllagv|| < sup  |lagol|.
ges geH;(S)NB(0,1)

Soit By une boule dans G telle que pour chaque 4, pour tout .S C G, on ait I'égalité
Hi(S) = H;(H(S) N By). On a alors

sup  [lagv]| < sup [lagv]|
gEH(S)NB(0,1) gEH(S)NBo
et la proposition découle de cette égalité. O

Etant donné une mesure p localement réguliére en sg, on pose

Hou(s0) = (1) H(B(s0,2) N Supp 1)

e>0

et
H:L(SO) =Bon ﬂ H(B(S()a E) N Supp,u),
e>0

ou By est la boule dans G donnée par la proposition ci-dessus. L’ensemble #,,(so)
est un ensemble algébrique dans G : il s’obtient comme ’ensemble des zéros d’une
famille de polyndémes. En outre, lorsque le point s est choisi aléatoirement suivant u
au voisinage de sg, le comportement asymptotique de 'orbite (a;sI');cr au voisinage
de +00 est déterminé presque stirement par H,(so).
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Corollaire 7.2.2. Soit p une mesure sur G localement réguliere en sg. Pour u-
presque tout s au voisinage de sq,

lim %[C(ats) — c(arH,(50))] = 0.

t—o0

Démonstration. Cela découle immédiatement du théoréme [T.1.2} et de la proposi-

tion [T.2.11 O

7.3 Encadrement du taux de fuite

Dans la suite, nous considérons un sous-groupe a un parameétre (a;)icg dans A,
donné par

ar=eV, avecY €a”,

et nous notons P le sous-groupe parabolique associé a (a;)¢er :
P = {g eqd ’ lim arga_, existe}.
t—o00

Nous voulons étudier le comportement asymptotique de la fonction ¢ le long des
orbites de (a¢)ier dans . Notre premier résultat concerne un point choisi aléa-
toirement suivant une mesure localement réguliére p qui satisfait une condition
géométrique naturelle. Rappelons qu’'une sous-variété de Schubert dans G est une
sous-variété de la forme

Xwg = PwBg, avec we Wpetgedgd.

Etant donné une famille (A4;);c; d’éléments de a, son plus grand minorant A =
inf;e; A; pour la relation d’ordre < est défini par

VEe{l,....r}, wip(4)= ingwk(Ai).
1€

Pour le sous-groupe diagonal (a;)icr = (€'Y )icr, avec Y € a, on définit aussi le
taux de contraction 7 (M, a;) € a~ de M par (a;)ier par la formule

TR(M, a;) = inf{p,— (Y") ; we Wp tel que 3g € G: M C X,,g}.
Nous aurons aussi besoin de la quantité analogue

To(M, a;) = inf{p,- (Y¥) ; w e Wp tel que 3g € G(Q) : M C X,g}.

Remarquons que les ensembles ci-dessus ne sont jamais vides, car on a toujours
M C Xy,9 = G si wg est 'élément de longueur maximale dans le groupe de Weyl.

Exemple. Rappelons qu'une variété de Schubert X, g est dite instable pour le flot
a; = et¥ 'l existe un poids fondamental w tel que w(Y™) < 0. Cela revient a dire
que Tr(Xuw, at) # 0. En effet, §'il existe ¢ tel que w;(Y™) < 0, alors w;(pe- (Y™)) <
w;(Y") < 0, donc pa-(Y™) # 0; et réciproquement, si mg(Xy,a:) # 0, alors il
existe ¢ tel que w;(Y™) < 0.

Un ensemble algébrique dans G est dit irréductible s’il ne peut pas s’écrire
comme réunion non triviale de deux sous-ensembles algébriques.
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Théoréme 7.3.1 (Encadrement du taux de fuite). Soit p1 une probabilité sur G
réguliére en so, telle que H,(so) soit irréductible. Alors, pour presque tout s au
voisinage de So,

Tr(Hu(50), a¢) < liminf 1c(a,gs) < lim sup lc(ats) < 19(Hu(s0), ar)-
t—oco t t—oo T
Remarque. En général, si H,(so) n’est pas irréductible, on peut 1’écrire comme
une réunion finie de composantes irréductibles : H,(so) = U;F;. On a alors p =
> iy ot gy = pi|g,. Chacune des mesures p; est localement réguliére en s, et
H,; (so) = Fj est irréductible. On se raméne ainsi facilement au cadre du théoréme.

Nous verrons au chapitre suivant que la mesure de Lebesgue sur une sous-variété
analytique est localement réguliére. Admettant ce point pour I'instant, on retrouve
comme cas particulier du théoréme ci-dessus le résultat suivant, essentiellement di

a Yang [70].

Corollaire 7.3.2 (Variétés analytiques stables). Soit M une sous-variété analy-
tique connexe de G qui n’est incluse dans aucune sous-variété de Schubert instable
pour (at)ier. Alors, pour presque tout s € M, pour toute représentation rationnelle
de G sur un espace V,

1
tliglo n log A1(a:sV(Z)) = 0.

Démonstration. Si M n’est incluse dans aucune sous-variété de Schubert instable
pour (a)ier, alors 7r(M,a;) = 0. Le théoréme montre donc que presque
stirement lim;_, o %c(ats) = 0. Ensuite, si V est une représentation rationnelle, et
X le plus haut poids apparaissant dans V', le premier minimum de a;sV(Z) est
donné par

A (asV(Z)) = ex(elass) — go®),

O

Pour la démonstration du théoréme nous aurons besoin de la proposition
suivante, trés voisine d’un résultat plus général de Yang |70, Theorem 1.2]. Toute-
fois, la démonstration dans notre cas particulier est sensiblement plus simple, car
on ne s’intéresse qu’aux vecteurs dans l'orbite d’'un vecteur de plus haut poids;
en particulier nous n’aurons pas besoin des résultats de théorie géométrique des
invariants dis & Mumford [54] ou Kempf [34].

Proposition 7.3.3 (Stabilité linéaire). Soit S un ensemble algébrique irréductible
dans G, et T = 1r(S, a;). Soit By une boule dans G telle que S" = SN By soit dense
dans S pour la topologie de Zariski. Il existe ¢ > 0 tel que pour tout i € {1,...,7}
et tout vecteur v € )~(i,

Vt >0, supllagsvl| > ce v
s€S’

La démonstration de cette proposition repose sur I’observation suivante.

Lemme 7.3.4. Soit V une représentation de G engendrée par une unique droite
rationnelle Qe, de plus haut poids x. Pour A € R, notons

1
Gley, V>May)) = {g €eG ’ tlim glogHatgeXH < )\}.
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On peut écrire
Glex,VMar))= || PuwB

weW(x,at)

comme une réunion de cellules de Bruhat de G, ot
WA(x,ar) = {w e Wp | (x,Y") <A}

Démonstration. Soit g un élément quelconque de G, et g = pwb sa décomposition
de Bruhat, avec p € P, b € B et w € Wp. Le sous-groupe parabolique minimal B
préserve la direction ey, et lorsque ¢ tend vers l'infini, I’élément a;pa; 1 converge
dans G. Donc a:ge, et a;we, ont le méme comportement asymptotique. Comme

_ w w
awe, = ww 1atwex = wetY ey = ety >weX,

on trouve bien que g = pwb est dans G(ey, V> (a;)) si et seulement si w € W (x, ay).
O

La proposition [7.3.3] découle du lemme ci-dessus, par un argument élémentaire
de compacité.

Démonstration de la proposition[7.3.3 Soit i € {1,...,r}. Notons n* : V; = V; la
projection sur la somme des espaces propres de a; associés a des valeurs propres
supérieures ou égales a w;(7). On a ’équivalence

1
p— M — .
T (sv) =0 <& thm ; log|la:sv]| < w;i(T).

Soit v = g7 le; € )Z'Z Avec I'équivalence ci-dessus, le lemme montre que si

7t (sv) = 0, alors s appartient & une cellule de Bruhat PwByg avec w € W (w;, a;)
et A < w;(7), 1.e. wi(Y™) < X < w;(7). Mais par définition de 7 = 7x(5, a),

) < (YW
UJ,L(T) - PU)IEI;;'DSW’L(Y )7

donc S n’est inclus dans aucune cellule de Bruhat PwBg, avec ¢ € G et w €
W wi, a;). Par irréductibilité, S n’est pas inclus dans la réunion (finie) de ces

cellules, et comme S’ est dense dans S pour la topologie de Zariski, il existe s € S’
tel que 71 (sv) # 0. Comme v — sup,¢ |7 (sv)]| est semi-continue inférieurement

sur le compact X! = {v € X; | ||v]| = 1}, il existe ¢ > 0 tel que

Vo e X;, sup|at(sv)]| > c|vl|.
seS’

Cela implique, pour tout v € )?i,

sup [|agsvl| > sup e D|x (sv)[| > ce™ 7 o]].
seS’ ses’

Nous pouvons enfin démontrer le théoréme [7.3.1]
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Démonstration du théoréeme[Z.3.1l Notons
7 = 1R(Hu(s0), ar).
La proposition montre que pour chaque i € {1,...,r}, il existe ¢ > 0 tel que

vt >0, Yo € Vi(Z) N X, sup |lagsv| > ce (M ||y|| > ceti (7).
sE'H;L(so)

Cela implique naturellement les inégalités

1
lim inf — log min sup |lagsv|| | > wi(7), i=1,...,r
t—oo 1 vEVA(Z)NX; s€H!, (s0)
ce qui se réécrit
|
lim inf ;C@Lt%;(so)) = mr(Hu(s0), ar).
Soit B la boule centrée en sy donnée par le théoréme [7.1.2] et S = B N Supp p.
D’aprés la proposition c(apS) — c(aiM;,(s0)) = O(1), et donc
|
htn_1>1£f Zc(atS) = Tr(Hu(s0), at).
Le théoréme [7.1.2] permet d’en déduire que pour presque tout s au voisinage de s,
|
htrglorgf ;c(ats) = Tr(Hu(s0), at).

Montrons maintenant l'inégalité concernant la limite supérieure. Supposons
H,(s0) C PwBry, avec v € G(Q). Alors, pour tout i € {1,...,7} et tout ¢t > 0,

sup|lagsy e < et V)
sesS

et par conséquent
1
limsup —c(ats) < pa- (Y").
t—00 t
Comme ceci vaut pour tout w tel qu’il existe v € G(Q) vérifiant PwB~y D S, on
trouve bien

1
lim sup Ec(ats) < 10(S,a).

t—o0

7.4 Variétés algébriques définies sur Q

Dans le cas ot 'ensemble algébrique H,,(so) est défini sur Q, on peut améliorer le
théoréme et déterminer la limite lim; %c(ats), pour p-presque tout s au
voisinage de sg. C’est ce que décrit le théoréme ci-dessous.

Théoréme 7.4.1 (Orbites diagonales et sous-variétés algébriques). Soit p une
mesure localement réguliere en sy € G telle que M = H,(so) soit irréductible
et définie sur Q. Soit (ay)ier un sous-groupe diagonal & un paramétre dans G et
ey = 1(M,a). Pour se M ett >0, on note

ats = kt,sbt,snt,s%,sv

une décomposition de Siegel de a;s.



106 CHAPITRE 7. FLOTS DIAGONAUX DANS G/T

1. Pour presque tout s au voisinage de Sg, limy_ oo % logb; s = cpr-

2. Il existe ypr € T tel que pour Opr = {0 € {1,...,r} | as(ear) =0} et Qpr =
Py,, le sous-groupe parabolique associé a Oy, alors pour presque tout s au
voisinage de sg, pour tout t > 0 suffisamment grand, Qarye,s = Qrynm-

3. 51 Xy D MVA_/II est la plus petite variété de Schubert standard contenant
M'y;;, alors cpr = pa- (YY),

Remarque. En général, une intersection de variétés de Bruhat n’est pas une va-
riété de Schubert. Mais 'intersection de variétés de Bruhat standard est une variété
de Schubert standard. En effet, d’aprés [68] §8.5.4], 'ordre de Bruhat sur W permet
d’écrire X,, = Uy<yPwB, et donc, si X,,, et X,, sont deux variétés de Bruhat
standard,

le meQ = Uogmin(wl,wz)PwB = Xmin(wl,wg)-

Cela justifie la notion de plus petite variété de Schubert standard utilisée au troi-
siéme point du théoréme ci-dessus.

Pour la démonstration, nous appliquerons le théoréme [5.1.1/ & un point s; €
M N G(Q) bien choisi, dont I'existence sera assurée par le lemme suivant. Nous
dirons que des ensembles algébriques Fj, @ € I sont de degré borné s’il existe une
constante D > 0 telle pour pour chaque i, F; est I’ensemble des zéros d’une famille

de polynoémes de degré au plus D.

Lemme 7.4.2. Soit k un corps de nombres, et V une variété algébrique affine
irréductible définie sur k. On suppose que (F;)icr est une famille de sous-ensembles
algébriques stricts de V' définis sur k et de degré borné. Alors, il existe un point

51 € V(Q)\ Ujer Fi-

Démonstration. Si V = A% est I'espace affine tout entier, le résultat est clair : si le
point s; = (x1,...,74) & coordonnées dans Q est choisi de sorte que pour chaque i,
[k(x1,...,%it1) : k(z1,...,2;)] > D alors s; ne satisfait aucune relation de degré
au plus D a coefficients dans k.

D’aprés le lemme de normalisation de Noether [63] Theorem 10, page 66|, il
existe toujours un morphisme fini de variétés algébriques V- — AY™ V' défini sur k,
et le cas général découle donc du cas particulier ci-dessus. O

Démonstration du théoréme[7.4.1 D’apres le théoréme[7.3.1] on sait déja que pour
presque tout s € M,

1
limsup —logb; s < cpr.
t—o00 t

Comme les sous-variétés de Bruhat rationnelles sont définies sur QQ et de degré

borné, le lemme ci-dessus montre qu’il existe un point s; € M N G(Q) qui n’est
inclus dans aucune sous-variété de Schubert rationnelle qui ne contient pas M.
D’aprés le théoréme [5.1.1

1
lim -1 =cpyp.
iz, 08P = ca
Cela implique nécessairement

1 1
Ec(atM) - Ec(atsl) =cp +o(1),
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et avec le théoréme pour presque tout s au voisinage de sq,
| ... 1
htrgg)lf ;c(ats) = hglolgf ;c(atM) M-

Cela montre le premier point du théoréme.
Ensuite, on applique la proposition m pour t > 0, avec £ = e %, o1 § > 0
est choisi tel que
VigéﬂM, 5<O¢Z‘(CM).

Cela montre qu'il existe un élément v € G(Q) tel que dans une petite boule B
centrée en sq,

u({s € B | Qurvse # Quve}) < C'e ! u(B).

Par le lemme de Borel-Cantelli, il s’ensuit que pour presque tout s au voisinage de
S0, pour tout ¢t > 0 suffisamment grand,

QmYst = Qumye-
Mais d’aprés la proposition a s fixé, I'application ¢ — Qs+ est localement
constante, et donc constante au voisinage de l'infini. Ainsi, il existe un élément
vuv € G(Q) tel que pour tout ¢ > 0 suffisamment grand,

Qums,t = Quym.-

Enfin, si s; € G(Q) est le point déja utilisé ci-dessus et X,, D M~;," est minimale
avec cette propriété, alors s; € PwByyy, et d’aprés le théoréme [5.1.1]

.1 w
cyp = tlgglo Ec(atsl) = pa-(Y").
O

Corollaire 7.4.3 (Mesures algébriques semi-stables). Soit p une mesure locale-
ment réguliere en so € G telle que M = H,,(so) soit irréductible et définie sur Q.
Si M n’est incluse dans aucune sous-variété de Schubert rationnelle instable, alors
pour toute représentation rationnelle V', pour presque tout s au voisinage de Sg,

t—o00

1
lim n log A1 (a:sV(Z)) = 0.
Démonstration. Avec les notations du théoréme soit
X, D My}

la plus petite sous-variété de Schubert standard contenant M 'y];[l. Comme M n’est
incluse dans aucune sous-variété de Schubert instable, on doit avoir, pour chaque
i€ {l,...,r}, wi(Y") > 0. Par suite, p,— (Y") = 0, et pour presque tout s au
voisinage de s,
1
lim —1 =0.
Jim ~log clars) =0

Cela montre ce qu’on veut, car la décomposition de Siegel de a;s montre que dans
une représentation rationnelle V' de plus haut poids ¥,

Al(atSV(Z)) = etX(C(atS)) — eo(t).
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Chapitre 8

Approximation dans les
sous-variétés

Dans ce chapitre, nous nous donnons une sous-variété analytique M dans la variété
de drapeaux X, et étudions les propriétés diophantiennes d’un point x choisi aléa-
toirement suivant la mesure de Lebesgue sur M. Plus précisément, nous cherchons
d’abord & déterminer sous quelles conditions la conclusion du théoréme [2:4.5] reste
valable, et montrons un critére analogue a celui du théoréme [5.2.5] obtenu pour les
points algébriques. Ensuite, nous étudierons le cas ou la variété M est algébrique
et définie sur Q, ot nous pouvons donner une formule pour I’exposant presque siir
d’un point choisi aléatoirement dans M. Avec quelques modifications mineures des
démonstrations, les résultats de ce chapitre auraient aussi pu étre énoncés de ma-
niére locale, pour des mesures localement réguliéres, comme ceux du chapitre [6}
Nous renvoyons le lecteur & la conclusion du mémoire pour une bréve discussion
de ce sujet et d’éventuelles applications a l'approximation sur des sous-variétés
différentiables sans hypothése d’analyticité.

Dans toute la suite, X = P\G désigne une variété de drapeauz obtenue comme
quotient d’un Q-groupe semi-simple G par un sous-groupe paraboligue P défini
sur Q. On munit X de la métriqgue de Carnot-Carathéodory introduite au para-
graphe @, et d’une hauteur H, provenant d’une représentation irréductible de G
engendrée par une unique droite de plus haut poids x. Enfin, on suppose que G est
de rang rationnel r, et on note V;, i = 1,...,r ses représentations fondamentales.

8.1 Variétés analytiques réelles

Si M est une sous-variété analytique de SL4(R) de dimension m, on note Ay la
mesure de Lebesgue sur M, i.e. la mesure de Hausdorff de dimension m restreinte &
M. Comme nous nous intéresserons seulement & des événements de mesure pleine
ou nulle, seule la classe de \j; aura une importance pour nous, et I’on aurait aussi
bien pu définir A\, localement comme I'image de la mesure de Lebesgue sur R4 M
par un paramétrage analytique local de M.

La mesure Ay est localement réguliére. Ce résultat, di a Kleinbock et Margulis
[43], donne la premiére application importante du théoréme Nous rappelons

109
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donc ici les grandes lignes de sa démonstration. L’argument repose sur la proposi-
tion suivante [37, Proposition 2.1].

Proposition 8.1.1. Soit U un ouwvert de R", et F un sous-espace de dimension
finie de fonctions analytiques sur U a valeurs réelles. Pour tout x dans U, il existe
des constantes C,a > 0 et un voisinage W > x tels que toute fonction f € F soit
(C, a)-réguliere sur W pour la mesure de Lebesgue.

Remarque. Le critére de Kleinbock et Margulis [43, Proposition 3.4] pour obtenir
un sous-espace d’applications (C,«)-réguliéres au voisinage d’un point est plus
général que I’énoncé donné ci-dessus, et peut s’appliquer aussi & des applications
non analytiques.

Corollaire 8.1.2. Soit M une sous-variété analytique de X, Ap; une mesure de
Lebesgue sur M, xg € M et s : X — G une section analytique locale au voisinage
de xo. Il existe des constantes C,a > 0 et une boule ouverte B = B(xg,r) telles
que pour tout g € G, pour tout i € {1,...,r} et tout v € V;, Uapplication

z = [lgs(z)v]|
est (C, a))-réguliere sur B pour la mesure \py.

Démonstration. Soit U un ouvert de R™ et ¢ : U — M un paramétrage local de M
au voisinage de xg tel que Ay = .\ soit 'image par ¢ de la mesure de Lebesgue
A sur U. Supposons en outre que ¢(0) = xq. Soit Fy l'espace vectoriel engendré
par les applications coefficients :

Fo = Vect{u — (v, s(p(u))w); v,w eV, i € {1,...,7}},

et
F = Vect{ fifo; f1,[2 € Fo}.

Ces espaces de fonctions analytiques sur U sont de dimension finie, donc d’aprés
la, proposition il existe un voisinage W de 0 dans R™ et C,a > 0 tels que
toute fonction f € F soit (C, a)-réguliére sur W pour la mesure de Lebesgue. Les
applications de la forme u + ||gs(o(u))v||? sont des éléments de F, donc satisfont
I’égalité souhaitée. O

Une premiére application de ces propriétés de régularité des variétés analytiques
et des résultats du chapitre précédent est que I’exposant diophantien est constant
presque siirement sur une sous-variété analytique.

Théoréme 8.1.3 (Exposant diophantien d’une sous-variété analytique). Si M
est une sous-variété analytique connexe de X, alors il existe une constante B, (M)
telle que pour presque tout x € M, By (x) = By (M). De plus B, (M) est entiérement
déterminé par l'adhérence de Zariski de M dans G.

D’aprés la proposition [2.4.4] 'exposant §, () est entiérement déterminé par le
taux de fuite

: -1 . v
Yy () = limsup —~ min {10g||v|| i v E ars Vo (Z) \ {0} tel que ||[7 T (v)| > @} ,

t—o0

et le théoréme [8.1.3| est donc une conséquence du lemme ci-dessous appliqué pour
l'action du sous-groupe (a¢):cr dans la représentation V,, ~ RP.
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Lemme 8.1.4. Soit (at):ter un sous-groupe diagonal ¢ un parameétre dans SLp(R).
On note mt: RP — RP la projection sur le sous-espace propre de (a;)icr associé
la valeur propre la plus contractante, parallélement auzx autres espaces propres, et
pour A un réseau dans RP,

—1
Yy (A) = limsup — min {logHvH ;v € ;AN\ {0} tel que |7t (v)| > @}

t—o0 t

Si M C SLp(R) est une sous-variété analytique conneze, alors il existe ypr € R tel
que pour presque tout s € M,

V(sZ?) = yur.
De plus, vy ne dépend que de l’adhérence de Zariski de M.

Démonstration. Pour s € M et t > 0, notons
C? = (log 1 (atSZD)a cee 710g “D (atSZD))

la suite des logarithmes des covolumes successifs du réseau a;sZ”. Notons aussi
C Vensemble des fonctions convexes sur le segment d’entiers {0, ..., D} telles que
f(0) = f(D) = 0. Ayant fixé sg dans M, le théoréme appliqué dans le groupe
GL(RP) dans un voisinage adéquat U de sy — dont l'existence est assurée par le
corollaire 8.1.2 — montre qu’il existe une application

Rt — C
t = M

telle que pour tout € > 0 et tout t € R,
Mr({s €U | |le; = e’ > te}) < e " A (U).
En outre, d’aprés la proposition [6.5.1] appliquée dans G = SLp, si

IM(e) = {iy(M,e,t),...,ix(M,e,t)} C {1,...,D}
désigne Iensemble des points ot la dérivée de i +— cM (i) fait un saut de taille
supérieure a te, il existe un drapeau partiel

{0} < Vi< <Vt <P

tel qu’avec probabilité supérieure & 1 — Ce %€, pour chaque £ = 1,...,k, les i,
premiers minima successifs de a;sZ” soient atteints dans ats‘/z‘;’. En outre, les
applications t — ¢M et t — (V)1 <4< sont déterminées par 'adhérence de Zariski
de M.

Notons E+ ’espace propre de a; associé a la valeur propre la plus contractante,
et £~ la somme des autres espaces propres, de sorte que RP? = E+ @ E~. Si V est
un sous-espace de R, on note la distance de V a E~

d(V,E7) = max dw, B7)
vev\{0} ||v]]

L’égalité d(V, E~) = 0 correspond a l'inclusion V' C E~, qui est équivalente a ce que
V rencontre non trivialement tout sous-espace de £~ de codimension dim V —1. Par
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suite, si v est un représentant de V dans AU VRP et (u;);es une base orthonormée
de /\1+dim E~ —dim VEf

K

u; A\v
d(V, E7) < max I A v
il vl

Toutes les fonctions s +— [|a;sw||, ot w € A*RY, sont (C, «)-réguliéres au voisinage
de sp pour la mesure de Lebesgue sur M ; ’égalité ci-dessus permet donc de montrer
que pour chaque i, € I, il existe fo = fi(t,e) > 0 tel que

Mr({s € U e tUete) < d(a;sVi, E7) < e em9)}) > (1-Ce )\ (U). (8.1)

En effet, si v, est un représentant de V¥ dans AR et (u;)jes une base ortho-
normée de NI E—iHl p—

d(atsV” E7) =< max 7”% N arsv|
’ jed  |agsvell

Or, par (C, a)-régularité des fonctions s — ||u; A arsvel| et « — |Jazsve|| pour la
mesure \y; au voisinage de sg, on a avec \jr-probabilité 1 — Ce~ ¢t

et

lu; Aarsve| > e =" sup [juj Aahvel|

et

et

larsvel| > ™" sup [lashvel|.
NnM

SUPpcunmllujNachv||
suPpecunmllathvell

Par conséquent, si f; est choisi tel que e~ /¢t = max; , ON a avec

probabilité supérieure & 1 — Ce=*¢*, pour s € U N M,

d(a;sV", E7) < max suPeunl|ty A ashve] < e tleme)
j |azsvel

et

sV, B-) > max 1 A0Vl o irere)

~ 5 supgllathve] ’

ce qui montre (8.1)). De plus, & une erreur prés négligeable lorsque ¢ tend vers linfini,
les applications t — fy(t,¢) sont déterminées par adhérence de Zariski de M, car
chaque application h — uja;hv, est linéaire donc vérifie, pour certaines constantes
indépendantes de u;, a; et ve, supye o [Uj Aarhvel| X sup,epaeanllug Aahvell,

ott L(M) est 'adhérence linéaire de I'image de M dans la représentation AT™ V"R,
De méme pour h — ashvy.

Avec le lemme de Borel-Cantelli, on déduit de que pour presque tout s
dans U N M, pour tout ¢ > 0 suffisamment grand,

e — el < te
Vil = 1,...,]{1, Cf(zf) zlog”atsvién
d(atsvi‘f,E*) c [e*t(fﬂrs), e,t(fe,s)]

Notons que f;;, > fi, > -+ > fi.. Soit j: = ji(e) € I; le plus petit indice tel que
fj, < 2e. Montrons que pour presque tout s dans U N M,

A(ZP) = tmsup (e () — e (i — 1)) + 0().

t—o0
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Tout d’abord, l'inégalité f;, < 2e implique d(a;sV7it, E7) > e73% et comme les
minima successifs du sous-réseau a;sV7*(Z) sont majorés par e ) —¢i(i=1) —
et (Ge)=er (G =D+t0(e)  le lemme ci-dessous montre qu’il existe un vecteur
v € a;sVIt(Z) tel que

I @)l > e O] et o] = et Gl e+,

Comme 7T est la projection sur I'espace le plus contracté, on peut remplacer ¢ par
t — O(e) pour s’assurer I'inégalité un peu plus forte ||7 T (v)| > @, et cela n’affecte
la norme de v que d’un facteur e?()t. Par suite,

. -1 . .
Y(sZP) > limsup — (e}’ (j) — ¢t (je — 1)) — O(e).
t—o0 t
Réciproquement, soit Vit le sous-espace qui précéde V7¢ dans le drapeau Vi <
-+ < Vi . Comme, pour presque tout s € U N M, pour tout ¢ > 0 assez grand
d(atsté E7) < e Wimimot < oot

t,e’ =

-/ . . .
aucun vecteur v € a;sV’t ne saurait satisfaire |77 (v)|| > Pl Or, tout vecteur

2
v € a;SZP hors de a,sV7¢ vérifie
o] > et GitD=et’ (1) > et (G)=et Ge=1)=(Gesp)te
ot la deuxiéme inégalité provient de ce que les sauts de la dérivée de i — cM (i)
sont majorés par te sur tout Uintervalle |j;, j;[. Par suite,

A(sZP) < Timsup (e () e G~ 1)) — O(e).
t—o0
Ainsi, il existe un voisinage U de sg tel que pour tout € > 0, il existe un réel
Ye = limsup,_, o, S (c}(j:) — ¢ (ji — 1) entiérement contrélé par 'adhérence de
Zariski de M et tel que pour presque tout s dans U N M, v(sZP) € [y — e, 7. +¢].
En faisant tendre ¢ vers 0, cela montre que ’y(sZD) est constant presque partout
au voisinage de tout point so € M, et comme M est connexe, y(sZ") est constant
presque siirement sur M. O

Dans la démonstration ci-dessus, nous avons utilisé le lemme élémentaire ci-
dessous, qui exprime qu’une famille de vecteurs réalisant les minima successifs
d’un réseau est essentiellement orthogonale.

Lemme 8.1.5 (Direction des minima successifs). Etant donné un entier d > 1, il
existe ¢ = c(d) > 0 tel que l"énoncé suivant soit verifié.
Soit A un réseau dans R et (v1,...,vq) une famille de vecteurs linéairement in-
dépendants dans A qui réalisent les minima successifs. Pour tout u € R? unitaire,
il existe © tel que

(v )] = e [l

Démonstration. D’aprés le second théoréme de Minkowski, les vecteurs v; vérifient,
pour une constante ¢ ne dépendant que de d,

d
lor A+ Avall = e TTlwill-
i=1
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En d’autres termes, si 'on pose u; = H%H’ alors
det(uq,...,uq) > c.

Par conséquent, 'application ¢: u +— ((u;, u))1<i<q est inversible, de norme infé-
rieure & 1 et de déterminant supérieur a c. Son inverse est donc de norme au plus
¢~ 1. Ainsi, si u est unitaire,

max |
1<i<d

(ui, )| < flp(u)|| = ¢ |lull = c.

8.2 Un critére d’extrémalité

La distance de Carnot-Carathéodory et la hauteur sur X nous ont permis de définir
au paragraphe lexposant diophantien §, (z) d’un point z € X (R). Nous avons
vu en outre qu'il existe une constante 3, (X) telle que pour presque tout z € X (R),
Bx(z) = By(X). Pour suivre la terminologie existant dans le cadre de l'espace
projectif, nous posons la définition suivante.

Définition 8.2.1. Une mesure borélienne p sur X est dite extrémale si pour u-
presque tout = dans X, Sy (x) = fy(X). Dans le cas ot g est une mesure de
Lebesgue sur une sous-variété analytique M, nous dirons aussi que M est extrémale.

Nous voulons énoncer une condition suffisante pour qu’une sous-variété analy-
tique M C X soit extrémale. Pour cela, rappelons que si # C II est ’ensemble de
racines simples associé sous-groupe parabolique P, on définit alors un sous-groupe
a un parameétre dans G en posant

0 siaef

-1 siaégd. (8.2)

ar = ou Y € aest défini par a(Y) = {

Rappelons qu’une sous-variété de Schubert dans X est une sous-variété de la forme
Xwg=PwBg, avec we€ WpetgeQG,

et quune variété de Schubert X, g est dite instable pour le flot a; = e!¥ s'il existe
un poids dominant w tel que w(Y"*) < 0. Les résultats de la partie précédente
permettent de montrer le théoréme suivant.

Théoréme 8.2.2 (Critére d’extrémalité pour les variétés analytiques). Une sous-
variété analytique connere M dans X qui n’est incluse dans aucune sous-variété
de Schubert instable est extrémale.

Démonstration. Soit xg € M et s : X — G une section analytique locale au
voisinage de xg. Notons Ays la mesure de Lebesgue sur M et p = s, Ay la mesure
image de Ay par la section s. D’apres le corollaire [8.1.2] la mesure 4 est localement
réguliére au voisinage de sop = s(zp). Comme M n’est incluse dans aucune sous-
variété de Schubert instable, la variété H,, (so) n’est incluse dans aucune sous-variété
de Schubert instable. Le corollaire s’applique donc : pour Aps-presque tout x
au voisinage de x,
lim S\ (aps(x)Vi (Z)) = 0.

t—oo t
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Le lemme [2.4.6] permet d’en conclure que Sy (z) = By (X). Comme cela vaut pour
Ap-presque tout z au voisinage d’un point zg € M arbitraire, la variété M est
extrémale. O

Remarque. Une sous-variété M C P\G est dite dégénérée si M est contenue dans
une variété de Schubert stricte. Naturellement, toute sous-variété incluse dans une
variété de Schubert instable est dégénérée. Le théoréme ci-dessus implique donc
que toute sous-variété analytique M C X non dégénérée est extrémale. Cependant,
il peut exister des sous-variétés dégénérées extrémales; nous en verrons quelques
exemples au chapitre [0

Avec une condition supplémentaire sur les coefficients qui définissent la sous-
variété analytique M, on peut méme améliorer ce critére.

Théoréme 8.2.3 (Critére d’extrémalité pour les variétés définies sur Q). Soit M
une sous-variété analytique connexe de X dont l’adhérence de Zariski est définie
sur Q. Si M nest incluse dans aucune sous-variété de Schubert rationnelle instable,
alors M est extrémale.

Démonstration. La démonstration est identique a celle du théoréme [8.2.2] en ap-
pliquant le corollaire au lieu du corollaire [7.3.2} O

Remarque. Ce critére n’est pas toujours optimal. Pour certains choix de X, il
peut exister des sous-variétés de Schubert instables telles que pour presque tout x
dans M, B, (x) < By (X). Nous verrons toutefois plus loin que le critére ci-dessus
est optimal lorsque le sous-groupe parabolique P est maximal. C’est le cas par
exemple lorsque X = P™ est un espace projectif, ou lorsque X = Grass(¢,d) est
une variété grassmannienne. Ainsi, dans ces deux cas, si M est incluse dans une
sous-variété de Schubert rationnelle instable, alors M n’est pas extrémale.

Plus généralement, lorsque I’adhérence de Zariski de M est définie sur Q, on
peut donner une formule pour 'exposant diophantien presque siir d’un point de
M. C’est ce que nous expliquons au paragraphe suivant.

8.3 Sous-variétés algébriques définies sur Q

Ce paragraphe a pour but le théoréme suivant, analogue du théoréme [5.3.1] qui
permet de calculer I'exposant diophantien 8, (z) pour un point z arbitraire dans
X(Q). Dans toute la suite, le groupe a un paramétre (a;)icr est celui défini qui
permet la correspondance entre ’exposant diophantien f, (x) et le taux de fuite
Yx(x) dans l'espace de réseaux G/T', et dont la définition est rappelée en
ci-dessus.

Théoréme 8.3.1 (Exposant diophantien d’une variété définie sur Q). Soit M une
sous-variété analytique connexe de X dont Uadhérence de Zariski est définie sur Q.
Pour chaque x € X, on note s, € G un élément tel que x = Ps,. Soit cpr, Qu,
vy les éléments donnés par le théoréme pour décrire lorbite (a;s,I') dans
lorsque x est choisi aléatoirement sur M, et

Xy D My, we Wp,

la plus petite variété de Schubert standard contenant M’y&l.
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Alors pour presque tout x € M,

P)/X(x) = 7<Xwapa_ (Yw»a

et par conséquent,
1

0GY) + (XY, pa- (Y))

Démonstration. La démonstration est presque identique a celle du théoréme [5.3.1]
avec les changements qui s’imposent : il faut appliquer le théoréme [7.4.1] au lieu du
théoréme [5.1.1] et remplacer les éléments Coo, Voo, Poo PAT Crry, Yar, Par, -..€tc. Les
détails sont laissés au lecteur. O

Bx(z) = —

Nous concluons ce chapitre en résumant quelques propriétés importantes de
I'exposant diophantien d’un point z choisi aléatoirement sur une variété algébrique
définie sur Q.

Corollaire 8.3.2. Soit X une variété de drapeauzx, munie de la distance de Carnot-
Carathéodory usuelle et d’une hauteur H, associée au poids dominant x. Soit M C
X une sous-variété analytique connexe dont l'adhérence de Zariski est définie sur

Q.

1. L’exposant By (M) est déterminé par Uintersection des sous-variétés de Schu-
bert rationnelles contenant M. Et méme, il existe une sous-variété de Schu-
bert Xy D M avec v € G(Q) telle que By (M) = By (Xuwy)-

2. Pour tout x € M N X(Q) hors de toute sous-variété de Schubert rationnelle
XY DM, By(x) = By (M).



Chapitre 9

Quelques exemples

Pour illustrer les théorémes généraux démontrés dans ce mémoire, nous en décrivons
maintenant quelques cas particuliers. C’est souvent apreés I’étude approfondie de ces
exemples importants qu’ont pu étre démontrés les résultats plus abstraits sur les
variétés de drapeaux générales.

9.1 Espace projectif

L’espace projectif P4~ constitue le cadre de I’approximation diophantienne clas-
sique. Dans ce cadre, tous les résultats présentés dans ce mémoire étaient déja
connus. Nous les rappelons toutefois briévement, puisque notre objectif était jus-
tement de comprendre ces théorémes de fagon plus générale, a partir des groupes
arithmétiques.

Si z,y € P! sont engendrés respectivement par les vecteurs u,v € R? leur
distance est donnée par la formule

[[u A vl
d(z,y) = -
’ [[ullllo]
La hauteur sur P~1(Q) est la hauteur usuelle : si v € P4~1(Q) s’écrit en coordon-
nées homogenes v = [v1 : ... : vy], ol les v; sont des entiers premiers entre eux dans
leur ensemble, alors
H(v) = max |v;|.
(0) = maxv
Nous commengons par le célébre théoréme de Dirichlet [21], bien que ce résultat
ne semble pas se généraliser aisément dans une variété drapeau arbitraire.

Théoréme 9.1.1 (Dirichlet). Pour tout x € P 1(R), B(z) > 1+ 1.

Une simple application du lemme de Borel-Cantelli permet de montrer que
presque tout  dans P471(R) vérifie 'égalité S(z) = 1+ -25. Le théoréme de
Khintchine [36] donne un critére simple sur une fonction ¢ : Ry — R décroissante
pour que 'inégalité

1
d(x,v) < H(v) ™' "7 1¢(H(v)) (9-1)
ait une infinité de solutions lorsque x est choisi suivant la mesure de Lebesgue sur
pPi-1,

117
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Théoréme 9.1.2 (Khintchine). Soit ¢ : Ry — Ry une fonction décroissante.

o Si floo w(u)d’ld—qf < +oo, alors pour presque tout x € P41 (R), l'inégalité
(9.1) admet un nombre fini de solutions v € P41(Q).

o Si floo 1/J(u)d_1d—lf‘ = +o0, alors pour presque tout x € P4=Y(R), l’inégalité
(9.1) admet une infinité de solutions v € P1~1(Q).

L’exposant diophantien d’un point z € P4~1(Q) a été calculé par Schmidt [60)
grace a son théoréme du sous-espace, qui généralise les résultats de Thue |69], Siegel
[65] et Roth |55] pour P1(Q).

Théoréme 9.1.3 (Thue-Siegel-Roth-Schmidt). Si x € P~1(Q), alors B(x) =
1+di, ot dy, est la dimension du plus petit sous-espace projectif rationnel contenant
x.

Le probléme de 'approximation diophantienne sur les sous-variétés a été posé
en premier par Mahler |50] pour la courbe [1:z: 2% :...: 297! dans P4~1. Ayant
résolu le probléme de Mahler, Sprindzuk a conjecturé dans [67] le résultat suivant,
démontré finalement par Kleinbock et Margulis [43] en 1998. Rappelons qu’une
sous-variété analytique M C P9~1(R) est non dégénérée si elle n’est incluse dans
aucun sous-espace projectif strict.

Théoréme 9.1.4 (Kleinbock-Margulis). Toute sous-variété analytique connexe
non dégénérée dans P4~1(R) est extrémale.

Remarque. Le théoréme de Kleinbock et Margulis [43, Theorem A] s’applique
aussi & des variétés non analytiques. Etant donné un paramétrage ¢: R™ — M
de classe C* de la variété M, on dit qu'un point y = ¢(x) est non dégénéré si
les dérivées partielles d’ordre au plus £ au point x engendrent l’espace tangent
T,P4=1(R) ~ R"! au point y. Avec cette définition, les résultats de Kleinbock et
Margulis impliquent que si presque tout point y de M est non dégénéré, alors la
variété M est extrémale.

Dans un travail en commun avec Emmanuel Breuillard [13], nous avons observé
que les méthodes utilisées pour démontrer ces deux derniers théorémes permettent
de donner une formule pour ’exposant d’un point pris aléatoirement sur une sous-
variété algébrique définie sur Q.

Théoréme 9.1.5 (Exposant d’une sous-variété définie sur Q). Soit M C P?~1(R)
une sous-variété analytique connexe. On suppose que le plus petit sous-espace pro-
jectif réel contenant M est défini sur Q. Alors, pour presque tout x € M, B(x) =
1+ ﬁ, ot dps est la dimension du plus petit sous-espace projectif rationnel conte-
nant M. En particulier, si M est non dégénérée, alors M est extrémale.

Remarque. Dans 'espace projectif, les sous-variétés de Schubert ne sont autres
que les sous-espaces projectifs. Toute sous-variété de Schubert stricte est instable
pour le flot (a;)tcr, et par conséquent, si une sous-variété M n’est incluse dans
aucune sous-variété de Schubert instable, elle est non dégénérée.
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9.2 Quadriques

A notre connaissance, ce sont Kleinbock et Merrill [41] qui ont obtenu les premiers
résultats remarquables pour I’approximation diophantienne intrinséque sur les qua-
driques, en démontrant pour une sphére de dimension arbitraire les analogues des
théorémes de Dirichlet et de Khintchine. Dans un article avec Fishman et Simmons
[24], ils ont ensuite généralisé leurs résultats a une quadrique arbitraire. Pour une
introduction élémentaire a ces problémes, on renvoie a larticle [40].

Dans ce cadre, X désigne une quadrique projective non singuliére, i.e. ’ensemble
des droites isotropes pour une forme quadratique rationnelle ) non dégénérée sur
R?. La distance et la hauteur sur X sont obtenues par restriction de la distance
et de la hauteur usuelles sur P4~!. On suppose en outre que X contient un point
rationnel ; par projection stéréographique, cela implique en fait que X (Q) est dense
dans X (R).

Théoréme 9.2.1 (Fishman-Kleinbock-Merrill-Simmons). Soit X une quadrique
rationnelle projective non singuliére contenant un point rationnel. Pour presque

tout x € X(R), f(z) =1.

Soit X C P3 la quadrique définie par 1’équation x5 — x324. La généralisation
du théoréme de Khintchine aux quadriques nécessite de distinguer deux cas, suivant
que la quadrique X est rationnellement isomorphe & Xy, ou non.

Théoréme 9.2.2 (Fishman-Kleinbock-Merrill-Simmons). Soit X une quadrique
rationnelle projective non singuliére de dimension n contenant un point rationnel,
et : RT™ — RT une fonction décroissante. Pour x € X (R) on considére l'inégalité

d(z,v) < H(v) " (H(v)). (9:2)
Si X n’est pas rationnellement isomorphe a Xq, alors :

o si [ P(u)"9e = too, linégalité (9.2) admet une infinité de solutions v €

u

X(Q) pour presque tout x € X(R) ;

o si floow(u)”%“ < +oo, Uinégalité (9.2) n’a qu’un nombre fini de solutions
v € X(Q) pour presque tout x € X(R).

Si X est rationnellement isomorphe a Xg, alors :

° si floo ¥(u)™(loglog u)%“ = +o00, linégalité admet une infinité de solu-
tions v € X (Q) pour presque tout x € X(R) ;
° si flooi/)(u)"(loglog u)%“ < 400, linégalité n’a qu’un nombre fini de
solutions v € X (Q) pour presque tout x € X (R).
Remarque. Ecrivons X = P\G, ot G = SO¢ est le groupe orthogonal associé &
la forme quadratique @, et P le sous-groupe parabolique stabilisateur d’une droite
rationnelle isotrope dans la représentation standard. Si X 4 X, le groupe G est
Q-simple et le sous-groupe parabolique P est maximal : rangg P = rangg G —1. En
revanche, si X ~ Xy, on a un isomorphisme G ~ SO(2,2) ~ SO(2,1) x SO(2,1), et
rangg P = ranggy G — 2. Avec les résultats généraux du chapitre 3| et en particulier
les lemmes et cette différence explique la distinction de cas dans le
théoréme ci-dessus.
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Dans un article récent [19], nous avons poursuivi les travaux de Fishman, Klein-
bock, Merrill et Simmons en étudiant ’approximation diophantienne des points
algébriques et des quantités dépendantes sur les quadriques. Cela nous a permis en
particulier d’établir le résultat suivant.

Théoréme 9.2.3 (Exposant diophantien d’une sous-variété algébrique). Soit X
une quadrique rationnelle projective non singuliere contenant un point rationnel,
et M une sous-variété analytique de X. On suppose que le plus petit sous-espace
totalement isotrope réel contenant M est défini sur Q. Alors, pour presque tout

zeM,

1

dn
ot dps est la dimension du plus petit sous-espace totalement isotrope rationnel
contenant M. (S’il n’existe pas de tel sous-espace, on pose dp; = +00.)

Remarque. Le théoréme ci-dessus s’applique en particulier dans les deux cas
suivants :

e si M = {z} est réduite & un seul point z € X(Q), on obtient un analogue du
résultat de Thue-Siegel-Roth-Schmidt pour la quadrique X ;

e si M est non dégénérée, i.e. n’est incluse dans aucun sous-espace totalement
isotrope, alors dy; = 400 et M est extrémale.

Remarque. Dans une quadrique X, les sous-variétés de Schubert sont les sous-
espaces totalement isotropes, toute sous-variété de Schubert stricte est instable.
Comme dans le cas de 'espace projectif, une sous-variété n’est incluse dans aucune
sous-variété de Schubert instable si et seulement si elle est non dégénérée.

9.3 Grassmannienne

Dans Particle [59] écrit en 1967, Schmidt définit la hauteur d’un sous-espace ration-
nel v dans R?, comme le covolume du réseau vNZ? dans v : si vNZ? = Zo, ®- - B Zvy,
alors

H(v) = |jlug A=+ Aoyl

Avec cette notion de hauteur, on peut alors étudier la qualité des approximations
d’un sous-espace réel x par des sous-espaces rationnels. Cela s’inscrit bien dans
le cadre de ce mémoire : si G = SLg et P le sous-groupe parabolique stabilisa-
teur du sous-espace Vect{eq,...,ep} dans la représentation standard, on obtient la
grassmannienne des ¢-plans dans un espace de dimension d comme quotient

X = Grass(¢,d) ~ P\G.

La hauteur utilisée par Schmidt est alors celle associée & la représentation fon-
damentale A‘R¢, tandis que la distance de Carnot-Carathéodory coincide avec la
distance riemannienne usuelle. Cela permet de définir I'exposant diophantien d’un
point z € Grass(, d). Avec ces définitions, Schmidt obtient une minoration optimale
de I'exposant diophantien d’un point choisi aléatoirement sur la grassmannienne :
pour presque tout x € Grass({,d), f(x) > % + ﬁ. Le théoréme permet de
préciser ce résultat en une égalité presque stire.
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Théoréme 9.3.1. Pour presque tout z € Grass((,d), B(z) =  + 7.

On peut montrer directement l'inégalité f(x) < % + ﬁ, en utilisant le lemme
de Borel-Cantelli et le fait que le nombre de points de hauteur au plus T dans
X = Grass(¢,d) est majoré par O(T'?). Ce méme argument permet d’obtenir la par-
tie « convergence » du théoréme ci-dessous, analogue du théoréme de Khintchine,
pour laquelle on n’a d’ailleurs pas besoin de 'hypothése que ¥ est décroissante.
La partie « divergence » est plus subtile, et & I’heure actuelle, la seule démonstra-
tion disponible passe par le mélange exponentiel, suivant la méthode présentée au
chapitre

Théoréme 9.3.2. Soit X = Grass(¢, d) la variété grassmannienne des sous-espaces
de dimension £ dans un espace de dimension d. Etant donné une fonction ¢ : RT —
R* on considére l'inégalité

d(x,v) < H(v)"#~ 77 (H(v)). (93)
o Si flm P(u) =09 < Lo alors (9.3) n’admet qu’un nombre fini de solutions

u

v € X(Q) pour presque tout x € X (R).

o Si ) est décroissante et vérifie [ (u)!4"09 = yoo, alors (9.3) admet
une infinité de solutions v € X (Q) pour presque tout v € X(R).

Remarque. On remarque que l'exposant £(d — £) qui apparait dans la condition
d’intégrabilité sur 1 est égal a la dimension de X. Pour calculer cet exposant,
on peut utiliser le lemme Avec les notations de Bourbaki |12, Planche ], la
somme des racines apparaissant dans le radical unipotent de P est

Pe = Z € —&j

1<i<t
¢<5<d

— (A=) (1 + - +e0) = Lersr+ - +<a)
—d(e1 + - + &) = duwy.

L’exposant recherché est donc

X T =ud— o).

Toute sous-variété de Schubert X,,g dans X = Grass(¢, d) est de la forme
Xpg={zeX|Vi=1,...,d—1, dimaNV; > m;},

ot {0} =Vp < Vi <--- < Vg =R? est un drapeau total de R? et m; < --- < my
une suite d’entiers naturels. On peut montrer que toute sous-variété de Schubert
distincte de X = Grass(¢,d) est incluse dans un pinceau

Py,={zeX | dmWnz>r} avecr >d—{—dim W,
et qu’une sous-variété de Schubert est instable si et seulement si elle est incluse
dans un pinceau Py, contraignant, i.e. satisfaisant
r - 14
dimW = d’
Dans le cadre des variétés grassmanniennes, le théoréme [8.2.2] peut donc se refor-
muler de la fagon suivante.
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Théoréme 9.3.3 (Critére d’extrémalité dans la grassmannienne). Soit M wune
sous-variété analytique connexe de Grass(¢,d). Si M n’est incluse dans aucun pin-
ceau contraignant, alors M est extrémale.

A toute partie M C Grass(/,d), on peut associer un drapeau rationnel partiel
{0} = Vg, < Vg, < -+ < Vy,_, < Vg =Q%avec pour chaque k, dim V,, = dj. Pour
cela, on définit V;, comme 'unique sous-espace rationnel de dimension maximale
qui maximise la quantité mingeps di(ﬁ‘nfr‘}v, parmi tous les sous-espaces vectoriels
V < Q%; ensuite Vy, est 'unique sous-espace rationnel contenant Vg, , de dimension

. . .. . dim zNV —dim zNVy, .
maximale, et qui maximise ming¢ s TmV—dy , ...etc. Avec ces notions, on

peut rendre plus explicite la formule obtenue au théoréme [B:3.1] pour I'exposant
d’un point choisi aléatoirement sur une sous-variété définie sur Q.

Théoréme 9.3.4 (Exposant d’une sous-variété définie sur Q). Soit M une sous-
variété analytique conneve de Grass(¢, d) dont l’adhérence de Zariski est définie sur
Q, et Vo < Vg, < -+ < Vg, le drapeau partiel associé a M. Pour k =1,...,r, on
note ) d )
. L (2 E— Uk
i, = mindimz NV, et cp=——+ .
P reM a P d—
(Par convention, ig =dy =0, i, =4, d. =d, et ¢, =0.)
Alors, pour presque tout x dans M,

1 1 1
30 = (34 7)o

ot

_ zr: ik — k=1 (i —ip—1  dp —dp—1 — ik + g1
T g — o, Tt d—1

_f(d—f) s (ck—ck_l)z
B d Z dp —dp_1

k=1

En particulier, M est extrémale si, et seulement si, M n’est incluse dans aucun
pinceau rationnel contraignant.

Démonstration. Ce théoréme est un cas particulier du théoréme [8:3.1]; il suffit de
voir que le drapeau partiel {0} < Vg, < --- < Vy, s’identifie a la variété de Schubert
Xuwynm contenant M, et de faire le calcul explicite de la quantité (x*,p.-(Y™)).
Les détails sont laissés au lecteur. Pour vérifier I'égalité entre les deux formules
pour 7z, il suffit d’observer que

. / Ld—10)
g = Edk - TCk,
et donc
ik B ik‘—l ik - ik—l dk - dk_l - ik + ik—l ¢ Cr — Cl_1
- =—(1-——F—(d—4 —Cr_1).
di — dp_1 /¢ d—¢ ) d( dk—qu( ))(ck—cr—1)

L’égalité souhaitée s’en déduit en sommant sur k, et en observant que 0 = ¢, =
T
D k1 Ck — Ch—1.
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Si M n’est incluse dans aucun pinceau rationnel contraignant, alors le drapeau
associé est le drapeau trivial {0} = V5 < V3 = Q?, donc vy = 0 et B(x) = % + ﬁ
pour presque tout x dans M. Réciproquement, s’il existe un pinceau rationnel
contraignant contenant M, alors le drapeau associé & M est non trivial, et la formule
ci-dessus montre donc que vy, > 0. Cela implique que M n’est pas extrémale. [

Le théoréme ci-dessus permet déja de minorer optimalement ’exposant de tout

point de X (Q). En fait, dans I’écriture X = P\G, le sous-groupe parabolique est
maximal, et le corollaire ci-dessous est donc un cas particulier du corollaire [5.3.2}

Corollaire 9.3.5. Soit X = Grass((,d). Pour tout v € X(Q), B(z) > ++ 7, avec
égalité si et seulement si x n’est inclus dans aucun pinceau rationnel contraignant.

Exemple. Soit X = Grass(2,d) la variété des 2-plans dans R?. Dans ce cas,

1 1 1 1 1
ar=eY, avec Y =-—— diag (_2’_2’d2""’d2>'

On considére la sous-variété
M={zeX| dimznV; >1}, ouV;=Vect(er,...,ex).
Sik < g, la variété M est un pinceau contraignant. Pour presque tout z dans M,
Coo = tlglolo Ec(atsm)

g (L A2k 1d-2% 1 d—2 1 d—2k
T TR =2 k2d—2)d—k2d—2) d—k2d—2))"

En fait, si w est une matrice de permutation telle que w=1{1,2} = {k,d} (cela
détermine un élément de Wp), alors

M = PwB.

Si lon identifie a~ au fonctions convexes sur {0, ..., d} telles que f(0) = f(d) =0,
la projection p,- associe & une fonction son plus grand minorant convexe. Avec
cette identification, on vérifie sans peine 1'égalité co, = py-(Y™) donnée par le

théoréme [R.3.11

Yw
2 3 4 5
] ] ] ]
T~ I —————
G
Pa-(Y™)
—1
Y

FIGURE 9.1 : Dessin de coo = pa- (Y") pour d =5, =2, k=2, et x € P, c,)1

D’ailleurs, 0 = {1,...,d — 1} \ {k} et si pss : @ — a est la projection sur
ﬂieem a;- (I'espace des fonctions dont le seul point angulaire est en k), alors ¢, =
Pa- (Yw) = poo(yw)'



124 CHAPITRE 9. QUELQUES EXEMPLES

La hauteur associée au plongement de Pliicker correspond au plus haut poids
X = €1+ €2, et X = €y-1(1) +Ey-1(2) = €k + €4. Par conséquent, pour presque
tout x € M,

1 d—2k 1 d-2k (d — 2k)?

(@) = (X oo (V) = =+ 5d—2) " d—k2d—2)  2(d—2k(d—k)

et

B(z) = (;+d12> 1—;(93)'

Dans cet exemple, le sous-groupe Qs est égal au stabilisateur de V; dans la
représentation standard. Si Vo = Vect(eg41,...,€4), on peut identifier le facteur
de Levi de Qs & Ly = GL(V7) x GL(V3). La représentation V, se décompose en
irréductibles pour L), de la fagon suivante :

V=NV eV @ Ve A V.

La représentation irréductible contenant we, = ex Aeq est Vi ® V. Gréce a la base

(ei N ej)i<i<kk+i<j<d, on calcule facilement le taux de contraction de V4 ® V5 par
Y™

a’ =e :

(V1 ® Vo, a}’)

= ==k -+ (F5 - 1) -1+ (-3 + 25) @—k-1) -1

__ (d—2k)?
2(d—2)

Comme dimV; ® Vo = k(d — k), et yy(x) = % on retrouve bien la valeur
obtenue ci-dessus pour 7, ().

Dans son article [59], Schmidt propose d’étudier plus généralement les approxi-
mations & un sous-espace z de dimension ! dans R? par des sous-espaces rationnels
de dimension k. Pour chaque k£ = 1,...,[, cela méne & la définition d’un expo-
sant diophantien Sy (x), et Pexposant étudié ci-dessus correspond au cas k =1 : on
cherche a approcher x par un sous-espace rationnel de méme dimension. Un des
problémes posé par Schmidt est celui de la détermination de la borne inférieure

Br().

inf
z€Grass(4,d)

Les résultats ci-dessus montrent que inf, ¢ . 0.0y @) Be(2) = W%' Dans 'article

|20], rédigé peu aprés ce mémoire, nous montrons que cette borne inférieure reste
inchangée si # décrit ’ensemble de tous les sous-espaces de dimension ¢ dans R?,

non nécessairement définis sur Q. On a méme en général, pour tout k=1,...,¢,
d
inf T)=-—-.
x€Grass(£,d) ﬁk( ) k’(d — E)

Le lecteur intéressé est renvoyé a [20] pour la démonstration de ce résultat.
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9.4 Variété des drapeaux dans R?

Drapeaux dans R>.

Ici G = SL3 et P est le sous-groupe parabolique minimal constitué des matrices
triangulaires supérieures. La variété quotient X = P\G s’identifie & I’ensemble des
drapeaux dans R3 :

X ={x = (x1,22) ; x1 € Grass(1,3), x2 € Grass(2,3), 1 < z2}.

Cette fois, la distance de Carnot-Carathéodory sur X n’est pas riemannienne. Géo-
métriquement, pour se déplacer en partant d’un drapeau x = (1, z2), on s’autorise
a déplacer infinitésimalement x; dans x», et x5 contenant x; ; cela définit un champ
de plans sur X, et les seuls chemins autorisés sont ceux qui sont tangents & ce champ
de plans.

Le flot diagonal est donné par I’élément Y = diag(1,0,—1). Les éléments I,
(1,2) et (2,3) du groupe de Weyl S5 donnent les variétés de Schubert instables.
Dire qu’une M est incluse dans une cellule instable revient donc & dire que tous les
éléments de M ont la méme droite, ou le méme plan.

Les autres sous-variétés de Schubert sont stables. Par exemple, la variété M =
{(z1,22) | z2 D e1} est extrémale quel que soit le choix de hauteur sur X (Q).

D’aprés le corollaire [5.3.3] si X est munie de la hauteur anti-canonique, alors

Ve e X(Q), By(z) > py(X),

avec égalité si et seulement si x n’est inclus dans aucune sous-variété de Schubert
rationnelle instable. En fait, pour la variété X des drapeaux dans R3, ce résultat
est encore valable quelle que soit la hauteur H, sur X.

Drapeaux dans R*.

Cette fois, G = SL4 et P = B est le sous-groupe parabolique minimal constitué
des matrices triangulaires supérieures. La variété quotient X = P\G s’identifie a
I’ensemble des drapeaux dans R* :

X ={z = (x1,22,23) ; 71 < 22 < x3, z; € Grass(i,4), i =1,2,3}.

C’est une variété de dimension 6, et la distance de Carnot-Carathéodory sur X est
déterminée par un champ de 3-plans : au voisinage de (z1, z2,x3), on s’autorise a
déplacer infinitésimalement x; dans xo, xo contenant x; et a 'intérieur de x3, et
x3 contenant xo.

Le flot diagonal (a;)tcr est donné par I’élément

1
Y = 3 diag(—3,—-1,1,3).

En écrivant la liste des Y, pour w € Sy on vérifie que

1. Siw~1(4) = 4, tous les éléments de M = BwB ont le méme hyperplan, et M
est instable.

2. Si w™1(4) = 3, il existe un plan p tel que pour tout (xy,rs,x3) dans M =
BwB, p C x3. La variété M est instable sauf si w=!: (1,2,3,4) — (4,2,1,3).
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3. Si w~1(4) = 2, il existe une droite d tel que pour tout (1, s, r3) dans M =
BwB, d C x3. La variété M est instable sauf si w1 : (1,2,3,4) — (4,3,1,2)
(aucune autre contrainte) ou w=! : (1,2,3,4) — (3,4,1,2) (on impose en
outre qu’il existe un hyperplan h tel que pour tout x dans M, x1 C h.)

4. Si w™(4) = 1, il n’y a pas de contrainte sur x3, et M = BwB n’est pas
instable, sauf pour w=! : (1,2,3,4) — (2,3,4,1) et w™! : (1,2,3,4) —
(3,2,4,1).

Le corollaire montre que si X est munie de la hauteur anti-canonique,

alors tout point x € X (Q) vérifie 8, (z) > 8, (X). Cela cependant n’est pas vrai en
général, comme le montre ’exemple suivant.

Exemple (Des points ¢rés mal approchables). Pour certains choix de hauteur sur
la variété X des drapeaux dans R*, il peut exister un point algébrique moins bien
approchable quun point générique. On choisit un point x tel que (e, ez, e4) so0it
stable par a;s,, et générique pour le reste. En d’autres termes, pour un élément b

algébrique générique de B(Q),

Sy =

o O O
o o= O
o= oo
[l e
* O ¥ ¥
* O ¥ ¥
* K K ¥
* O ¥ ¥

Le sous-espace (e1, 2, €4) est semi-stable, contracté globablement par e_%, donc les
trois premiers minima successifs de a;2Z* sont atteints dans (e1, ea, €4), de longueur
approximativement e~ 6. Le dernier minimum est donc de longueur e . On choisit
alors le poids x induit par la représentation de plus haut poids (k + 2)e1 + (k +
1)ea + kes, avec k suffisamment grand. Cela correspond au diagramme de Young
de longueurs (k+2,k+ 1,k), ou en termes de poids fondamentaux : wy +ws + kws.
Une base de V,, est donnée par les tableaux de forme (k+ 2,k + 1, k) ne contenant
que les entiers 1, 2, 3 et 4, i.e. les diagrammes de Young de forme (k+ 2,k + 1,k)
remplis par les entiers 1, 2, 3 et 4 de sorte que les lignes soient croissantes et les
colonnes strictement croissantes |26, Theorem 1, page 110|. Le vecteur e,, est donné
par le tableau rempli avec des 1 sur la premiére ligne, des 2 sur la deuxiéme, et des
3 sur la troisiéme. |26, Lemma 4, page 113]

Les premiers minima successifs de a;xV(Z) sont atteints avec des tableaux
. . L _(3k+3)t o
contenant seulement (1,2,4); il valent a peu prés e 6 . Ensuite viennent ceux

qui contiennent une occurrence de 3, puis deux occurrences de 3, ...etc. Mais pour
avoir une projection positive sur ey, il faut au moins k occurrences de 3, et alors la

. . i _ t —3)¢t N .
norme du vecteur est minorée par eFz=(2k+3)s = ¢(¢=3)5 Des que k > 3, on voit
que 7y (a;z) tend vers Uinfini a vitesse exponentielle, ce qui montre que 7, (z) < 0,
et donc By (z) < By (X).

Remarque. On peut méme donner un exemple pour la variété X des drapeaux
dans R3, si I'on autorise une quasi-distance différente de la distance de Carnot-
Carthéodory. A une petite perturbation prés de a; et y, pour que P soit bien le
sous-groupe de Borel, 'exemple est le suivant : a; = diag(e™2, et e?), et x est tel
que {eq,es) soit stable par a;s,. Les deux premiers minima successifs de arS. 73

sont atteints dans (ej, e3), et de longueur et ; le troisiéme est de longueur e’.
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On choisit le poids x donné par €1 + €5, ce qui correspond & la représentation
AZR3. On a alors e, = €1 A ez. Le premier minimum de a;z A? Z3 est de longueur
e~! mais sa projection sur e, est nulle. Les deux suivants sont de longueur s, et
cela montre bien que ry (a;z) tend vers I'infini a vitesse exponentielle.
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Chapitre 10

Conclusion

Nous concluons ce mémoire par quelques problémes ouverts qui nous semblent
mériter d’étre mentionnés.

Mesures localement réguliéres et variétés différentiables. Pour simplifier la
présentation, nous nous sommes restreints au chapitre [§a 'étude d’un point choisi
aléatoirement suivant la mesure de Lebesgue sur une sous-variété analytique. Il
convient toutefois d’observer que les techniques de non divergence quantitative qui
permettent cette étude de 'approximation diophantienne sur des sous-variétés sont
de nature locale, et non pas globale (comme pourrait le laisser penser 'hypothése
que la sous-variété M est analytique et connexe). D’ailleurs, les résultats de ce
chapitre auraient pu étre énoncés plus généralement pour des mesures localement
réguliéresﬂ comme dans le chapitre@ Par exemple, pour le théoréme i est
une mesure localement réguliére au voisinage d’un point g dans X (R), ’exposant
diophantien d’un point x choisi aléatoirement suivant p est constant au voisinage
de x¢, et entiérement déterminé par I’adhérence de Zariski locale du support de p
au voisinage de xg. De plus, si cette adhérence de Zariski locale est irréductible et
n’est incluse dans aucune sous-variété de Schubert stricte, la mesure p est extrémale
au voisinage de xg.

Cette approche peut aussi permettre d’obtenir des résultats pour des variétés
différentiables non nécessairement analytiques, comme dans les travaux fondateurs
de Kleinbock et Margulis . En effet, dans le cadre de ’espace projectif, le
critére différentiel de Kleinbock et Margulis Proposition 3.4] montre qu’une
condition suffisante pour qu’une sous-variété M de classe C* soit localement régu-
liére est que les dérivées partielles successives d’ordre inférieur a k en zy engendrent
le plus petit sous-espace projectif contenant M au voisinage de xy. En particulier,
si ces dérivées partielles engendrent tout ’espace projectif — nous dirons alors que
M est non dégénérée au sens différentiel — cela donne le critére suffisant d’extré-
malité pour les variétés C* obtenu par Kleinbock et Margulis Theorem A]. De
plus, dans le cas ot M est analytique, ce critére équivaut & dire que M n’est pas
incluse dans un sous-espace projectif strict.

Cependant, pour les variétés de drapeaux plus générales, il n’est pas toujours
évident de vérifier que la mesure de Lebesgue sur une variété M de classe CF est

1Une mesure sur X (R) est dite localement réguliére si elle peut s’écrire comme I’image par
projection d’une mesure localement réguliére sur G(R).
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localement réguliére en un point xy. Une application directe du critére différentiel
Proposition 3.4] montre qu’il suffit de supposer que chacun des plongements
de M dans les représentations fondamentales P(V;) est non dégénéré au sens dif-
férentiel, ce qui donne déja un critére suffisant d’extrémalité. Malheureusement,
méme pour une sous-variété analytique, cette condition est strictement plus forte
que celle de n’étre incluse dans aucune sous-variété de Schubert, comme cela se voit
déja lorsque X est une variété grassmannienne qui n’est pas un espace projectif.
Il pourrait donc étre intéressant d’obtenir dans le cadre des variétés de drapeaux
générales un critére d’extrémalité pour les sous-variétés différentiables, qui coin-
cide avec le critére géométrique simple obtenu dans ce mémoire pour les variétés
analytiques.

Valeur minimale de ’exposant. Soit X = P\G une variété de drapeaux munie
de la distance de Carnot-Carathéodory usuelle et de la hauteur induite par un
poids dominant y. Nous avons vu au dernier exemple du chapitre [9] que Pexposant
presque str (3, (X) n’est pas toujours une borne inférieure pour l'exposant 3, (z)

lorsque x varie dans X (R) ou X (Q). On conjecture cependant que ’égalité

inf z) = inf T 10.1
Bl = inf By(a) (10,1

est toujours valable. Si cette formule est vérifiée, le théoréme [5.3.1] permet un
calcul explicite de cette borne inférieure, et montre qu’elle est toujours un nombre
rationnel.

Si 'on prend x = p égal a la somme des racines apparaissant dans le radical
unipotent de P, la variété X est munie de sa hauteur anti-canonique H.4,. Dans
ce cas, il est encore possible que I'exposant diophantien (.., correspondant vérifie,
pour tout z € X(R),

Bcan(x) > ﬂcan(X)-

Si est vérifiée, il suffira pour montrer cette borne inférieure de vérifier que
pour tout w dans W, (x¥,ps-(Y")) < 0. Nous avons vu aux corollaires
et que cette inégalité est valable lorsque X est de rang 1 ou lorsque G est
déployé et P minimal. Pour les variétés grassmanniennes X = Grass(¥, d), nous
avons montré dans que les propriétés ci-dessus sont vérifiées.

Meétrique riemannienne. Soit X une variété de drapeaux rationnelle. Lorsque
X est munie d’une distance riemannienne, peut-on montrer des résultats analogues
a ceux établis dans ce mémoire pour la métrique de Carnot-Carathéodory ?

Autres variétés algébriques. Soit X une variété algébrique irréductible X définie
sur Q, munie d’'une distance et d’une hauteur, ce qui permet de définir ’exposant
diophantien S(x) d’un point z dans X (R). L’exposant diophantien est-il constant
presque stirement sur X (R)? Peut-on calculer sa valeur? Plus généralement, en
dehors des variétés de drapeaux, pour quelles variétés algébriques peut-on obtenir
une théorie de 'approximation diophantienne intrinséque satisfaisante ?
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