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Groupes arithmétiques et approximation diophantienne

Résumé

Nous développons une théorie de l’approximation diophantienne dans les varié-
tés de drapeaux, obtenues comme quotient d’un groupe de Lie semi-simple défini
sur Q par un sous-groupe parabolique. En nous appuyant sur des résultats de la
théorie des groupes arithmétiques, dûs entre autres à Borel et Harish-Chandra, et à
Margulis et ses collaborateurs, nous démontrons dans ce cadre des généralisations
des théorèmes classiques de l’approximation diophantienne.

Mots-clefs : groupes algébriques, dynamique homogène, points rationnels, géomé-
trie des nombres, réseaux.

Arithmetic groups and diophantine approximation

Abstract

We develop a theory of diophantine approximation on generalized flag varieties,
varieties that can be obtained as a quotient of a semisimple algebraic Q-group by a
parabolic Q-subgroup. Using methods from the theory of arithmetic groups, due in
particular to Borel and Harish-Chandra, and to Margulis and his collaborators, we
prove in this setting analogs of the classical theorems of diophantine approximation.

Keywords : algebraic groups, homogeneous dynamics, rational points, geometry
of numbers, lattices.
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Chapitre 1

Introduction

Tout nombre réel peut être approché par des rationnels, et l’on peut donc se de-
mander à quelle vitesse une suite de nombres rationnels peut converger vers un
point x donné sur la droite réelle. Naturellement, il s’agit alors de comparer la
hauteur, i.e. le dénominateur, d’une approximation rationnelle v = p

q , à sa distance
au point x. On s’intéresse donc à des inégalités de la forme d(x, v) ≤ ψ(H(v)), où
d(x, v) = |x− v| désigne la distance de x à v, H(v) la hauteur du point rationnel v,
et ψ : R+ → R+ une fonction de limite nulle en l’infini. Ces problèmes sont apparus
dès l’Antiquité Grecque, autour du Vème siècle avant J.C., avec la découverte de
l’existence des nombres irrationnels. Ainsi Archimède proposait-il d’approcher le
nombre π par la fraction 22

7 . À la Renaissance, ces questions furent redécouvertes
en Europe occidentale, en particulier via les fractions continues, et sont depuis
lors un sujet central des mathématiques. Les équations dont les inconnues sont des
nombres entiers ou rationnels étaient dites « diophantiennes », en référence à Dio-
phante d’Alexandrie, qui écrivit un mémoire à leur sujet vers le IIIème siècle après
J.C., et Minkowski suggéra donc d’appeler « approximations diophantiennes » les
solutions approchées à ces équations. Au cours du XXème siècle, cette expression
s’est naturellement imposée pour désigner la théorie qui s’est développée autour
de ces problèmes. Le résultat le plus connu du domaine est sans doute le théorème
de Dirichlet, dont la démonstration repose sur le célèbre « principe des tiroirs », et
selon lequel, pour tout x ∈ R, pour tout entier Q ≥ 1, il existe q ∈ {0, . . . , Q} tel
que ∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ < 1

qQ
.

Entre autres résultats importants, on peut aussi citer le théorème de Khintchine [35]
sur les approximations rationnelles à un point choisi aléatoirement suivant la mesure
de Lebesgue, le théorème de Thue-Siegel-Roth [69, 65, 55] sur les approximations
rationnelles des nombres algébriques, et les théorèmes de Baker sur les approxima-
tions de logarithmes de nombres rationnels [3]. Bien sûr, ces problèmes peuvent
aussi être étudiés en dimension supérieure, et l’on étudie alors les approximations
rationnelles des points d’un l’espace affine réel, ou mieux, d’un espace projectif
Pn(R). Tous les résultats mentionnés ci-dessus s’adaptent à ce cadre. Par exemple,
le théorème de Dirichlet a été généralisé par Minkowski [52], Khintchine lui-même
[36] observa que la théorie métrique de l’approximation diophantienne qu’il dé-
veloppait pouvait se formuler en dimension arbitraire, et Schmidt [60] démontra
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8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

son fameux « théorème du sous-espace » pour étudier les approximations ration-
nelles des points de Rn à coordonnées algébriques, généralisant ainsi les résultats
de Roth. Avec le développement du domaine, il apparut qu’une grande part de la
géométrie sous-jacente pouvait être convenablement décrite à l’aide des outils de
la « géométrie des nombres ». Cette théorie, introduite par Minkowski, Mahler et
Siegel [66], consiste en l’étude des réseaux, sous-groupes discrets de rang maximal
de l’espace euclidien Rd. La pertinence de l’espace des réseaux se fit plus frappante
encore avec les travaux de Dani [17], qui montra que certains problèmes diophan-
tiens pouvaient se formuler efficacement en termes de flots sur l’espace des réseaux,
puis de Kleinbock et Margulis [43], qui se servirent des flots sur l’espace des ré-
seaux pour résoudre une conjecture importante de Sprindzuk [67], à l’aide d’idées
provenant des travaux de Margulis [51] sur les orbites unipotentes dans les espaces
homogènes. Cela ouvrit la voie à l’étude de l’approximation diophantienne à l’aide
de la dynamique homogène, ce qui non seulement permit d’obtenir de nouvelles
démonstrations de résultats déjà connus, mais encore mena à beaucoup des pro-
grès récents du domaine. Pour n’en citer que quelques-uns, mentionnons seulement
la nouvelle démonstration du théorème de Khintchine par Kleinbock et Margulis
[44], les travaux de Shah [64] sur les améliorations du théorème de Dirichlet et
leurs généralisations par Yang [70], les résultats d’Aka, Breuillard, Rosenzweig et
l’auteur du présent mémoire [2, 1] sur les propriétés diophantiennes des groupes de
Lie nilpotents, et tout récemment, la démonstration par Beresnevich et Yang [4,
6] d’une version du théorème de Khintchine pour des points choisis aléatoirement
sur une sous-variété analytique. De façon intéressante, l’approche de Kleinbock et
Margulis pour résoudre la conjecture de Sprindzuk a de nombreux points communs
avec la démonstration de Schmidt de son théorème du sous-espace, et comme nous
l’avons observé avec Breuillard [13], il est possible d’unifier ces deux résultats en
un seul énoncé sur le comportement asymptotique de certaines orbites diagonales
dans l’espace des réseaux.

Plus généralement, on peut considérer une variété algébrique X définie sur Q
arbitraire, sur laquelle les points rationnels sont denses, et étudier la qualité des
approximations rationnelles v ∈ X(Q) à un point donné x ∈ X(R). On souhaite
alors obtenir des résultats analogues aux théorèmes classiques de l’approximation
diophantienne. Certains auteurs font référence à ce type de problème sous le terme
« approximation diophantienne intrinsèque », pour souligner la différence avec l’ap-
proximation diophantienne sur les sous-variétés étudiée par Sprindzuk et ses succes-
seurs, où l’on étudie simplement les approximations à un point choisi aléatoirement
sur une sous-variété M ⊂ Pn(R) par des points rationnels quelconques dans Pn(R),
et non nécessairement sur M . Dès 1965, dans un article de survol sur l’approxi-
mation diophantienne, Lang [47] suggérait plusieurs problèmes d’approximation
diophantienne intrinsèque, mais ceux-ci ne semblent pas avoir suscité beaucoup
d’intérêt jusqu’aux travaux récents de Ghosh, Gorodnik et Nevo sur le sujet [28,
29, 27]. Il y a quelques années, Kleinbock et Merrill [41] ont proposé une approche
très élégante à l’approximation diophantienne intrinsèque sur les sphères, à l’aide
de flots diagonaux sur l’espace G/Γ, où G = SO1,n est un groupe orthogonal de
signature (1, n), et Γ = G(Z) un sous-groupe arithmétique. Ils ont ainsi pu dé-
montrer les analogues de plusieurs résultats classiques, comme les théorèmes de
Dirichlet ou de Khintchine. En collaboration avec Fishman et Simmons [24], ils
ont d’ailleurs montré peu après que leurs méthodes s’appliquent aussi à l’étude de
l’approximation diophantienne sur une quadrique rationnelle arbitraire. Dans un
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autre article [23], les mêmes auteurs ont tenté d’initier une étude de l’approxima-
tion diophantienne intrinsèque sur des variétés quelconques, mais le cadre choisi
était sans doute trop général pour que l’on y puisse obtenir des résultats optimaux.

Le présent mémoire a pour but de montrer que les variétés de drapeaux, ob-
tenues comme quotient X = P\G d’un groupe algébrique semi-simple connexe G
défini sur Q par un sous-groupe parabolique P défini sur Q, forment une classe
naturelle de variétés pour étudier l’approximation diophantienne. Une fois munie
X des notions de hauteur et de distance appropriées, nous verrons que les méthodes
de la dynamique homogène s’appliquent et permettent d’obtenir une théorie satis-
faisante. Naturellement, dans ce cadre, l’espace SLd(R)/SLd(Z) des réseaux dans
l’espace euclidien est remplacé par un quotient plus général G/Γ de G par un sous-
groupe arithmétique Γ, et les flots sur cet espace seront étudiés grâce à la théorie
de la réduction des groupes arithmétiques, développée par Borel et Harish-Chandra
[10]. Notons cependant que même dans le cas où G = SLd est le groupe spécial
linéaire, notre approche nous permet d’obtenir plusieurs résultats nouveaux sur
certains problèmes posés par Schmidt [59] au sujet des approximations rationnelles
des sous-espaces linéaires de Rd.

Beaucoup des méthodes que nous utilisons pour construire la théorie de l’ap-
proximation diophantienne sur les variétés de drapeaux avaient auparavant été
utilisées seulement dans certains cas particuliers. Par conséquent, nous avons par-
fois dû modifier les énoncés disponibles dans la littérature, et souvent en donner
de nouvelles démonstrations. Nous décrivons brièvement maintenant les principales
idées nouvelles qui nous ont permis d’arriver à nos fins.

La correspondance de Dani

Le premier problème lorsqu’on étudie une variété de drapeau générale X = P\G
est qu’il existe différents choix de hauteur sur X(Q). À équivalence près, toute
hauteur sur X(Q) provient d’un plongement de X dans l’espace projectif d’une
représentation irréductible de G. L’approche qui s’est naturellement imposée pour
nous a été de ne pas choisir une hauteur particulière sur X, ou plus précisément,
de travailler avec une hauteur Hχ arbitraire, associée à un plongement X ↪→ P(Vχ)
dans l’espace projectif associé à une représentation irréductible Vχ de G. Le second
problème, peut-être plus surprenant, est que la distance appropriée sur X(R) n’est
pas en général une distance riemannienne. En effet, pour pouvoir traduire les pro-
priétés diophantiennes d’un point en termes du comportement asymptotique d’une
orbite dans G/Γ, il est nécessaire de disposer d’un sous-groupe à un paramètre
(at)t∈R dans G qui dilate la métrique sur X ; cela est seulement possible pour la
distance de Carnot-Carathéodory construite au chapitre 2. Ces distances sont très
naturelles, et ont déjà fait l’objet d’études approfondies, en particulier par Gromov
[30] et ses successeurs. Une fois définies la hauteur et la distance sur X, on pourrait
espérer — c’est le cas lorsque X = Pn — que la correspondance relie simplement
les meilleures approximations rationnelles à un point x = Psx dans X aux pe-
tits vecteurs dans les réseaux de l’orbite (atsxVχ(Z))t>0. Cela cependant n’est pas
absolument vrai, car certains petits vecteurs dans l’orbite du réseau ne donnent
pas lieu à une bonne approximation1, et il faut en outre contrôler la direction des

1Il peut même arriver qu’un point correspondant à une orbite divergente dans l’espace des
réseaux soit strictement moins bien approché par des rationnels qu’un point correspondant à une



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

petits vecteurs dans l’orbite. L’énoncé précis de la correspondance est donné au
chapitre 2, Proposition 2.4.4, et aussi, dans une version légèrement plus générale,
au chapitre 3, Proposition 3.2.4, pour la démonstration du théorème de Khintchine
sur X.

Orbites diagonales et théorie de la réduction

Afin d’étudier le comportement asymptotique des orbites diagonales dans l’espace
des réseaux, il est commode de formuler les énoncés à l’aide des objets donnés par
la théorie de la réduction, qui fournit une description précise du voisinage de l’in-
fini dans l’espace G/Γ. Comme cela est déjà apparu dans nos travaux en commun
avec Aka, Breuillard et Rosenzweig [1] ou dans ceux de Yang [70], ce sont les varié-
tés de Schubert dans X qui permettent de formuler un critère pour la divergence
d’une orbite diagonale. Nous poursuivons ici cette étude, et dans le cas d’un point
à coordonnées algébriques, donnons une formule explicite pour le taux de fuite
d’une orbite divergente, le théorème 5.1.1. Cette formule fait intervenir la projec-
tion orthogonale sur une chambre de Weyl. En préliminaire à la démonstration de
notre formule, nous étudions soigneusement au chapitre 4 les propriétés de cette
projection sur la chambre de Weyl, et sa relation à l’ordre de Kostant [46].

Non divergence quantitative intrinsèque

L’ordre de Kostant et la projection sur la chambre de Weyl sont aussi des objets
cruciaux pour énoncer et démontrer le théorème 6.2.1, version précise des inégalités
de non divergence quantitative dans un groupe semi-simple G arbitraire, qui est
le résultat principal du chapitre 6. Ces inégalités étaient auparavant seulement
disponibles lorsque G = SLd. Bien entendu, il est toujours possible d’obtenir un
énoncé de non divergence quantitative par plongement de G dans un groupe SLd,
mais le résultat alors obtenu n’est pas suffisamment précis pour les applications à
l’étude des exposants diophantiens que nous avons en vue. La démonstration que
nous proposons de ces inégalités est sensiblement différente de celle utilisée par
Margulis et ses collaborateurs [51, 43, 49] ; nous y utilisons de manière essentielle
la théorie de la réduction et la théorie du plus haut poids pour les représentations
de groupes semi-simples.

Un problème de Schmidt : l’approximation des sous-espaces vectoriels

Pour illustrer notre méthode, nous décrivons brièvement les résultats qu’elle permet
d’obtenir en rapport avec un problème de Schmidt [59] sur les approximations
rationnelles des sous-espaces vectoriels de Rd. Dans son article, après avoir défini les
notions de hauteur et de distance appropriées sur la variété grassmannienne X =
Grass(ℓ, d) des sous-espaces de dimension ℓ dans Rd, Schmidt définit l’exposant
diophantien d’un point x ∈ X par la formule

β(x) = inf{β > 0 | ∃c > 0 : ∀v ∈ X(Q), d(x, v) ≥ cH(v)−β}

et pose le problème de déterminer la borne inférieure infx∈X(R) β(x). Dans sa
conclusion, il observe que l’on peut minorer β(x) ≥ 1

ℓ + 1
d−ℓ pour presque tout

sous-espace x de dimension ℓ, et suggère une étude plus approfondie des propriétés

orbite bornée ! Un tel exemple est donné à la fin du chapitre 9.



1.1. RÉSULTATS PRINCIPAUX 11

diophantiennes d’un point x choisi aléatoirement sur X. L’un de nos premiers résul-
tats, le théorème 9.3.1, montre que pour presque tout x dans X, β(x) = 1

ℓ+
1

d−ℓ . On
obtient d’ailleurs une description bien plus précise de la qualité des approximations
rationnelles à un sous-espace aléatoire grâce au théorème 9.3.2, analogue du théo-
rème de Khintchine pour les variétés grassmanniennes. Ce qui nous paraît plus inté-
ressant encore, c’est une formule générale pour l’exposant diophantien de n’importe
quel sous-espace de Rd qui admette une base constituée de vecteurs à coordonnées
algébriques. Notons que cette formule, donnée dans le théorème 9.3.4, et que l’on
doit pouvoir deviner après avoir étudié suffisamment de cas particuliers, ne s’énonce
simplement qu’une fois que l’on a introduit le formalisme général des groupes semi-
simples, et la projection sur la chambre de Weyl. Comme corollaire de cette for-
mule, nous montrons que tout point algébrique x ∈ X(Q) vérifie β(x) ≥ 1

ℓ + 1
d−ℓ ,

et donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu’une égalité ait lieu, cf.
corollaire 9.3.5. En d’autres termes, infx∈X(Q) β(x) =

1
ℓ +

1
d−ℓ . Peu après la rédac-

tion de ce mémoire, nous sommes parvenus à étendre nos méthodes pour répondre
à la question de Schmidt en montrant qu’on a même infx∈X(R) β(x) =

1
ℓ +

1
d−ℓ . On

renvoie à [20] le lecteur intéressé par la démonstration de cette égalité.

1.1 Résultats principaux

Nous allons exploiter les méthodes de la théorie des groupes arithmétiques pour
étudier l’approximation diophantienne dans certaines variétés, obtenues comme
quotient X = P\G d’un groupe algébrique semi-simple G défini sur Q, par un sous-
groupe parabolique défini sur Q. Les variétés de cette forme sont communément
appelées variétés de drapeaux. Les exemples les plus élémentaires de telles variétés
sont les espaces projectifs Pn, n ≥ 1, les variétés grassmanniennes Grass(ℓ, d),
1 ≤ ℓ ≤ d, les quadriques projectives, et la variété des drapeaux complets d’un
espace vectoriel.

Dans la suite, une variété de drapeaux X = P\G sera toujours munie d’une
distance de Carnot-Carathéodory naturelle d, dont la construction est détaillée au
paragraphe 2.2. Les hauteurs que nous considérerons sur X(Q) seront obtenues
par plongement de X dans un espace projectif. Rappelons que si V est un espace
vectoriel défini sur Q, le choix d’une base rationnelle (ui)1≤i≤d de V permet de
définir une hauteur sur les points rationnels de P(V ) : ayant muni V de la norme
euclidienne pour laquelle la base (ui) est orthonormée, si v ∈ P(V )(Q) est représenté
par un vecteur primitif v dans le réseau ⊕iZui, on pose

H(v) = ∥v∥.

Toutes les hauteurs sur P(V ) construites de cette manière sont équivalentes, i.e.
comparables à une constante multiplicative près. Ensuite, si Vχ est une représen-
tation irréductible rationnelle de G engendrée par une unique droite [eχ] de plus
haut poids χ telle que StabG[eχ] = P , on obtient une hauteur Hχ sur X par res-
triction d’une hauteur sur P(Vχ) en identifiant X = P\G à l’orbite G[eχ] de la
droite de plus haut poids dans P(Vχ). L’approximation diophantienne intrinsèque
sur X est l’étude de la qualité des approximations d’un point x ∈ X(R) par un
point v ∈ X(Q) : pour un grand paramètre T ≥ 0, on cherche à évaluer en fonction
de T la distance minimale à x d’un point rationnel v de hauteur Hχ(v) ≤ T .
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Les résultats que nous démontrons dans ce mémoire se divisent en trois caté-
gories, suivant la manière de choisir le point x dans X(R). Les premiers résultats
concernent les propriétés diophantiennes d’un point x choisi aléatoirement sui-
vant la classe de la mesure de Lebesgue sur X(R), les seconds traitent d’un point
x ∈ X(Q), i.e. dont les coordonnées sont des nombres algébriques, et pour les
derniers, le point x sera choisi aléatoirement sur une sous-variété analytique de
X(R).

Propriétés génériques des points de X(R)
Pour commencer, on définit l’exposant diophantien βχ(x) d’un point x ∈ X(R) par

βχ(x) = inf{β > 0 | ∃c > 0 : ∀v ∈ X(Q), d(x, v) ≥ cHχ(v)
−β}.

Le premier résultat général que nous démontrerons est que la fonction βχ est
constante presque partout sur X(R).

Théorème 1.1 (Valeur presque sûre de l’exposant). Il existe une constante expli-
cite βχ(X) ∈ Q strictement positive telle que pour presque tout x ∈ X(R),

βχ(x) = βχ(X).

Un cas particulier important est celui où X est munie de la hauteur anti-
canonique. On renvoie au paragraphe 2.6 pour la définition générale de cette hau-
teur, qui, dans notre cadre, correspond simplement à choisir le plus haut poids χ
égal à la somme des racines apparaissant dans le radical unipotent de P . Un résul-
tat de Franke [25] montre que le nombre de points rationnels v ∈ X(Q) de hauteur
anti-canonique inférieure à T satisfait, pour certaines constantes c > 0 et b ∈ N∗,

NX(T ) ∼ c · T (log T )b−1 (T → +∞). (1.1)

Pour cette hauteur anti-canonique, l’exposant diophantien presque sûr dans X
prend la valeur naturelle

βχ(X) =
1

dimccX
,

où dimccX est la dimension de Carnot-Carathéodory de X, unique entier tel que le
nombre de recouvrement de X(R) par des boules de rayon δ > 0 pour la métrique
de Carnot-Carathéodory satisfasse N(X, δ) ≍ δ− dimcc X lorsque δ tend vers zéro.
Mohammadi et Salehi Golsefidy [53, Theorem 4], ont généralisé le résultat de Franke
et montré que pour toute hauteur Hχ, il existe des constantes c, uχ > 0 et vχ ∈ N∗

pour lesquelles

NX(T ) ∼ c · Tuχ(log T )vχ−1 (T → +∞). (1.2)

Une application facile du lemme de Borel-Cantelli permet de montrer qu’on a tou-
jours l’inégalité βχ(X) ≤ uχ

dimcc X , quoique l’inégalité puisse être stricte en général.
Vu le théorème 1.1 ci-dessus, on peut s’intéresser à des propriétés diophantiennes

plus fines. Par analogie avec le célèbre théorème de Khintchine [36], pour une
fonction ψ : R+ → R+, nous considérons l’inégalité

d(x, v) ≤ Hχ(v)
−βχ(X)ψ(Hχ(v)) (1.3)

et montrons le théorème suivant.
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Théorème 1.2 (Théorème de Khintchine pour une variété de drapeaux). Il existe
des constantes explicites aχ > 0 et bχ ∈ N∗ pour lesquelles l’énoncé suivant est
vérifié. Soit ψ : R+ → R+ une fonction décroissante.

• Si
∫ +∞
e

ψ(u)
aχ

βχ(X) (log log u)bχ−1 du
u < +∞, alors, pour presque tout x ∈

X(R), l’inégalité (1.3) n’admet qu’un nombre fini de solutions v ∈ X(Q).

• Si
∫ +∞
e

ψ(u)
aχ

βχ(X) (log log u)bχ−1 du
u = +∞, alors, pour presque tout x ∈

X(R), l’inégalité (1.3) admet une infinité de solutions v ∈ X(Q).

Dans le cas oùX = Pn est un espace projectif, on retrouve le théorème démontré
par Khintchine [36] en 1926. Le résultat était déjà connu aussi lorsque X est une
quadrique projective, depuis les travaux remarquables de Kleinbock et Merrill [41]
puis de Fishman, Kleinbock, Merrill et Simmons [24] sur le sujet. Les constantes
aχ et bχ se calculent facilement à l’aide d’un système de racines associé à G, et
proviennent d’un encadrement asymptotique de la mesure de certains voisinages de
l’infini dans l’espace G/Γ, où Γ est un sous-groupe arithmétique de G. On renvoie
à la proposition 1.13 ci-dessous pour un énoncé plus précis. Lorsque la variété X
est munie de la hauteur anti-canonique, aχ = 1 et bχ est égal au rang rationnel de
la variété X = P\G, i.e. bχ = rangG − rangP . Notons aussi que dans le cas où
X est de rang 1, i.e. X = P\G, avec P un sous-groupe parabolique maximal, on a
bχ = 1, et l’hypothèse de décroissance sur ψ n’est pas nécessaire pour la première
assertion du théorème.

Grâce à un principe de transfert dû à Beresnevich et Velani [5], cela permet aussi
de calculer la dimension de Hausdorff, pour la métrique de Carnot-Carathéodory,
des points de X(R) tels que βχ(x) = β.

Théorème 1.3 (Théorème de Jarník pour une variété de drapeaux). Soit X une
variété de drapeaux rationnelle munie de sa métrique de Carnot-Carathéodory et
de la hauteur anti-canonique Hχ. Pour tout β ≥ 1

dimcc X , l’ensemble

Eβ = {x ∈ X(R) | β(x) ≥ β}

vérifie

dimH,ccEβ =
1

β
,

où dimH,cc désigne la dimension de Hausdorff associée à la métrique de Carnot-
Carathéodory sur X.

Approximation des points algébriques
Nous noterons Q le sous-corps de R constitué des éléments algébriques sur Q. Un
résultat majeur concernant l’approximation des éléments de Q par des rationnels
est le théorème de Roth [55], qui assure que si x ∈ Q est irrationnel et ε > 0, alors
l’inégalité ∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

q2+ε
, p ∈ Z, q ∈ N∗

n’admet qu’un nombre fini de solutions (p, q). De manière équivalente, si P1 est
muni de la distance et de la hauteur usuelles, le théorème de Roth affirme que tout
élément x ∈ P1(Q) \P1(Q) vérifie β(x) = 2. Ce théorème a d’ailleurs été généralisé
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par Schmidt [60] : si x ∈ Pn(Q) n’est inclus dans aucun sous-espace projectif
rationnel propre, alors β(x) = 1 + 1

n . Nous montrons que ces résultats sont encore
valables dans une variété de drapeaux X arbitraire : hors de certaines contraintes
rationnelles, tous les points algébriques de X ont même exposant diophantien, égal
à l’exposant presque sûr d’un point aléatoire de X(R).

Rappelons que la variété X = P\G se décompose en cellules de Schubert :
si B ⊂ P désigne un Q-sous-groupe parabolique minimal, W le groupe de Weyl
associé, et WP = (W ∩ P )\W , alors

X =
⊔

w∈WP

PwB.

Notons Xw = PwB l’adhérence de Zariski dans X de la cellule de Schubert PwB.
Une variété de Schubert est une variété de la forme Xwg, pour w ∈ WP et g ∈ G.
Si l’élément g peut être choisi dans G(Q), nous dirons que la variété de Schubert
est rationnelle. Par abus de langage, nous parlerons aussi de variété de Schubert
pour désigner l’adhérence de Zariski dans G de la cellule PwB.

Théorème 1.4 (Points algébriques extrémaux). Si x ∈ X(Q) n’appartient à au-
cune sous-variété de Schubert rationnelle2différente de X, alors βχ(x) = βχ(X).

Les sous-variétés de Schubert rationnelles forment une famille de sous-variétés
de X définies sur Q et de degré borné. Nous verrons au chapitre 7, Lemme 7.4.2,
que cela implique qu’il existe un point x dans X(Q) hors de toutes ces sous-variétés,
et qu’en un certain sens, la plupart des points de X(Q) vérifient cette propriété.

Plus généralement, nous obtenons une formule pour l’exposant d’un point x ∈
X(Q), en termes d’une certaine variété de Schubert rationnelle le contenant. Mais
l’énoncé précis de cette formule requiert l’introduction d’autres objets associés à
X. Nous noterons T un Q-tore déployé maximal de G inclus dans B, A = T 0(R)
la composante connexe des points réels de T , a l’algèbre de Lie de A et Π ⊂ a∗

la base du système de racines associé à G et T correspondant au parabolique
minimal B. Ces objets sont définis plus précisément dans Borel [9, §11] et leur
construction détaillée est donnée dans Borel et Tits [11, §5]. Insistons sur le fait
que l’on s’intéresse ici aux racines de G par rapport au Q-tore déployé maximal T ;
on parle parfois du système des Q-racines de G, dont la base Π est de cardinal égal
au Q-rang de G.

Si θ ⊂ Π est l’ensemble de racines simples associé à P — tel que les racines
négatives apparaissant dans P se décomposent sur θ — on définit un unique élément
Y dans a par

α(Y ) =

{
0 si α ∈ θ
−1 si α ∈ Π \ θ .

L’espace a étant muni d’une norme euclidienne invariante par l’action du groupe
de Weyl, nous noterons pa− : a → a− la projection au plus proche voisin sur la
chambre de Weyl négative

a− = {u ∈ a | ∀α ∈ Π, α(u) ≤ 0}.

Enfin, l’action adjointe à droite du groupe de Weyl W sur a et a∗ sera notée en
exposant : pour w ∈ W , Y ∈ a et χ ∈ a∗, nous avons donc Y w = (Adw)−1Y , et
χw = χ ◦ (Adw).

2Il suffit en fait que x ne soit dans aucune sous-variété de Schubert rationnelle instable. On
renvoie au paragraphe 5.2 pour plus de détails sur ce sujet.
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Théorème 1.5 (Exposant d’un point algébrique). Pour chaque élément x ∈ X(Q),
il existe w ∈WP et γ ∈ G(Q) tels que x ∈ Xwγ et

βχ(x) =
1

−⟨χ, Y ⟩+ ⟨χw, pa−(Y w)⟩
.

Dans le théorème ci-dessus, la variété de Schubert Xwγ est en fait entièrement
déterminée par x. On renvoie le lecteur au paragraphe 5.3 pour le détail de sa
construction. Comme corollaire du théorème ci-dessus, on peut montrer que, dans
certains cas, la valeur minimale de l’exposant βχ(x), x ∈ X(Q), est égale à βχ(X).

Corollaire 1.6 (Minoration de l’exposant d’un point algébrique). Si X = P\G,
avec P un sous-groupe parabolique maximal du Q-groupe semi-simple G, alors

min
x∈X(Q)

βχ(x) = βχ(X).

Ce corollaire s’applique en particulier lorsque X = Grass(ℓ, d) est la variété
grassmannienne des sous-espaces de dimension ℓ dans Rd, munie de la hauteur
induite par le plongement de Plücker. On obtient ainsi une réponse partielle à un
problème de Schmidt [59] :

Problème : Déterminer la quantité infx∈Grass(ℓ,d) βχ(x).

La solution complète à ce problème, à l’aide d’une extension des méthodes déve-
loppées dans ce mémoire, est donnée dans [20].

Au chapitre 9, nous présentons nos résultats dans quelques exemples concrets de
variétés de drapeaux. Nous y verrons notamment que le corollaire ci-dessus est faux
en général si le sous-groupe parabolique P n’est pas maximal. Il reste cependant
valable dans un autre cas important : si X = P\G avec G déployé sur Q, P un
Q-parabolique minimal, et Hχ la hauteur anti-canonique sur X.

Approximation dans les sous-variétés
Considérons maintenant une mesure µ singulière par rapport à la mesure de Le-
besgue sur X(R). On cherche à déterminer des conditions suffisantes naturelles
sur µ pour que les propriétés diophantiennes d’un point x choisi aléatoirement
suivant µ soient similaires à celles d’un point choisi aléatoirement pour la mesure
de Lebesgue. Dans le cadre de l’approximation diophantienne classique, ce pro-
blème a été particulièrement depuis les travaux de Sprindzuk [67] et Kleinbock
et Margulis [43] lorsque la mesure µ est équivalente à la mesure de Lebesgue sur
une sous-variété de X(R). Dans cette introduction, nous nous restreindrons aux
variétés analytiques, pour garder la présentation aussi simple que possible. Cepen-
dant, une part importante des résultats reste valable pour des mesures beaucoup
plus générales, les mesures localement régulières introduites au chapitre 6, et qui
permettent aussi l’étude de variétés différentiables mais non nécessairement analy-
tiques, comme dans l’article original de Kleinbock et Margulis [43] sur le sujet. Le
lecteur intéressé par ces problèmes pourra consulter la conclusion de ce mémoire,
où l’on indique aussi les points qui méritent une analyse plus approfondie si l’on
omet l’hypothèse d’analyticité.
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Si M est une variété analytique de dimension m, on considère la mesure µ = λM
sur M équivalente à la restriction à M de la mesure de Hausdorff de dimension
m, au sens où les ensembles négligeables sont les mêmes pour ces deux mesures.
Comme nos résultats ne dépendent de la mesure qu’à équivalence près, le choix
précis de λM n’aura pas d’importance dans la suite.

Le premier résultat que nous établissons est que l’exposant diophantien d’un
point de M est constant presque sûrement. Cette observation généralise un résultat
de Kleinbock [37], valable lorsque X est un espace projectif.

Théorème 1.7 (Exposant d’une sous-variété analytique). Soit M une sous-variété
analytique connexe de X. Il existe une constante βχ(M) telle que pour presque tout
x ∈M , βχ(x) = βχ(M).

Suivant la terminologie introduite par Sprindzuk [67], nous dirons qu’une sous-
variété analytique M ⊂ X est extrémale si βχ(M) = βχ(X). Dans le cas où X = Pn

est un espace projectif, une sous-variété analytique est dite non dégénérée si elle
n’est incluse dans aucun sous-espace projectif strict. La conjecture de Sprindzuk,
démontrée par Kleinbock et Margulis [43] en 1998, stipulait que toute sous-variété
analytique non dégénérée dans Pn était extrémale. Ici encore, ce résultat admet
une généralisation naturelle au cadre des variétés de drapeaux. Nous dirons qu’une
sous-variété analytique M ⊂ X est non dégénérée si elle n’est incluse dans aucune
sous-variété de Schubert propre. Cette terminologie est bien sûr compatible avec
celle déjà utilisée dans le cas ou X est un espace projectif.

Théorème 1.8 (Extrémalité des sous-variétés non dégénérées). Toute sous-variété
analytique connexe M non dégénérée3 dans X est extrémale.

Notre dernier résultat mêle sous-variétés analytiques et nombres algébriques.
En prenant pour variété un singleton M = {x}, avec x ∈ X(Q), on retrouvera
d’ailleurs le théorème 1.5 énoncé ci-dessus. Nous reprenons les notations introduites
juste avant le théorème 1.5.

Théorème 1.9 (Exposant d’une sous-variété définie sur Q). Soit M ⊂ X une
sous-variété analytique connexe dont l’adhérence de Zariski est définie sur Q. Il
existe w ∈WP et γ ∈ G(Q) tels que M ⊂ Xwγ et pour presque tout x ∈M ,

βχ(x) =
1

−⟨χ, Y ⟩+ ⟨χw, pa−(Y w)⟩
.

On observe que les énoncés concernant l’approximation diophantienne sur les
sous-variétés sont très voisins de ceux concernant les points algébriques. Cela s’ex-
plique par le fait que les contraintes géométriques qui apparaissent sont les mêmes
dans les deux situations. Pour les mettre en évidence, nous utilisons une correspon-
dance entre les propriétés diophantiennes d’un point x ∈ X(R) et le comportement
asymptotique de certaines orbites diagonales dans l’espace des réseaux d’un espace
euclidien.

3Ici encore il suffit de supposer que M n’est incluse dans aucune sous-variété de Schubert
instable, comme expliqué au paragraphe 8.2.
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1.2 Une correspondance
Un réseau ∆ dans un espace euclidien V est un sous-groupe discret de rang maxi-
mal. En d’autres termes, pour une base (vi)1≤i≤d de V , on peut écrire

∆ = Zv1 ⊕ · · · ⊕ Zvd.

Le groupe linéaire GL(V ) agit naturellement sur l’espace des réseaux de V . Les tra-
vaux de Minkowski [52] et Siegel [66] ont mis en évidence le fait que de nombreuses
propriétés arithmétiques se comprennent simplement grâce à l’espace des réseaux.
Cette approche de l’arithmétique, souvent appelée « géométrie des nombres », s’est
aussi révélée particulièrement fructueuse pour l’approximation diophantienne. Elle
est en particulier à la base de la démonstration de Schmidt de son théorème du
sous-espace [57, Theorem 1F]. Mais commençons par un exemple simple, qui illustre
l’intérêt de l’espace des réseaux pour l’étude de l’approximation diophantienne.

L’espace projectif
Nous avons défini plus haut l’exposant diophantien d’un point x ∈ Pn(R) :

β(x) = inf{β > 0 | ∃c > 0 : ∀v ∈ Pn(Q), d(x, v) ≥ cH(v)−β}.

Si x ∈ Pn(R) s’écrit en coordonnées homogènes x = [1 : x1 : . . . : xn], nous lui
associons un réseau ∆x dans Rd par la formule

∆x = sxZd, où sx =


1 0 . . . 0

−x1 1 . . . 0
... 0

. . . 0
−xn 0 . . . 1

 .

La systole, ou premier minimum, d’un réseau ∆ est la longueur minimale d’un
vecteur non nul dans ∆ :

λ1(∆) = inf {λ > 0 | ∆ ∩B(0, λ) ̸= {0}} .

Nous considérons dans GLd(R) le sous-groupe à un paramètre (at)t∈R défini par

at = diag(e−t, et/n, . . . , et/n),

et posons

γ(x) = lim sup
t→+∞

−1

t
log λ1(at∆x).

La proposition élémentaire ci-dessous est tirée de Kleinbock et Margulis [44, Theo-
rem 8.5], et généralise des résultats antérieurs de Dani [17].

Proposition 1.10 (Correspondance de Dani pour Pn). Pour tout x ∈ Pn(R),

β(x) =

(
1 +

1

n

)
· 1

1− γ(x)
.

Le point de départ de tous les résultats démontrés dans ce mémoire est une
généralisation de cette proposition, dans laquelle l’espace projectif est remplacé
par une variété de drapeaux X arbitraire.
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Variétés de drapeaux

Rappelons que X peut s’écrire comme l’espace quotient X = P\G d’un Q-groupe
semi-simple G par un Q-sous-groupe parabolique P , et que X(R) est munie de la
distance de Carnot-Carathéodory naturelle définie au paragraphe 2.2. Nous fixons
aussi une représentation rationnelle irréductible de G sur un espace vectoriel Vχ
défini sur Q et engendré, comme G-module, par une unique droite rationnelle de
plus haut poids [eχ]. Nous supposons en outre que le stabilisateur dans G de la
droite engendrée par le vecteur de plus haut poids eχ est égal à P . Cela permet
de plonger X dans l’espace projectif P(Vχ) ; la hauteur sur X(Q) obtenue par
restriction de la hauteur usuelle sur P(Vχ)(Q) est notée Hχ.

Pour étudier l’approximation diophantienne dans X, munie de la hauteur Hχ,
nous utiliserons l’espace des réseaux de Vχ. Ayant fixé dans Vχ(R) un réseau ra-
tionnel Vχ(Z) ⊂ Vχ(Q), nous associons à chaque élément x de X(R) un réseau

∆x = sxVχ(Z), où sx ∈ G est tel que x = Psx.

Nous utiliserons le sous-groupe à un paramètre (at)t∈R déjà mentionné ci-dessus :

at = etY , où Y ∈ a est défini par α(Y ) =

{
0 si α ∈ θ
−1 si α ̸∈ θ.

La correspondance qui relie l’exposant diophantien βχ(x) au comportement asymp-
totique de l’orbite (at∆x)t>0 met en jeu une quantité un peu plus subtile à définir
que la systole d’un réseau. Notons

X̃ = G · eχ ⊂ Vχ

l’orbite de eχ dans Vχ sous l’action de G. L’ensemble X̃ est le cône dans Vχ conte-
nant toutes les droites du plongement de X dans P(Vχ), privé du point 0. L’espace
Vχ se décompose en somme directe d’espaces de poids sous l’action du groupe
abélien (at)t∈R, et nous notons

π+ : Vχ → [eχ]

la projection sur [eχ] parallèlement à la somme de tous les autres espaces de poids.
Pour tout réseau ∆ dans Vχ, nous posons

rχ(∆) = inf

{
r > 0 | ∃v ∈ ∆ ∩B(0, r) :

v ∈ X̃

∥π+(v)∥ ≥ ∥v∥
2

}
.

Remarquons qu’on peut avoir rχ(∆) = +∞, par exemple si ∆ ne rencontre pas le
cône X̃. Quoiqu’il en soit, on pose

γχ(x) = lim sup
t→+∞

−1

t
log rχ(at∆x).

Il n’est pas difficile de se convaincre que cette quantité ne dépend pas du choix de
l’élément sx tel que x = Psx ; cela est expliqué en détail au paragraphe 2.4. On
peut alors relier les quantités βχ(x) et γχ(x) grâce à la proposition suivante.
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Proposition 1.11 (Correspondance drapeau-réseau). Pour tout x ∈ X(R),

βχ(x) =
1

−χ(Y )− γχ(x)
.

La définition de la fonction rχ, et notamment la contrainte ∥π+(v)∥ ≥ ∥v∥
2 sur

le petit vecteur v, rend cette proposition un peu moins simple à appliquer que son
analogue pour l’espace projectif. Elle nous sera néanmoins très utile.

1.3 Espaces de réseaux
Dans la correspondance décrite ci-dessus, les réseaux de Vχ qui interviennent sont
de la forme gVχ(Z), avec g ∈ G. Si on note Γ le stabilisateur de Vχ(Z) dans G,
l’orbite G · Vχ(Z) s’identifie au quotient

Ω = G/Γ.

Un tel quotient d’un groupe algébrique G semi-simple défini sur Q par un sous-
groupe arithmétique Γ sera appelé un espace de réseaux, car il s’identifie à une
partie de l’espace des réseaux de l’espace euclidien Vχ. La géométrie de ces espaces
est décrite avec assez de précision par la théorie de la réduction, dûe à Borel et
Harish-Chandra, et très clairement exposée dans le livre de Borel [9]. Il y est no-
tamment démontré que l’espace Ω admet une unique mesure de probabilité mΩ

invariante sous l’action de G. Les résultats et les méthodes de [9] seront d’ailleurs
un outil essentiel dans tout ce mémoire. À chacun des résultats d’approximation
diophantienne dans la variété de drapeaux X correspond un théorème sur l’espace
de réseaux Ω. Nous décrivons maintenant ces résultats, qui, à notre avis, ont leur
intérêt propre.

Mélange exponentiel
Pour démontrer un théorème de Khintchine sur la variété de drapeaux X, nous
suivons la méthode proposée par Kleinbock et Margulis [44] et utilisée aussi par
Kleinbock et Merrill [41] et Fishman, Kleinbock, Merrill et Simmons [24] dans leur
étude des quadriques. Cette méthode repose sur un théorème de décroissance expo-
nentielle des coefficients dans la représentation L2(Ω). Nous admettrons ce résultat,
dont la démonstration nous éloignerait trop de notre sujet d’étude, mais en donnons
l’énoncé exact ici, puisqu’il sera essentiel dans la suite. L’énoncé général ci-dessous
découle d’un article récent de Einsiedler, Margulis, Mohammadi et Venkatesh [22,
§§4.1 et 4.3] ; on renvoie aussi à Kleinbock et Margulis [44, §3.4] pour une version
antérieure. Rappelons que l’algèbre de Lie g de G agit sur l’espace des fonctions
lisses sur Ω par la formule

∀Y ∈ g, ∀f ∈ C∞(Ω), ∀∆ ∈ Ω, (Y f)(∆) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(etY ∆).

Cette action s’étend naturellement à l’algèbre universelle de g, qui s’identifie donc
à une sous-algèbre des opérateurs différentiels sur Ω.

Théorème 1.12 (Décroissance exponentielle des coefficients dans L2(Ω)). Soit G
un Q-groupe semi-simple simplement connexe, Γ un sous-groupe arithmétique, et
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Ω = G/Γ. Soit T un Q-tore déployé maximal de G, A = T 0(R) et (at)t∈R un
sous-groupe à un paramètre de A. On suppose que pour tout t > 0, at = etY , avec
Y ∈ a tel que pour toute projection pi : g → gi sur un facteur Q-simple, pi(Y ) ̸= 0.
Alors, il existe des constantes ℓ ∈ N et C, τ > 0 telles que pour toutes fonctions
f1, f2 ∈ C∞(Ω) et tout t > 0,∣∣∣∣∫

Ω

f1(at∆)f2(∆)mΩ(d∆)−mΩ(f1)mΩ(f2)

∣∣∣∣ ≤ Ce−τt∥Υℓf1∥2∥Υℓf2∥2,

où Υ désigne l’opérateur différentiel Υ = 1−
∑

i Y
2
i , avec (Yi) une base orthonormée

de l’algèbre de Lie k d’un sous-groupe compact maximal de G(R).

L’autre élément utile à la démonstration du théorème de Khintchine est un
encadrement asymptotique du volume de l’ensemble ∆ des éléments de Ω tels que
rχ(∆) ≤ r. Nous vérifierons cet encadrement à l’aide de la théorie de la réduction,
qui décrit un domaine fondamental pour l’action de Γ par translation à droite
sur G.

Proposition 1.13 (Mesure d’un voisinage de l’infini). Il existe des constantes
aχ > 0 et bχ ∈ N∗ telles que, à une constante multiplicative près dépendant de G
et Γ, pour tout r < 1,

mΩ({∆ ∈ Ω | rχ(∆) ≤ r}) ≍ raχ |log r|bχ−1.

Position dans un espace de réseaux

Si Ω = G/Γ est le quotient d’un Q-groupe algébrique semi-simple par un sous-
groupe arithmétique, nous définissons maintenant une fonction propre c : Ω → a−

qui décrit la position d’un point dans Ω, à une constante près. C’est l’étude du
comportement de cette fonction le long des orbites diagonales dans Ω qui permettra
de démontrer les résultats d’approximation diophantienne présentés ci-dessus. Dans
la construction de la fonction c, l’idée sous-jacente est qu’un élément gΓ dans Ω
doit s’étudier simultanément dans chacune des représentations fondamentales de
G. Cela nous est indiqué par les méthodes de la théorie de la réduction, et en
particulier [9, §§14 et 16].

Notons T un Q-tore déployé maximal dans G, A = T 0(R) la composante
connexe des points réels de T , et a l’algèbre de Lie de A. Le système de racines Σ
de G par rapport à T s’identifie à un système de racines dans l’espace dual a∗. Nous
fixons une base de racines simples Π = {α1, . . . , αr} dans Σ et notons ϖ1, . . . , ϖr

la base duale pour un produit scalaire admissible. Pour chaque i ∈ {1, . . . , r}, on
fixe une Q-représentation Vi de G engendrée par une unique droite rationnelle de
plus haut poids ωi = biϖi, avec bi > 0 minimal, et Vi(Z) un réseau rationnel dans
Vi stable par l’action de Γ et contenant un vecteur de plus haut poids ei. Suivant
Borel et Tits [11, §12.13], nous dirons que les représentations Vi, i = 1, . . . , r, sont
les représentations fondamentales de G. Dans l’espace vectoriel Vi, nous noterons
X̃i = G · ei l’orbite du vecteur de plus haut poids ei sous l’action de G.

Les covolumes successifs d’un élément ḡ = gΓ de l’espace de réseaux Ω sont les
quantités

µi(g) = min{∥gv∥ | v ∈ Vi(Z) ∩ X̃i}, i = 1, . . . , r.
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Comme les ωi, i = 1, . . . , r, forment une base de a∗, il existe un unique élément
c0(g) ∈ a tel que

∀i ∈ {1, . . . , r}, ωi(c0(g)) = log µi(g).

Rappelons que la chambre de Weyl négative a− est la partie convexe fermée de a
définie par

a− = {Y ∈ a | ∀α ∈ Π, α(Y ) ≤ 0}.
L’espace a est muni d’une norme euclidienne invariante par l’action du groupe de
Weyl, et cela permet de définir la projection pa− : a → a−, qui associe à Y0 l’unique
élément Y ∈ a− tel que d(Y0, a−) = d(Y0, Y ). La fonction c : Ω → a− est alors
définie par la formule

c(g) = pa−(c0(g)).

C’est une fonction propre sur Ω que l’on peut comprendre de la façon suivante : si
g1 et g2 sont dans la même pointe de Ω, la distance de g1 à g2 est comparable à
∥c(g1)− c(g2)∥, à une constante additive près.

Le théorème du sous-espace
Avec les notations utilisées ci-dessus, nous considérons maintenant un sous-groupe
à un paramètre (at)t∈R dans A. Les démonstrations des théorèmes 1.4 et 1.5 sont
basées sur le théorème fort du sous-espace de Schmidt [57, Theorem 3A, page 163],
grâce auquel nous déterminons un équivalent asymptotique, lorsque t tend vers
l’infini, de la fonction c(ats), si s appartient à G(Q). Pour énoncer ce résultat, il
est commode d’introduire l’ordre de Kostant sur a. Cette relation d’ordre partiel
est définie par

Y1 ≺ Y2 ⇐⇒ ∀i ∈ {1, . . . , r}, ωi(Y1) ≤ ωi(Y2).

Par exemple, si (Yj)j∈J est une famille d’éléments de a, nous noterons Y = infj∈J Yi
le plus grand minorant de la famille (Yj)j∈J , défini par

∀i ∈ {1, . . . , r}, ωi(Y ) = inf
j∈J

ωi(Yj).

Rappelons que pour Y ∈ a et w dans le groupe de Weyl, on note Y w = (Adw)−1Y .

Théorème 1.14 (Orbites diagonales des points algébriques dans Ω). Soit Y ∈ a−

un élément arbitraire, (at)t∈R = (etY )t∈R le sous-groupe à un paramètre associé, et
P le sous-groupe parabolique associé à (at)t∈R :

P =

{
g ∈ G

∣∣∣∣ lim
t→+∞

atga−t existe
}
.

Pour w ∈WP , nous notons Xw = PwB la variété de Schubert standard correspon-
dante. Étant donné s ∈ G(Q) posons

c∞ = inf
{
pa−(Y w) ; w ∈WP : ∃γ ∈ G(Q) : s ∈ Xwγ

}
∈ a−.

Alors,

lim
t→+∞

1

t
c(ats) = c∞

et il existe une variété de Schubert rationnelle Xwγ, w ∈WP , γ ∈ G(Q) contenant
s et telle que pa−(Y w) = c∞.
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En fait, la démonstration de ce théorème permet aussi de contrôler partiellement
l’élément γt ∈ G(Q) qui apparaît pour t > 0 grand dans une décomposition de
Siegel ats = ktbtntγt. Nous renvoyons au chapitre 5, théorème 5.1.1 pour un énoncé
précis et au paragraphe 4.1 pour la définition de la décomposition de Siegel.

Non divergence quantitative
Le dernier résultat dont nous aurons besoin sur l’espace de réseaux Ω est un énoncé
de non divergence quantitative : étant donné une mesure borélienne µ sur G on
cherche à contrôler la valeur de c(g) lorsque l’élément g est choisi aléatoirement
suivant la mesure µ. C’est pour étudier le comportement des flots unipotents dans
l’espace SLd(R)/SLd(Z) que ce type de résultat a été introduit par Margulis [51].
Ensuite, les travaux de Dani [18], puis de Kleinbock et Margulis [43] ont permis
d’aboutir à un énoncé quantitatif adapté à l’approximation diophantienne. Mais
les théorèmes montrés par Kleinbock et Margulis, ou plus récemment par Lindens-
trauss, Margulis, Mohammadi et Shah [49] ne concernent que le groupe SLd. Pour
les applications que nous avons en vue, il est important d’avoir un résultat qui s’ap-
plique dans un Q-groupe semi-simple arbitraire, et qui en respecte la géométrie. Ici
encore, c’est la fonction c : G→ a− qui permet de formuler l’énoncé adéquat.

Nous aurons même besoin d’étendre la fonction c aux parties compactes de G.
Si S ⊂ G est une partie compacte, on pose donc, pour chaque i ∈ {1, . . . , r},

µi(S) = min
v∈Vi(Z)∩X̃i

max
s∈S

∥sv∥.

Cela permet de définir un élément c0(S) ∈ a par

∀i ∈ {1, . . . , r}, ωi(c0(S)) = logµi(S),

puis, comme précédemment,

c(S) = pa−(c0(S)).

Dans toute la suite, le groupeG est muni d’une métrique riemannienne arbitraire. Si
µ est une mesure borélienne sur G, U un ouvert de G, et C,α > 0 deux constantes,
nous dirons qu’une fonction mesurable f : U → R est (C,α)-régulière sur U si pour
toute boule B = B(x, r) ∩ U de U centrée en x ∈ Suppµ, et pour tout ε > 0,

µ({g ∈ B | |f(g)| ≤ ε∥f∥B,µ}) ≤ Cεαµ(B),

où l’on note
∥f∥B,µ = sup{|f(y)| ; y ∈ B ∩ Suppµ}.

Nous montrerons le théorème suivant.

Théorème 1.15 (Non divergence quantitative dans G). Étant donné C0, α0 > 0,
il existe C,α > 0 tels qu’on ait la propriété suivante.

Soit µ une mesure de Radon sur G et B(x, ρ) ⊂ G une boule satisfaisant

∀i ∈ {1, . . . , r}, ∀v ∈ X̃i∩Vi(Z), g 7→ ∥gv∥ est (C0, α0)-régulière sur B(x, 5ρ) pour µ.

Alors, pour tout ε > 0, notant S = Suppµ ∩B(x, ρ),

µ({g ∈ B(x, ρ) | ∥c(g)− c(S)∥ ≥ − log ε}) ≤ Cεαµ(B(x, ρ)).
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Pour l’approximation diophantienne dans les sous-variétés, ce théorème jouera
un rôle analogue à celui du théorème du sous-espace de Schmidt pour l’approxi-
mation diophantienne des points algébriques, et nous permettra notamment de
démontrer les deux résultats ci-dessous. Nous dirons qu’une mesure borélienne sur
G est localement régulière en un point s0 dans G s’il existe une boule ouverte
B = B(s0, r) et des constantes C,α > 0 telles que

∀i ∈ {1, . . . , r}, ∀v ∈ X̃i ∩ Vi(Z), ∀g ∈ G,
s 7→ ∥gsv∥ est (C,α)-régulière sur B pour µ.

Théorème 1.16 (Orbites diagonales partant d’une mesure régulière). Soit (at)t∈R
un sous-groupe à un paramètre dans A, et µ une mesure sur G localement régulière
en s0. Il existe une boule ouverte B centrée en s0 telle que pour µ-presque tout
s ∈ B, notant S = B ∩ Suppµ,

lim
t→+∞

1

t
(c(ats)− c(atS)) = 0.

En d’autres termes, au voisinage de s0, du point de vue de la fonction c, presque
toutes les orbites suivent le même comportement asymptotique, qui ne dépend que
du support de µ au voisinage de s0. Si S est un ensemble algébrique irréductible de
dimension m dans G, on le munit de sa mesure de Lebesgue µ, qui n’est autre que
la restriction à S de la mesure de Hausdorff de dimension m. En tout point non
singulier de S, la mesure µ est localement régulière, et cela permet d’appliquer le
théorème ci-dessus. Dans le cas où l’ensemble algébrique S est défini sur Q, nous
pourrons même montrer, à l’aide de nos résultats sur les nombres algébriques, que
l’expression 1

t c(atS) converge lorsque t tend vers l’infini, et en déduire le résultat
suivant.

Théorème 1.17 (Orbites diagonales et ensembles algébriques). Soit Y ∈ a− un
élément arbitraire, (at)t∈R = (etY )t∈R le sous-groupe à un paramètre associé, et P
le sous-groupe parabolique associé à (at)t∈R :

P =

{
g ∈ G

∣∣∣∣ lim
t→+∞

atga−t existe
}
.

Pour w ∈ WP , nous notons Xw = PwB la variété de Schubert standard corres-
pondante. Étant donné un ensemble algébrique irréductible S dans G défini sur Q,
posons

c∞ = inf{pa−(Y w) ; w ∈WP : ∃γ ∈ G(Q) : S ⊂ Xwγ} ∈ a−.

Alors, pour presque tout s dans S,

lim
t→+∞

1

t
c(ats) = c∞.

et il existe une variété de Schubert rationnelle Xwγ, w ∈WP , γ ∈ G(Q) contenant
S et telle que pa−(Y w) = c∞.

Ici encore, on renvoie au théorème 7.4.1 pour un énoncé plus précis. C’est à
l’aide de ce dernier résultat que nous démontrerons le théorème 1.9.
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Chapitre 2

Une correspondance

Dans ce chapitre et dans toute la suite de ce mémoire, la notation asymptotique
a ≲ b est utilisée pour signifier qu’il existe une constante C ≥ 0 telle que a ≤ C · b.
La constante C peut dépendre de certains paramètres qui ont été fixés auparavant.
Si a ≲ b et b ≲ a, on écrit a ≍ b.

Nous considérerons ici une variété de drapeaux X, obtenue comme un espace
quotientX = P\G d’un Q-groupe semi-simpleG par un Q-sous-groupe parabolique
P . Après avoir défini des hauteurs et des distances surX, nous définirons l’exposant
diophantien d’un point de X, que nous mettrons en relation avec le comportement
asymptotique de certaines orbites dans l’espace des réseaux d’une représentation
rationnelle bien choisie de G.

2.1 Hauteurs

Rappelons qu’un sous-groupe algébrique de G est dit parabolique si la variété
quotient X = P\G est projective. Nous supposerons en outre que le sous-groupe
P est défini sur Q et différent de G ; sous cette condition, des résultats généraux
de structure des groupes semi-simples [11, Théorème 4.13 a)] nous assurent que X
n’est pas réduite à un point et que l’ensemble X(Q) des points rationnels de la
variété X est dense dans X(R).

Pour définir une hauteur sur X = P\G, nous partirons d’une Q-représentation
linéaire à gauche

ρ : G→ GL(Vχ)

engendrée par une unique droite [eχ] ∈ Vχ(Q) telle que

StabG[eχ] = P.

Une telle représentation permet naturellement d’identifier la variété X = P\G à
l’orbite de la droite [eχ] dans l’espace projectif P(V ) via l’application

ι : X → P(V )
Pg 7→ g−1[eχ],

25



26 CHAPITRE 2. UNE CORRESPONDANCE

et comme cette identification préserve les points rationnels, cela permet de définir
la hauteur Hχ sur X, par restriction. Plus précisément, ayant fixé une base ration-
nelle (ui)1≤i≤d de V et une norme euclidienne sur V pour laquelle cette base est
orthonormée, on définit une hauteur sur P(V ) par la formule

H(u) = ∥u∥,

où u est un représentant primitif de u dans le réseau ⊕1≤i≤dZui, et la hauteur sur
X est alors donnée par

Hχ(v) = H(ιχ(v)).

Pour les variétés de drapeaux munies d’une hauteur comme ci-dessus, on dispose
d’un équivalent asymptotique pour le nombre de points de hauteur bornée. Cela a
été observé en premier lieu par Schanuel [56] pour l’espace projectif, puis démontré
par Franke [25] pour une variété de drapeauxX munie de la hauteur anti-canonique.
La version générale que nous citons ici est due à Mohammadi et Salehi Golsefidy
[53, Theorem 4].

Théorème 2.1.1 (Nombre de points rationnels de hauteur bornée). Soit X une
variété de drapeaux définie sur Q, munie d’une hauteur Hχ associée au poids do-
minant χ. Il existe des constantes c, uχ > 0 et vχ ∈ N∗ telles que la quantité

Nχ(T ) = card{v ∈ X(Q) | Hχ(v) ≤ T}

vérifie
Nχ(T ) ∼ c · Tuχ(log T )vχ−1 lorsque T tend vers +∞.

Les constantes uχ et vχ sont facilement calculables en fonction (du plus haut
poids) de la représentation Vχ, comme expliqué dans [53].

Comme cela sera utile dans la suite, nous rappelons brièvement maintenant les
résultats généraux de Borel et Tits [11] sur la structure des Q-groupes semi-simples
et des représentations qui permettent d’obtenir une hauteur comme ci-dessus. Grâce
à [11, Théorème 4.13], on peut fixer dans G un Q-sous-groupe parabolique minimal
B ⊂ P , et T ⊂ B un tore Q-déployé maximal. La dimension de T est le Q-rang de
G ; c’est un entier r ≥ 1 car on suppose que G admet un sous-groupe parabolique
propre défini sur Q. Le choix de B induit un ordre sur le groupe X∗(T ) ≃ Zr des
caractères de T , et donc une base Π du système de racines Σ associé à G et T . La
classification [11, Proposition 5.14] des Q-sous-groupes paraboliques définis sur Q
montre qu’il existe une partie θ ⊂ Π telle que l’algèbre de Lie p du sous-groupe
parabolique P s’écrive

p = z⊕

 ⊕
α∈Σ+∪⟨θ⟩−

gα

 ,

avec
z = {u ∈ g | ∀t ∈ T, (Ad t)u = u}

et
gα = {u ∈ g | ∀t ∈ T, (Ad t)u = α(t)u},

où Σ+ désigne l’ensemble des racines positives, et ⟨θ⟩− ⊂ Σ l’ensemble des racines
négatives qui s’écrivent

α = −
∑
β∈θ

nββ, nβ ∈ N.
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Une représentation rationnelle ρ : G→ GL(V ) engendrée par une droite D inva-
riante par un sous-groupe parabolique P défini sur Q est dite fortement rationnelle.
La droite D est alors l’unique point fixe de l’action de P sur l’espace projectif P(V ),
c’est donc une droite définie sur Q. Si T ⊂ P est un tore Q-déployé maximal, son
action sur V est diagonalisable, et l’on peut écrire

V = ⊕ω∈PV (ω) où V (ω) = {v ∈ V | ∀t ∈ T, ρ(t) · v = ω(t)v}.

L’ensemble P des caractères ω ∈ X∗(T ) qui apparaissent dans cette décomposition
est l’ensemble des poids de la représentation. Si X∗(T ) est muni d’un ordre com-
patible avec le sous-groupe parabolique P , le plus haut poids de la représentation
est l’unique caractère χ ∈ X∗(T ) tel que

∀t ∈ T, ∀v ∈ D, ρ(t) · v = χ(t)v.

L’espace propre V (χ) associé au plus haut poids est égal à la droiteD, on dit parfois
que la représentation est Q-proximale. Une représentation fortement rationnelle est
entièrement déterminée par son plus haut poids.

Dans la suite, on munit l’espace des racines d’un produit scalaire admissible [11,
§2.1]. Notons aussi Π = {α1, . . . , αr} l’ensemble des racines simples et ϖ1, . . . , ϖr

la base duale pour le produit scalaire :

(ϖi, αj) = δij (symbole de Kronecker).

Pour chaque i, on fixe une Q-représentation Vi de G engendrée par une unique
droite rationnelle de plus haut poids ωi = biϖi, avec bi > 0 minimal. Suivant Borel
et Tits [11, §12.13], nous dirons que les représentations Vi, i = 1, . . . , r, sont les
représentations fondamentales de G. Un élément χ dans X∗(T ) est le plus haut
poids d’une représentation fortement rationnelle si et seulement s’il s’écrit

χ =

r∑
i=1

niωi, avec ni ∈ N i = 1, . . . , r.

De plus, si θ ⊂ Π est l’ensemble de racines simples associé à P , on a l’équivalence

P = StabG[eχ] ⇐⇒ θ = {i ∈ {1, . . . , r} | ni = 0}.

Si l’on note r = cardΠ le rang rationnel de G et s = card θ, cela montre en
particulier que l’ensemble des hauteurs possibles pour la variété de drapeaux X =
P\G est en bijection avec (N∗)r−s.

2.2 Distance de Carnot-Carathéodory
Nous fixons maintenant un point réel x de X = P\G, et expliquons comment
évaluer la distance à x d’une approximation v. La distance pour laquelle nous
pourrons obtenir des résultats satisfaisants sur les exposants diophantiens est une
distance de Carnot-Carathéodory, qui n’est pas riemannienne en général, sauf si le
radical unipotent de P est abélien.

Soit T un tore Q-déployé maximal de G inclus dans P . L’algèbre de Lie g se
décompose sous l’action de T en sous-espaces de racines :

g = z⊕

(⊕
α∈Σ

gα

)
,
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où
z = {u ∈ g | ∀t ∈ T, (Ad t)u = u}

et
gα = {u ∈ g | ∀t ∈ T, (Ad t)u = α(t)u}.

D’après [9, §11.7], si Π est une base du système de racines Σ, il existe une partie
θ ⊂ Π telle que l’algèbre de Lie p du sous-groupe parabolique P s’écrive

p = z⊕

 ⊕
α∈Σ+∪⟨θ⟩−

gα

 ,

où Σ+ désigne l’ensemble des racines positives, et ⟨θ⟩− ⊂ Σ l’ensemble des racines
négatives qui s’écrivent

α = −
∑
β∈θ

nββ, nβ ∈ N.

L’algèbre de Lie u− du sous-groupe unipotent U− opposé à P se décompose en
somme directe

u− =
⊕
i≥1

mi,

où mi est la somme de tous les espaces de racines gα, pour −α une racine posi-
tive contenant exactement i éléments hors de θ dans sa décomposition en racines
simples, avec multiplicité. La proposition suivante peut se vérifier au cas par cas
pour chaque système de racines, en utilisant les tables de Bourbaki [12, planches I
à IX] ; la démonstration plus conceptuelle incluse ci-dessous provient de la thèse de
doctorat de Sébastien Miquel, et nous a été communiquée par Yves Benoist.

Proposition 2.2.1 (Stratification de u−). La décomposition u− =
⊕

i≥1mi est
une stratification de u−, i.e. pour chaque i,

[m1,mi] = mi+1.

Démonstration. Si X ∈ gα et Y ∈ gβ , alors [X,Y ] ∈ gα+β , donc pour tout i,
[m1,mi] ⊂ mi+1. Pour l’inclusion réciproque, supposons tout d’abord que le groupe
est déployé sur Q, de sorte que si α, β sont deux racines telles que α + β ∈ Σ est
non nulle, alors [gα, gβ ] = gα+β . Soit i ≥ 2 et β une racine contenant i racines
simples hors de θ ; on veut voir que gβ ⊂ [m1,mi−1]. D’après [62, chapitre 5, §9,
proposition 5, page 32] on peut décomposer β en somme de racines simples

β = α1 + · · ·+ αk

de sorte que pour chaque j ≤ k, α1 + · · · + αj soit une racine. Montrons par
récurrence sur k ≥ i que

gβ ⊂ [m1,mi−1].

Le résultat est clair pour k = i, car alors pour tout j ∈ {1, . . . , k}, αj ̸∈ θ, et par
suite gβ = [gα1

, gα2+···+αk
] ⊂ [m1,mi−1]. Supposons donc k > i. Si αk ̸∈ θ, on a ce

qu’on veut : avec β′ = α1 + · · ·+ αk−1, on a β = β′ + αk et donc gβ = [gαk
, gβ′ ] ⊂

[m1,mi−1]. Si αk ∈ θ, l’hypothèse de récurrence sur k permet d’écrire

gβ′ ⊂ [m1,mi−1].
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Par conséquent

gβ = [gβ′ , gαk
] ⊂ [[m1,mi−1], gαk

] ⊂ [[m1, gαk
],mi−1] + [m1, [mi−1, gαk

]].

Comme αk ∈ θ, [m1, gαk
] ⊂ m1 et [mi−1, gαk

] ⊂ mi−1 et donc

gβ ⊂ [m1,mi−1] + [m1,mi−1].

Si G n’est pas déployé sur Q, on remplace Q par le corps algébriquement clos C, sur
lequel G est déployé. Soit alors T ′ un tore maximal contenant T , et Σ′ le système
de racines associé à G et T ′. Le système de racines Σ de G par rapport à T s’obtient
à partir de Σ′ par restriction à T . Fixons un ordre sur Σ′ compatible avec l’ordre
choisi sur Σ, i.e. tel que la projection d’une racine positive est positive, et notons
Π′ la base associée à cet ordre. D’après [11, proposition 6.8] les éléments de Π′ sont
envoyés par restriction à T sur Π∪ {0}. Soit θ′ ⊂ Π′ l’image réciproque de θ ∪ {0}.
Sur C, et pour le tore T ′, le sous-groupe parabolique P est associé à la partie
θ′ ⊂ Π′ et l’on vérifie facilement que la filtration de u− est aussi construite comme
ci-dessus, à partir de θ′. Le résultat découle donc du cas où G est déployé.

L’espace vectorielm1 ≤ u− s’identifie naturellement à un sous-espace de l’espace
tangent à X = P\G au point base P ; ce sous-espace est invariant par l’action
du stabilisateur P du point base. Nous dirons qu’un chemin γ : [0, 1] → X est
horizontal si pour tout t dans [0, 1],

γ′(t) · s(γ(t))−1 ∈ m1,

où s(x) désigne un élément de G tel que x = Ps(x). Comme m1 est invariant
par P , cette notion ne dépend pas du choix de l’élément s(x). Nous noterons H
l’ensemble des chemins horizontaux. Ayant fixé un sous-groupe compact maximal
K ⊂ G et une norme euclidienne sur m1 invariante sous l’action de K ∩ P , on
définit la longueur d’un chemin horizontal γ par la formule

ℓ(γ) =

∫ 1

0

∥γ′(t) · s(γ(t))−1∥ dt,

où cette fois l’élément s(γ(t)) tel que γ(t) = Ps(γ(t)) est choisi dans K.

Définition 2.2.2 (Distance de Carnot-Carathéodory sur P\G). On définit une
distance sous-riemannienne sur X par la formule

d(x, y) = inf{ℓ(γ) ; γ ∈ H tel que γ(0) = x et γ(1) = y}.

Remarque. La distance de Carnot-Carathéodory que nous avons construite dé-
pend du choix du sous-groupe compact maximal K. Mais toutes les distances
construites de cette manière sont équivalentes, et pour les problèmes d’approxi-
mation diophantienne que nous étudierons, ce choix n’aura donc pas d’importance.

D’après le théorème de Chow [30, Theorem 0.4] cette formule définit bien une
distance sur X, et la topologie associée est équivalente à la topologie usuelle sur X.
De plus, vu notre construction, cette distance est K-invariante. Remarquons aussi
que tout élément g dans G agit sur X en préservant les chemins horizontaux ; par
conséquent, g induit une transformation bi-lipschitzienne deX, muni de la métrique
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de Carnot-Carathéodory. Pour comprendre la géométrie associée à la distance d,
on peut s’aider de la carte locale

U− → X
s 7→ P · s .

Si U− est muni de la distance de Carnot-Carathéodory [48, §3.3, page 79] associée
à la stratification u− = m1 ⊕ · · · ⊕mr cette carte est localement bi-lipschitzienne.
On définit ensuite une quasi-norme sur u− par la formule

|x| = max
1≤i≤r

∥xi∥
1
i ,

où x =
∑

i xi est la décomposition de x suivant la stratification de u−, et ∥·∥ désigne
une norme arbitraire fixée sur u−. Pour r > 0, nous noterons

Bu−(0, r) = {u ∈ u− | |u| ≤ r}.

La figure ci-dessous représente la boule Bu−(0, r) pour r > 0 petit, lorsque U− est
le groupe de Heisenberg de dimension 3, identifié à l’espace R3 muni de l’opération
(x, y, z) ∗ (x′, y′, z′) = (x+ x′, y + y′, z + z′ + xy′).

x

y

z

r2

r

Figure 2.1 : Boule de rayon r > 0 pour U− = Heisenberg(3)

La proposition ci-dessous permet de comparer les boules de rayon r > 0 pour
la distance de Carnot-Carathéodory sur X à des boules pour la quasi-norme |·|
associée à la stratification de u−. En anglais, cet énoncé est souvent appelé « Ball-
box Theorem » ce qui résume bien son contenu.

Proposition 2.2.3 (Ball-box Theorem). Soit x ∈ X et sx ∈ G tel que x = Psx.
Il existe une constante C > 0 telle que pour tout r > 0 suffisamment petit,

P exp(Bu−(0,
r

C
)) · sx ⊂ B(x, r) ⊂ P exp(Bu−(0, Cr)) · sx.

Démonstration. Comme l’application y 7→ ysx est bi-lipschitzienne sur X, il suffit
de vérifier la proposition pour le point x = P . Vue l’équivalence locale des distances
de Carnot-Carathéodory surX et sur U−, il suffit de démontrer le résultat analogue
sur U−. On définit une famille de dilatations δt : u− → u− par δt(

∑
xi) =

∑
tixi.

C’est un sous-groupe à un paramètre d’automorphismes de u−, qui induit donc un
sous-groupe à un paramètre d’automorphismes de U−, toujours noté δt. Comme δt
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préserve les chemins horizontaux et dilate la norme sur m1 par un facteur t, on a
pour tous x et y, d(δt(x), δt(y)) = td(x, y). Par conséquent,

B(1, r) = δr(B(1, 1)) = exp(δr(Bu−(0, 1))) = exp(Bu−(0, r)).

Pour deviner par un argument heuristique la valeur presque sûre de l’exposant
diophantien d’un point de X (cf. paragraphe suivant), il est utile de connaître le
nombre de recouvrement de X par des boules de petit rayon r > 0 pour la métrique
de Carnot-Carathéodory.

Proposition 2.2.4 (Dimension de Carnot-Carathéodory). Le nombre de recouvre-
ment de X à l’échelle δ > 0 est

N(X, δ) ≍ δ− dimcc X .

où dimccX est la dimension de X pour la distance d, égale à

dimccX =
∑
i≥1

idimmi.

Démonstration. Cette formule découle de la proposition précédente, qui décrit la
forme des boules de rayon r pour la métrique d sur X.

Remarque. Les méthodes développées dans ce mémoire permettent de traiter des
quasi-distances un peu plus générales : on peut partir d’une quasi-norme sur p\g
homogène pour un sous-groupe diagonal à un paramètre at = etY dans P . Mais
l’avantage de la métrique de Carnot-Carathéodory est que le drapeau associé dans
p\g est invariant par P , ce qui fait que l’on obtient bien une distance sur X = P\G.
Dans le cadre de l’espace projectif, les quasi-distances sont utilisées dans [1] pour
étudier l’approximation diophantienne dans les groupes nilpotents ; on obtient ainsi
des résultats d’approximation diophantienne pour des quasi-normes dans Rd.

2.3 L’espace des réseaux

Soit V un espace vectoriel euclidien, isomorphe à Rd, d ∈ N∗. Un réseau dans V
est un sous-groupe discret de rang maximal, égal à dimV . Pour décrire la forme
d’un réseau ∆, on définit la suite de ses minima successifs

λ1(∆) ≤ λ2(∆) ≤ · · · ≤ λd(∆)

par
∀i ∈ {1, . . . , d}, λi(∆) = inf{λ > 0 | rang(B(0, λ) ∩∆) ≥ i},

où, pour E ⊂ V , on note rang(E) le rang linéaire de E, i.e. le cardinal maximal
d’une famille libre d’éléments de E. On définit aussi le covolume de ∆ dans Rd,
noté covol(∆), comme le volume d’un domaine fondamental de Rd sous l’action de
∆. Le second théorème de Minkowski [52] relie les minima successifs d’un réseau
et son covolume. Il sera d’une importance capitale dans la suite ce mémoire.
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Théorème 2.3.1 (Second théorème de Minkowski). Soit d ∈ N∗ et ∆ un réseau
dans Rd. Alors,

2d

d!
covol(∆) ≤ λ1(∆) . . . λd(∆) ≤ 2d covol(∆).

Soit maintenant X une variété de drapeaux, obtenue comme un quotient X =
P\G d’un Q-groupe semi-simple G par un sous-groupe parabolique P . Nous fixons
une Q-représentation Vχ de G engendrée par une unique droite rationnelle de plus
haut poids, dont on note eχ un élément rationnel non nul. On a donc

∀p ∈ P, p · eχ = χ(p)eχ.

Cela permet en particulier de définir une hauteur Hχ comme expliqué au para-
graphe 2.1. On munit aussi Vχ d’une norme euclidienne. Pour l’étude de l’approxi-
mation diophantienne dans X, en plus des minima successifs, nous devons définir
une certaine fonction rχ sur l’espace des réseaux de Vχ. Ayant fixé un tore Q-
déployé maximal T dans P , l’espace Vχ se décompose en somme directe d’espaces
de poids. Soit

π+ : Vχ → Reχ
la projection parallèlement à la somme des espaces de poids distincts de Reχ.
Notons aussi

X̃ = G · eχ
le cône dans Vχ engendré par ι(X), privé du point 0. Pour r > 0, on considère la
partie suivante de Vχ :

Cr =

{
v ∈ X̃

∣∣∣∣ ∥v∥ ≤ r et ∥π+(v)∥ > ∥v∥
2

}
.

Remarque. Le choix de la constante 1
2 dans l’inégalité ∥π+(v)∥ > ∥v∥

2 est arbi-
traire dans la définition ci-dessus. La correspondance que nous mettrons en évidence
ci-dessous à la proposition 2.4.4 est encore valable si l’on remplace cette condition
par ∥π+(v)∥ > c∥v∥, pour une constante c > 0 arbitraire.

z

y

x

X̃ = R3 \ {0}
X = P2

G = SL3

eχ = (1, 0, 0)

Cr

X̃ = {x2 + y2 − z2 = 0} \ {0}
X = S1
G = SO2,1

eχ = (1, 0, 1)

x

y

z

Cr

Figure 2.2 : L’ensemble Cr pour X = P2 et X = S1
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Définition 2.3.2 (La fonction rχ). Si ∆ est un réseau de Vχ, on pose

rχ(∆) = inf{r > 0 | Cr ∩∆ ̸= {0}} ∈ R ∪ {+∞}.

Remarque. Attention ! Les parties Cr ne sont pas convexes, et leur volume est
nul en général, car Cr ⊂ X̃. Il n’est donc pas question d’appliquer ici le premier
théorème de Minkowski, et il est d’ailleurs facile de construire un réseau ∆ dans
Vχ tel que rχ(∆) = +∞.

2.4 L’exposant diophantien
Pour chaque choix de hauteur Hχ sur la variété de drapeaux X, nous définissons un
exposant diophantien βχ sur X, que nous interprétons ensuite en termes d’orbites
diagonales dans l’espace des réseaux de la représentation Vχ de plus haut poids χ.

Définition 2.4.1. L’exposant diophantien d’un point x ∈ X pour la distance d de
Carnot-Carathéodory est

βχ(x) = inf{β > 0 | ∃c > 0 : ∀v ∈ X(Q), d(x, v) ≥ c ·Hχ(v)
−β}.

Exercice 1 (Minoration uniforme de l’exposant diophantien). Le but de cet exer-
cice est de minorer l’exposant diophantien d’un point x arbitraire dans X(R), grâce

à la projection stéréographique u− → X
u 7→ Peu.

On fixe un réseau rationnel u−(Z)

dans l’algèbre de Lie u−.

1. Pour u ∈ u− irrationnel, montrer qu’il existe une infinité de rationnels p
q ∈

u−(Q), où p ∈ u−(Z) et q ∈ N∗ tels que
∣∣∣u− p

q

∣∣∣ ≲ q−
1+dimX
dimcc X .

2. Si x = eu, vérifier que d(x, Pe
p
q ) ≍ d(P, e

p
q e−u) ≲

∣∣∣u− p
q

∣∣∣.
3. Justifier que l’application u− → Vχ; u 7→ e−ueχ est polynomiale ; on note dχ

son degré.

4. Montrer que pour tout x ∈ X(R), βχ(x) ≥ 1+dimX
dχ dimcc X .

5. Si X = Grass(ℓ, d) est une variété grassmannienne, munie de la hauteur
associée au plongement de Plücker X ↪→ P(∧ℓRd), montrer que pour tout
x ∈ X(R), βχ(x) ≥ 1

ℓ +
1

ℓ(d−ℓ)min(ℓ,d−ℓ) .

Suivant la méthode introduite par Dani [17], et exploitée ensuite avec succès par
divers auteurs, notamment Kleinbock et Margulis [43, 37], nous voulons traduire les
propriétés diophantiennes d’un point x ∈ X = P\G en termes d’orbites diagonales
dans l’espace des réseaux de Vχ. Pour cela, nous fixons dans Vχ un réseau rationnel
Vχ(Z), et si x = Psx est un élément de X, nous lui associons le réseau

∆x = sxVχ(Z).

Par ailleurs, ayant fixé un tore Q-déployé maximal T ⊂ P , nous noteronsA = T 0(R)
la composante neutre de ses points réels, et a l’algèbre de Lie de A. Rappelons que
l’on note Π une base du système de racines de G pour T , et θ ⊂ Π la partie
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associée au sous-groupe parabolique P , telle que toutes les racines négatives de P
se décomposent en éléments de θ. On définit alors un sous-groupe diagonal (at)t∈R
à un paramètre dans G en posant

at = etY où Y ∈ a est défini par α(Y ) =

{
0 si α ∈ θ
−1 si α ̸∈ θ.

(2.1)

Ce sous-groupe est choisi de sorte que la quasi-norme sur u− définie au paragraphe
ci-dessus satisfasse la propriété d’homogénéité suivante.

Lemme 2.4.2. Pour tout t ∈ R et tout u ∈ u−,

|(Ad at)u| = et|u|.

Démonstration. Écrivons u =
∑

j≥1 uj suivant la décomposition en somme directe
u− = m1⊕ · · ·⊕ms. Comme Ad at = et adY , cette décomposition est préservée par
Ad at et de plus, vu la définition de Y , pour chaque j, (Ad at)uj = ejtuj . Avec la
formule |u| = max1≤j≤s∥uj∥

1
j , on trouve ce qu’on veut.

Définition 2.4.3 (Taux de fuite dans l’espace des réseaux de Vχ). Le taux de fuite
du réseau ∆x = sxVχ(Z) sous l’action de (at)t∈R est

γχ(x) = lim inf
t→∞

−1

t
log rχ(at∆x)

Remarque. Ce taux de fuite ne dépend pas du choix de l’élément sx tel que
x = Psx, car pour tout p ∈ P , l’élément atpa−1

t converge vers un élément p∞ ∈ P
lorsque t tend vers l’infini et p∞eχ = χ(p∞)eχ. Par conséquent, si ∥atv∥ ≤ e−γt et
∥π+(atv)∥ ≥ ∥atv∥

2 alors ∥atpv∥ ≤ Ce−γt et ∥π+(atpv)∥ ≥ ∥atpv∥
2C , où C est une

constante qui dépend de p∞. Ensuite, prenant t′ = t−C, avec C > 0 suffisamment
grand, comme la direction eχ est plus contractée que les autres par un facteur
exponentiel, on trouve ∥π+(at′pv)∥ ≥ ∥at′pv∥

2 et ∥at′pv∥ ≤ C ′e−γt′ .

Remarque. Il existe une constante c = cx > 0 telle que pour tout v non nul
dans ∆x, ∥v∥ ≥ c. Par suite, pour tout t > 0, tout vecteur v non nul de at∆x

satisfait ∥v∥ ≥ cetχ(Y ), ce qui montre que pour tout x, γχ(x) ≤ −χ(Y ). Cette
majoration est optimale, comme le montre le cas sx = 1. On peut même montrer
que la fonction γχ est toujours à valeurs dans l’intervalle [χ(Y ),−χ(Y )], où at =
etY . Cela découle du fait que les valeurs propres de at dans Vχ sont toutes dans
l’intervalle [e−tχ(Y ), etχ(Y )], et que les minima successifs du réseau atsxVχ(Z) sont
contrôlés par ces valeurs propres. Mais il est plus difficile de déterminer la borne
inférieure optimale de γχ sur X. L’exercice 1 ci-dessus montre que pour tout x,
βχ(x) ≥ 1+dimX

dχ dimcc X > 0, et avec la proposition 2.4.4 ci-dessous, cela donne une borne
inférieure uniforme sur γχ(x) strictement meilleure que χ(Y ), mais généralement
non optimale.

Dans son article [17], Dani formule en termes dynamiques la correspondance
entre les propriétés diophantiennes d’un point x de l’espace projectif Pd−1(R) et
le comportement d’une orbite diagonale (atsxZd)t>0 dans l’espace des réseaux de
Rd : les bonnes approximations rationnelles de x correspondent aux petits vecteurs
dans les réseaux de l’orbite. La proposition suivante généralise cette correspon-
dance pour les variétés de drapeaux. Une différence majeure apparaît cependant :
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s’il est toujours vrai qu’une bonne approximation rationnelle du point x permet de
construire un petit vecteur dans un réseau atsxVχ(Z), pour t > 0 bien choisi, la
réciproque n’est pas toujours vraie. Pour pouvoir construire une bonne approxima-
tion à partir d’un petit vecteur v dans atsxVχ(Z), il est nécessaire d’imposer que
ce vecteur appartienne à l’orbite X̃ d’un vecteur de plus haut poids dans Vχ, et
surtout, que sa projection dans la direction de plus haut poids soit comparable à
sa norme.

Proposition 2.4.4 (Correspondance drapeau-réseau). Soit G un Q-groupe semi-
simple, P un Q-sous-groupe parabolique, et X = P\G la variété quotient. Fixons
aussi une hauteur Hχ sur X(Q), donnée par un poids dominant χ associé à P .

Avec les notations ci-dessus, pour tout x ∈ X(R),

βχ(x) =
1

−χ(Y )− γχ(x)
.

Démonstration. La hauteur Hχ sur X(Q) est donnée par la formule

Hχ(v) = ∥v∥,

où v ∈ Vχ(Z) est un représentant primitif de v ∈ X(Q).
Soit β < βχ(x), de sorte qu’il existe un point rationnel v ∈ X(Q) arbitrairement

proche de x tel que d(x, v) ≤ Hχ(v)
−β . Écrivons

x = Psx et v = Peusx, avec u ∈ u−,

ce qui peut aussi s’écrire, en identifiant X ≃ G · [eχ],

x = s−1
x · [eχ] et v = s−1

x e−u · [eχ].

Si v est un représentant primitif de v dans Vχ(Z), le vecteur sxv est porté par la
direction Re−ueχ, et par conséquent, pour tout t > 0,

atsxv ≍ Hχ(v)ate
−ueχ

= Hχ(v)χ(at)e
−(Ad at)ueχ

= Hχ(v)χ(at)

(
eχ −

(
(Ad at)u

)
eχ +

1

2

(
(Ad at)u

)2
eχ + . . .

)
.

Notons que dans la somme ci-dessus, seul le premier terme eχ n’est pas dans le
noyau de π+.

D’après la proposition 2.2.3, la distance d(x, v) est comparable à la quasi-norme
du vecteur u dans u− :

d(x, v) ≍ |u| ≤ Hχ(v)
−β .

Soit alors c > 0 tel que pour tout w ∈ u− tel que |w| ≤ c, on ait ∥w∥ ≤ 1
4 , et t > 0

tel que et = c ·Hχ(v)
β . Avec ce choix de t, par homogénéité de la quasi-norme |·|

pour le flot Ad at,
|(Ad at)u| = et|u| ≤ c · et · d(x, v) ≤ c

et donc
∥(Ad at)u∥ ≤ 1

4
.
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Posant w = (Ad at)u, on a ∥w∥ ≤ 1/4, donc

1

2
≥
∥∥(e−w − I)eχ

∥∥ ≥
∥∥∥∥−weχ +

1

2
w2eχ + . . .

∥∥∥∥
puis

∥eχ∥ = 1 ≥ 1

2
·
∥∥∥∥eχ − weχ +

1

2
w2eχ + . . .

∥∥∥∥
i.e.

∥π+(atsxv)∥ ≥ 1

2
∥atsxv∥.

De plus,
∥atsxv∥ ≤ 2Hχ(v)χ(at) = 2c−βet(χ(Y )+ 1

β ).

Cela montre que γχ(x) ≥ −χ(Y )− 1
β , et donc

βχ(x) ≤
1

−χ(Y )− γχ(x)
.

Pour montrer l’inégalité réciproque, fixons γ < γχ(x). On peut donc trouver
t > 0 arbitrairement grand et v ∈ X̃ ∩ Vχ(Z) tels que

∥atsxv∥ ≤ e−γt (2.2)

et
∥π+(atsxv)∥ ≥ 1

2
∥atsxv∥. (2.3)

Notons v l’image de v dans X, et comme ci-dessus, soit u ∈ u− tel que v = Peusx.
Grâce à l’expression de atsxv déjà utilisée précédemment, nous avons π+(atsxv) ≍
Hχ(v)χ(at)eχ, et donc, d’après (2.3),

1

Hχ(v)χ(at)
∥atsxv∥ ≲ 1.

On utilise ensuite la stratification u− = m1⊕ · · ·⊕mr, et on décompose u =
∑

i ui
suivant cette somme directe. Dans l’égalité

eχ − 1

Hχ(v)χ(at)
atsxv =

(∑
i

((Ad at)ui)eχ

)
− 1

2

(
(Ad at)u

)2
eχ + . . . , (2.4)

le terme ((Ad at)u1)eχ est en somme directe avec tous les autres, et l’on peut donc
majorer

∥(Ad at)u1eχ∥ ≲ 1.

Comme P = Stab[eχ], l’application u 7→ u · eχ est un difféomorphisme local au
voisinage de 0, et par conséquent,

∥(Ad at)u1∥ ≲ 1.

Dans (3.7), on peut alors faire passer tous les termes du membre de droite de la
forme ((Ad at)u1)

ieχ dans le membre de gauche, et cela n’augmente pas signifi-
cativement la norme de ce dernier. Le terme ((Ad at)u2)eχ est alors en somme
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directe avec tous les autres termes du membre de droite, ce qui permet de voir que
∥((Ad at)u2)eχ∥ ≲ 1, puis

∥(Ad at)u2∥ ≲ 1.

Ainsi de proche en proche, on montre que pour chaque i, ∥(Ad at)ui∥ ≲ 1, de sorte
qu’à la fin ∥((Ad at)u)eχ∥ ≲ 1, et donc aussi

|(Ad at)u| ≲ 1.

Par suite,
d(x, v) ≍ |u| = e−t|(Ad at)u| ≲ e−t.

Or, l’inégalité (2.2) implique Hχ(v)χ(at) = Hχ(v)e
tχ(Y ) ≤ e−γt, d’où l’on tire

et(χ(Y )+γ) ≤ Hχ(v)
−1, puis1

d(x, v) ≲ Hχ(v)
−1

−χ(Y )−γ .

Comme γ peut être choisi arbitrairement proche de γχ(x), on obtient bien

βχ(x) ≥
1

−χ(Y )− γχ(x)
.

Le premier résultat important impliqué par la proposition 2.4.4 est le théorème
suivant, selon lequel la fonction βχ est constante presque partout sur X.

Théorème 2.4.5 (Valeur presque sûre de l’exposant diophantien). Soit G un Q-
groupe semi-simple, P un Q-sous-groupe parabolique, X = P\G la variété quotient,
et Hχ la hauteur sur X(Q) associée au poids dominant χ. Il existe une constante
βχ(X) > 0 telle que pour presque tout x dans X(R),

βχ(x) = βχ(X).

De plus, si Π est une base d’un système de racines de G et θ ⊂ Π est telle que
P = Pθ, alors

βχ(X) =
−1

χ(Y )
,

où Y ∈ a est l’élément défini par

α(Y ) =

{
0 si α ∈ θ
−1 si α ∈ Π \ θ.

Remarque. La formule βχ(X) = −1
χ(Y ) implique en particulier que βχ(X) est

rationnel. En effet, il existe un entier ℓ ≥ 1 tel que pour tout élément χ dans le
réseau des poids, on ait χ(Y ) ∈ 1

ℓZ. Si le poids χ est choisi dans le réseau engendré
par les racines, on a même −χ(Y ) ∈ N∗.

Démonstration. D’après la proposition 2.4.4, il suffit de faire voir que pour presque
tout x dans X(R), γχ(x) = 0. Notons Γ le sous-groupe arithmétique de G qui

1Noter que χ(Y ) + γ < 0.
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stabilise le réseau Vχ(Z). Tout d’abord, par ergodicité du flot (at)t∈R sur l’espace
Ω = G/Γ, pour presque tout s ∈ G,

lim
t→∞

1

t
log λ1(atsVχ(Z)) = 0.

En effet, supposons qu’on ait λ1(atsVχ(Z)) ≤ e−τt pour t > 0 arbitrairement grand.
Alors, pour tout t′ ∈ [(1 − τ/2)t, t], λ1(at′sVχ(Z)) ≤ e−τt/2. Fixons ε > 0 tel que
m({∆ | λ1(∆) ≤ ε}) ≤ τ/4. Si t est assez grand, e−τt/2 ≤ ε donc d’après ce qui
précède, 1

t |{t
′ ∈ [0, t] | λ1(at′sVχ(Z) ≤ ε})| ≥ τ/2. Mais par ergodicité, le membre

de gauche converge vers m({∆ | λ1(∆) ≤ ε}) ≤ τ/4 ; cela donne la contradiction
désirée. La limite ci-dessus ne dépend que de la classe Ps de s modulo P donc,
pour presque tout x = Psx dans X(R),

lim
t→∞

1

t
log λ1(atsxVχ(Z)) = 0. (2.5)

Le résultat découle alors du lemme suivant, dont nous ferons encore usage dans les
chapitres 5 et 8.

Nous avons vu dans la démonstration ci-dessus que pour presque tout x dans
X(R), limt→+∞

1
t log λ1(atsxVχ(Z)) = 0. Sous cette condition, pour t > 0 grand,

le réseau atsxVχ(Z) admet non seulement un vecteur de norme eo(t), mais aussi
toute une base presque orthogonale constituée de vecteurs de norme eo(t). Cette
observation permet d’obtenir un vecteur de norme eo(t) non loin de n’importe quelle
direction dans Vχ, et ainsi de montrer le lemme suivant.

Lemme 2.4.6. Soit G un Q-groupe semi-simple, P un Q-sous-groupe parabolique,
et X = P\G la variété quotient. Fixons aussi une hauteur Hχ sur X(Q), donnée
par un poids dominant χ associé à P .

Soit x ∈ X(R) et sx ∈ G tel que x = Psx. Si limt→∞
1
t log λ1(atsxVχ(Z)) = 0,

alors
βχ(x) = βχ(X).

Démonstration. D’après la proposition 2.4.4, il suffit de voir que γχ(x) = 0. Comme
rχ(∆) ≥ λ1(∆) il est clair que

γχ(x) = lim sup
−1

t
log rχ(atsx)

≤ lim sup
−1

t
log λ1(atsxVχ(Z)) = 0.

Pour la réciproque, nous utiliserons le théorème 4.1.2, tiré de la théorie de la ré-
duction des groupes arithmétiques, dont les résultats principaux sont rappelés au
chapitre 4. Pour tout t, ce théorème nous donne une décomposition de Siegel de
atsx :

atsx = kanγ avec k ∈ K, a ∈ Aτ , n ∈ ω, γ ∈ CΓ,

où C est une partie finie de G(Q), Γ le stabilisateur de Vχ(Z) dans G, et Aτ et ω
sont définis au paragraphe 4.1. Comme λ1(atsxVχ(Z)) = eo(t), on a aussi

∥a∥ = eo(t).
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Soit (u1, . . . , uk) une base de Vχ(Q) constituée d’éléments de X̃ ∩ Vχ(Z). Le sous-
réseau qu’elle engendre est d’indice fini dans Vχ(Z). Si D ∈ N∗ est un dénomi-
nateur commun aux coefficients des éléments de C dans la représentation sur Vχ,
la base (Datsxγ

−1u1, . . . , Datsxγ
−1uk) est constituée d’éléments de norme eo(t)

appartenant à X̃ ∩ atsxVχ(Z), et engendre un réseau de covolume borné indépen-
damment de t. Par conséquent, on peut trouver i tel que l’élément vi = atsxγ

−1ui

vérifie ∥π+(vi)∥
∥vi∥ ≥ e−o(t), et quitte à remplacer t par (1 − o(1))t, on aura même

∥π+(vi)∥
∥vi∥ ≥ 1

2 . Comme on a aussi ∥vi∥ ≤ eo(t), cela donne bien γχ(x) ≥ 0, ce qu’il
fallait démontrer.

2.5 Points mal approchables
Par analogie avec la terminologie utilisée pour P1(R), nous définissons l’ensemble
BAX des points mal approchables dans X par

BAX = {x ∈ X(R) | ∃c > 0 : ∀v ∈ X(Q), d(x, v) ≥ cHχ(v)
−βχ}.

Nous montrons ci-dessous que cet ensemble est non vide, et même que sa dimension
de Hausdorff est maximale, ce qui généralise un résultat bien connu de Schmidt pour
l’espace projectif [58]. Notre démonstration utilise une variante des jeux de Schmidt,
similaire à celle utilisée dans un article en commun avec Dmitry Kleinbock [40] pour
montrer la propriété dans le cas particulier où X est une quadrique projective.
Insistons cependant sur le fait que la distance utilisée ci-dessous sur X(R) est celle
associée à la métrique de Carnot-Carathéodory introduite à la partie 2.2.

Commençons par expliquer la règle du jeu de Schmidt, qui dépend d’un para-
mètre fixe α ∈]0, 13 [. Le jeu se joue entre deux joueurs Alice et Bob. Pour commencer
la partie, Alice choisit une boule B0 = B(x0, ρ0) dans X(R). Bob peut alors ôter
à B0 un voisinage de taille ε0 ≤ αρ0 d’une sous-variété linéaire stricte L, i.e. de
l’intersection de X(R), vue comme une partie de Vχ(R), avec un hyperplan de
Vχ. Puis Alice doit choisir une boule B1 de rayon ρ1 ≥ αρ0 dans la partie restante
B0\L(ε0). Ensuite, Bob peut supprimer de B1 un voisinage de taille ε1 ≤ αρ1 d’une
sous-variété linéaire, et ainsi de suite. Une partie S ⊂ X(R) est dite α-gagnante si
Bob peut toujours jouer de sorte que l’intersection décroissante ∩i≥0Bi vérifie

S ∩

⋂
i≥0

Bi

 ̸= ∅.

Une partie S est dite gagnante si elle est α-gagnante pour α > 0 arbitrairement
proche de zéro (ou, de manière équivalente, pour tout α suffisamment proche de
zéro). Deux propriétés importantes des ensembles gagnants sont données dans la
proposition ci-dessous, qui se démontre avec des arguments très semblables à ceux
utilisés par Schmidt dans son article fondateur [58]. Le lecteur intéressé par le sujet
pourra aussi consulter Broderick, Fishman, Kleinbock, Reich et Weiss [14] pour des
variantes du jeu de Schmidt plus proches de celle que nous utilisons ici.

Proposition 2.5.1. Soit X une variété de drapeaux munie de la distance de
Carnot-Carathéodory naturelle et d’une hauteur associée à un poids dominant χ.

1. Si (Sk) est une famille dénombrable de parties gagnantes dans X(R), alors
S =

⋂
k Sk est aussi une partie gagnante.
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2. Si S est une partie gagnante de X(R), alors S est dense dans X(R) et
dimH S = dimX.

Démonstration. Pour le premier point, fixons α ∈]0, 1/3[. En suivant aux temps
1, 3, 5, . . . une stratégie α2-gagnante pour S1, Bob peut s’assurer que l’intersection
S1∩B0∩B2∩B4 . . . est non vide. Aux temps 2, 6, 10, . . . une stratégie α4-gagnante
pour S2 permet aussi de s’assurer que S2 ∩ B1 ∩ B5 ∩ . . . est non vide. Et ainsi
de suite, pour chaque k ≥ 1, Bob peut choisir une stratégie α2k gagnante pour
Sk, qu’il joue aux temps 2k−1(2n + 1), n ∈ N pour que l’ensemble Sk rencontre
toujours l’intersection ∩i≥0Bi. Cela définit une stratégie pour laquelle l’intersection
S ∩ (∩iBi) est toujours non vide. Donc S est un ensemble gagnant.

Pour le second point, la propriété de S pour un petit paramètre α > 0 permet de
construire une suite décroissante de fermés (Kn)n≥1 telle qu’à chaque étape, pour
une constante c > 0 indépendante de n et α, la partie Kn soit réunion d’au moins
(c · αdimcc X)n boules de rayon αn, et telle que l’intersection K =

⋂
n≥1Kn soit

incluse dans S. Pour la métrique de Carnot-Carathéodory, on vérifie sans peine
que dimH,ccK ≥ (dimcc X)|logα|−|log c|

|logα| , d’où l’on tire, en faisant tendre α vers 0,
dimH,cc S = dimccX. Cela implique la même égalité pour la métrique rieman-
nienne : dimH S = dimX.

Remarque. Dans le second point, la dimension de Hausdorff est celle associée à
une métrique riemannienne sur X(R), et dimX désigne la dimension de X au sens
usuel du terme. Mais la démonstration de la proposition montre plutôt l’égalité
analogue pour la métrique de Carnot-Carathéodory dimH,cc S = dimccX, qui lui
est en fait équivalente.

Théorème 2.5.2 (Propriété de Schmidt des points mal approchables). Soit X
une variété de drapeaux munie de la distance de Carnot-Carathéodory naturelle et
d’une hauteur associée à un poids dominant χ. L’ensemble BAX est un ensemble
gagnant au sens défini ci-dessus. En particulier,

dimH BAX = dimX.

Pour démontrer ce théorème, nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 2.5.3 (Lemme du simplexe). Soit X une variété de drapeaux munie de
la distance de Carnot-Carathéodory naturelle et d’une hauteur associée à un poids
dominant χ. Il existe une constante c > 0 telle que pour toute boule B(x, ρ) ⊂ X(R)
de rayon ρ ∈]0, 1[, l’ensemble

Ex,ρ = B(x, ρ) ∩
{
v ∈ X(Q)

∣∣∣ H(v) ≤ cρ
− 1

βχ(X)

}
soit inclus dans une sous-variété linéaire stricte de X.

Démonstration. On reprend les notations utilisées dans la démonstration de la
proposition 2.4.4. En particulier si Bρ = B(x, ρ), on note sx ∈ K un élément tel
que Psx = x. Soit v ∈ X(Q) ∩ Bρ tel que H(v) ≤ cρ

− 1
βχ(X) , et v un représentant

dans Vχ(Z).
Soit t > 0 tel que e−tχ(Y ) = ρ

− 1
βχ(X) . Si c > 0 est choisi suffisamment petit, le

calcul utilisé dans la première partie de la démonstration de la proposition 2.4.4
montre que ∥atsxv∥ < 1. Comme le réseau atsxVχ(Z) est de covolume égal à 1, cela
implique que tous les représentants v des éléments v ∈ Ex,ρ sont inclus dans un
hyperplan de Vχ, i.e. que Ex,ρ est inclus dans une sous-variété linéaire de X.
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Démonstration du théorème 2.5.2. Notons pour simplifier β = βχ(X), et fixons un
petit paramètre α > 0. Pour commencer, Alice choisit une boule B0 = B(x0, ρ0).
D’après le lemme 2.5.3, il existe une constante c > 0 telle que tous les points
rationnels v ∈ X(Q) dans 2B0 tels que H(v) ≤ cρ

− 1
β

0 soient inclus dans une sous-
variété linéaire L0. Bob peut alors supprimer le voisinage L

(αρ0)
0 de cette sous-

variété. Et de même, dans toute la suite de la partie, chaque fois qu’Alice a choisi
une boule Bi = B(xi, ρi), où ρi = ρ0α

i, les points rationnels v ∈ 2Bi tels que

H(v) ≤ cρ
− 1

β

i sont tous dans une sous-variété linéaire Li, et Bob peut supprimer
le petit voisinage L(αρi)

i .
Cette stratégie implique que tout point x∞ dans l’intersection ∩iBi est aussi

dans BAX . En effet, si v ∈ X(Q), on peut choisir i tel que

cρ
− 1

β

i−1 ≤ H(v) ≤ cρ
− 1

β

i . (2.6)

Si v ̸∈ 2Bi, alors, comme x∞ ∈ Bi, on trouve

d(x∞, v) ≥ ρi = αρi−1 ≥ αcβH(v)−β

tandis que si v ∈ 2Bi, l’inégalité (2.6) implique v ∈ Li, et comme x∞ ∈ Bi+1,

d(x∞, v) ≥ αρi = α2ρi−1 ≥ α2cβH(v)−β .

Posant c′ = cβα2, on trouve

∀ v ∈ X(Q), d(x∞, v) ≥ c′H(v)−1,

et donc x∞ ∈ BAX .

2.6 Le cas particulier de la hauteur anti-canonique

En géométrie arithmétique, les hauteurs sur une variété X peuvent se définir à par-
tir des fibrés en droites sur X. On renvoie à Bombieri et Gubler [8, Chapter 2] pour
le détail de cette construction dont nous n’aurons pas besoin dans cette généralité.

Exemple (Fibré dual et hauteur standard sur Pn). La variété

OPn(−1) = {(x, v) ∈ Pn × Cn+1 | v ∈ x}

définit un fibré en droites, dit tautologique, sur Pn. Le fibré en droites dual sur Pn

est noté OPn(1) et la hauteur associée à ce fibré est la hauteur standard sur Pn.

Sur une variété lisse X, on dispose toujours du fibré tangent, qui suggère une
hauteur naturelle sur X, la hauteur anti-canonique. Pour cette hauteur, certains
résultats s’énoncent plus simplement.

Définition 2.6.1 (Fibré anti-canonique). Si X est une variété lisse de dimension n
et TX son fibré tangent, on définit le fibré en droites anti-canonique sur X comme
la puissance extérieure

−CX = ∧n(TX).
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S’il existe un plongement X ↪→ PN dans un espace projectif tel que −CX

coïncide avec la restriction à X du fibré dual sur PN , on dit que X est une variété
de Fano. Dans ce cas, on peut définir la hauteur anti-canonique sur X comme la
restriction à X de la hauteur standard sur PN .

Proposition 2.6.2 (Hauteur anti-canonique sur une variété de drapeaux). Soit
X = P\G une variété de drapeaux donnée par le quotient Q-groupe algébrique
semi-simple par un Q-sous-groupe parabolique P . La hauteur anti-canonique est la
hauteur associée au plongement

X ↪→ P(Vρ)

défini à partir de la représentation fortement rationnelle Vρ de G de plus haut poids
ρ égal à la somme des racines du radical unipotent de P . En particulier, X est une
variété de Fano.

Démonstration. Il s’agit de vérifier que le fibré en droites anti-canonique sur X
coïncide avec la restriction à X du fibré dual sur P(Vρ). Nous allons pour cela
utiliser l’action naturelle de G sur l’espace des sections de −CX donnée par

(g · f)(x) = f(x · g) · g−1.

Soit f une section de −CX qui engendre une droite stable par le sous-groupe de
Borel B− opposé à B, sous-groupe de Borel inclus dans P . Comme la section f est
non identiquement nulle et équivariante par l’action de B−, on doit avoir f(P ) ̸= 0.

Si χ est le caractère de B− associé à la droite engendrée par f , on a pour tout
b ∈ B−,

χ(b)f(x) = (b · f)(x) = f(xb) · b−1.

Soit g la fonction sur u− telle que

f(Peu) = (Peu, g(u) · eu).

L’hypothèse que f est vecteur propre associé au caractère χ s’écrit, pour tout
b ∈ B− et u ∈ U−,

χ(b)g(u) = ρ(b−1)g((Ad b−1)u).

Comme f(P ) = g(0) ̸= 0, cela implique en particulier χ = ρ−1. Ensuite, g est une
fonction polynomiale sur u− invariante par B−, et donc en particulier par T . Donc
g est constante. Réciproquement, la section rationnelle f de −CX correspondant à
g = 1 sur l’ouvert O = P · exp(u−) est un vecteur de plus haut poids ρ−1 pour le
sous-groupe de Borel B−, donc elle engendre une représentation de G de dimension
finie isomorphe à Vρ, et en particulier f est une section régulière sur tout X.

On a ainsi démontré qu’il existe une unique droite stable par B− dans l’espace
des sections de −CX , et que le poids associé est égal à ρ−1. Cela implique que
l’espace des sections de −CX est isomorphe à la représentation de G de plus haut
poids ρ pour B. Si (f1, . . . , fk) est une base de la représentation de G engendrée
par f , l’application

x 7→ (f1(x) : . . . : fk(x))

définit un plongement de X dans P(Vρ), et avec ce plongement, la restriction à X
du fibré dual sur P(Vρ) est égale à −CX .
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D’après un résultat de Franke [25], lorsque la variété de drapeaux est munie
de la hauteur anti-canonique, le nombre NX(T ) de points rationnels de hauteur
anti-canonique au plus T dans X vérifie, pour certaines constantes c > 0 et b ∈ N∗,

NX(T ) ∼ c · T (log T )b−1, (T → ∞).

Si ces points sont bien répartis, on peut donc s’attendre à ce que la valeur presque
sûre βχ(X) de l’exposant diophantien soit donnée par 1

dimcc X , où dimccX est la
dimension de X pour la distance de Carnot-Carathéodory, donnée par l’équivalent
asymptotique N(X, δ) ≍ δ− dimcc X , où N(X, δ) désigne le nombre de boules de
rayon δ > 0 nécessaire pour recouvrir l’espace compact X(R). Le théorème suivant
confirme cet argument heuristique.

Théorème 2.6.3 (Exposant diophantien pour la hauteur anti-canonique). Soit G
un Q-groupe semi-simple, P un Q-sous-groupe parabolique, et X = P\G la variété
quotient. On munit X de la hauteur anti-canonique Hcan et on note βcan l’exposant
diophantien associé. Alors

βcan(X) =
1

dimccX

où dimccX est la dimension de Carnot-Carathéodory de X.

Démonstration. Il suffit de vérifier que la formule générale donnée par le théo-
rème 2.4.5 donne la valeur souhaitée dans ce cas particulier.

Les racines qui apparaissent dans le radical unipotent de U sont exactement
celles dont la décomposition en racines simples contient un élément hors de la
partie θ associée à P . Soit ρ =

∑
α∈ΣU

α la somme de ces racines. On décompose
cette somme suivant le nombre d’éléments hors de θ contenus dans la racine α. Vue
la définition de l’élément Y , et en utilisant aussi le fait que U est naturellement
isomorphe au sous-groupe unipotent U− opposé à P , on obtient

ρ(Y ) = −
∑
i≥1

i dimmi = −dimccX.

Cette valeur explicite de βcan(X), combinée avec l’équivalent asymptotique de
Franke logNX(T ) ∼ log T et un principe de transfert dû à Beresnevich et Velani [5]
permet même de calculer la dimension de Hausdorff des points de X(R) tels que
βcan(x) = β.

Théorème 2.6.4 (Théorème de Jarník pour une variété de drapeaux). Soit X une
variété de drapeaux rationnelle munie de sa métrique de Carnot-Carathéodory et
de la hauteur anti-canonique Hcan. Pour tout β ≥ 1

dimcc X , l’ensemble

Eβ = {x ∈ X(R) | βcan(x) ≥ β}

vérifie

dimH,ccEβ =
1

β
.
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Démonstration. Soit β ≥ 1
dimcc X . Commençons par vérifier que si s > 1

β , alors la
mesure de Hausdorff de dimension s de Eβ est nulle : Hs

cc(Eβ) = 0. Pour cela, on
utilise le recouvrement de Eβ par les boules B(v,H(v)−β), v ∈ X(Q) :

Eβ ⊂
⋃

H(v)≥2n0

B(v,H(v)−β)

et on majore ∑
H(v)≥2n0

H(v)−βs ≤
∑
n≥n0

2−nβsNX(2n+1)

≤ Cε

∑
n≥n0

2−n(βs−1−ε),

où la deuxième inégalité provient de la majoration NX(T ) ≤ CεT
1+ε, qui découle

de l’équivalent asymptotique de Franke rappelé ci-dessus. Si ε > 0 est choisi assez
proche de zéro pour que βs − 1 − ε > 0, la somme converge, et en faisant tendre
n0 vers l’infini, on trouve donc Hs

cc(Eβ) = 0. Cela montre déjà dimH,ccEβ ≤ 1
β .

Pour montrer l’inégalité réciproque, on utilise le principe de transfert de Beres-
nevich et Velani [5, Theorem 3]. Remarquons que la mesure de Lebesgue sur X(R)
est équivalente à la mesure de Hausdorff en dimension dimccX définie pour la mé-
trique de Carnot-Carathéodory. Pour abréger les notations, posons g : x 7→ xdimcc X

et notons Hg
cc la mesure de Hausdorff associée à cette fonction, pour la métrique de

Carnot-Carathéodory. Pour certaines constantes c1, C2 > 0, la mesure d’une boule
de rayon r ≤ 1 dans X(R) est contrôlée par

c1g(r) ≤ Hg
cc(B(x, r)) ≤ C2g(r).

Suivant les notations de [5], si f : R+ → R+ est une fonction croissante bijective,
et B = B(x, r) une boule dans X, on note

Bf = B
(
x, g−1f(r)

)
= B

(
x, (f(r))

1
dimcc X

)
.

En particulier, Bg = B. Fixons β > 1
dimcc X , et notons (Bi)i∈N la famille de boules

B(v,H(v)−β), v ∈ X(Q)

de sorte que
Eβ ⊃ lim sup

i
Bg

i .

Soit ε > 0 et f : x 7→ x
1

β+ε . D’après le théorème 2.6.3 l’ensemble lim supiB
f
i est de

mesure pleine :

∀B ⊂ X(R), Hg(B ∩ lim sup
i

Bf
i ) = Hg(B).

D’après [5, Theorem 3], cela implique

∀B ⊂ X(R), Hf (B ∩ lim sup
i

Bg
i ) = Hf (B)

et donc
dimH,ccEβ ≥ 1

β + ε
.
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Remarque. Lorsque X n’est pas munie de la hauteur anti-canonique, on peut
toujours utiliser l’équivalent de Mohammadi et Salehi Golsefidy [53]

NX(T ) ∼ cTuχ(log T )vχ

et le lemme de Borel-Cantelli pour montrer que βχ(X) ≤ uχ

dimcc X . Mais cette in-
égalité peut être stricte. En effet, la formule βχ(X) = 1

χ(Y ) peut s’écrire βχ(X) =
1

⟨χ,
∑

i∈θ ϖi⟩ et dimccX = ⟨ρ,
∑

i∈θϖi⟩, où ρ est la somme des racines de l’unipotent
de P , donc

(dimccX)βχ(X) =
⟨ρ,
∑

i∈θϖi⟩
⟨χ,
∑

i∈θϖi⟩
.

D’autre part, la formule donnée pour uχ dans [53] est

uχ = max
i∈θ

⟨ρ, αi⟩
⟨χ, αi⟩

.

Et il est facile de construire un exemple où ces deux quotients prennent des valeurs
différentes. Remarquons qu’une inégalité stricte βχ(X) <

uχ

dimcc X signifie que les
points rationnels de hauteur au plus T ne sont pas répartis uniformément dans
X. On peut supposer qu’ils s’accumulent sur certaines familles de sous-variétés,
sans doute les variétés de Schubert, qui apparaîtront naturellement à partir du
chapitre 5. À titre d’analogie, on peut remarquer que si on mesure la hauteur
d’un point rationnel v = (p1/q1, p2/q2) dans [0, 1]2 par H(v) = q1 + qτ2 , il y a
environ T 1+ 1

τ points de hauteur inférieure à T , et pourtant, l’exposant diophantien
presque sûr n’est jamais supérieur à 2, qui est l’exposant diophantien obtenu pour
la première coordonnée. Cela s’explique par le fait que les points rationnels sont
concentrés sur les droites rationnelles verticales.

De même, la première partie de la démonstration du théorème 2.6.4 ci-dessus
permet de voir que

∀β ≥ uχ
dimccX

, dimH,ccEβ ≤ uχ
β

tandis que le principe de transfert de Beresnevich et Velani implique que

∀β ≥ βχ(X), dimH,ccEβ ≥ βχ(X) dimccX

β
.

Mais ces deux bornes ne coïncident pas en général.
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Chapitre 3

Le théorème de Khintchine

Comme précédemment, X désigne une variété de drapeaux, donnée sous la forme
X = P\G, où G est un Q-groupe semi-simple, et P un Q-sous-groupe parabolique.
La hauteur Hχ sur X(Q) est donnée par le choix d’un poids dominant χ de G
associé à P , et la distance est celle associée à la métrique de Carnot-Carathéodory
usuelle sur X. Cela permet de définir l’exposant diophantien βχ(x) d’un point x
dans X(R). Nous avons vu à la partie précédente que cet exposant diophantien est
constant presque partout sur X(R) : il existe une constante βχ(X) telle que pour
presque tout x dans X(R), l’inégalité

d(x, v) ≤ H(v)−β ,

admet une infinité de solutions v ∈ X(Q) si β < βχ(X), et un nombre fini de
solutions si β > βχ(X). Pour étudier plus précisément les propriétés diophantiennes
d’un point aléatoire de X(R), nous nous intéressons donc à l’inégalité

d(x, v) ≤ H(v)−βχ(X)ψ(H(v)), (3.1)

où ψ : R+ → R+ est une fonction décroissante. Le théorème 3.2.1 ci-dessous,
analogue du célèbre théorème de Khintchine [36], donne une condition nécessaire
et suffisante sur ψ pour que (3.1) ait une infinité de solutions pour presque tout x
dans X(R).

Pour sa démonstration, nous suivons l’approche développée par Kleinbock et
Margulis [44, 42] pour démontrer le théorème de Khintchine dans l’espace projec-
tif : nous ramenons ce théorème à un énoncé sur le comportement asymptotique
de certaines orbites diagonales dans l’espace de réseaux Ω = G/Γ, et utilisons la
propriété de mélange exponentiel du flot (at)t∈R sur Ω. Dans le cas où X est une
sphère projective, le théorème 3.2.1 est dû à Kleinbock et Merrill [41], qui ont en-
suite généralisé leur résultat à une quadrique projective arbitraire, dans un travail
en commun avec Fishman et Simmons [24]. Quelques complications interviennent
dans notre situation, notamment parce que les ensembles à atteindre ne sont plus à
proprement parler des voisinages de l’infini dans Ω. Nous commençons la démons-
tration par un paragraphe un peu calculatoire, sur le volume de certaines parties de
Ω, parce que cela fera apparaître les paramètres utiles à l’énoncé précis du théorème
de Khintchine.

47
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3.1 Voisinages de l’infini
Ce paragraphe a pour but la proposition 3.1.1 ci-dessous, qui décrit le comporte-
ment asymptotique du volume de certaines portions de voisinages de l’infini dans
G/Γ. Dans tout le paragraphe, G désigne un Q-groupe semi-simple. Étant donné
une Q-représentation linéaire Vχ de G engendrée par une unique droite rationnelle
Reχ de plus haut poids χ, on note

P = StabG Reχ

le stabilisateur dans G de la direction engendrée par eχ, et

X̃ = G · eχ

l’orbite du vecteur de plus haut poids sous l’action de G. On considère un réseau
rationnel Vχ(Z) dans Vχ, et le stabilisateur de Vχ(Z) dans G est noté Γ ; c’est un
sous-groupe arithmétique de G.

Notons enfin Ω = G/Γ, que nous identifierons naturellement à une partie de
l’espace des réseaux de Vχ, via l’application gΓ 7→ gVχ(Z). Rappelons que sur cet
espace de réseaux, la fonction rχ est définie par

rχ(∆) = inf

{
r > 0

∣∣∣∣ ∃v ∈ ∆ ∩ X̃ : ∥v∥ ≤ r et ∥π+(v)∥ ≥ ∥v∥
2

}
,

où π+ : Vχ → Vχ désigne la projection sur Reχ parallèlement aux autres espaces
de poids.

Proposition 3.1.1 (Volume des voisinages de l’infini). Pour r > 0, on considère
le voisinage de l’infini dans Ω défini par

Ωr =

{
∆ ∈ Ω

∣∣∣∣ min
v∈∆∩X̃

∥v∥ ≤ r

}
,

et la sous-partie
Ω′

r = {∆ ∈ Ω | rχ(∆) ≤ r}.

Il existe des constantes C, aχ, bχ > 0 telles que pour tout r suffisamment petit,

1

C
raχ |log r|bχ−1 ≤ mΩ(Ω

′
r) ≤ mΩ(Ωr) ≤ Craχ |log r|bχ−1.

Si (Yi)1≤i≤r désigne la base duale de la base des racines simples, et ρ la somme
des racines positives comptées avec multiplicité, alors

aχ = min
1≤i≤r

ρ(Yi)

χ(Yi)
et bχ = card

{
i ∈ {1, . . . , r}

∣∣∣∣ ρ(Yi)χ(Yi)
= aχ

}
.

La démonstration de cette proposition repose sur la théorie de la réduction, qui
sera exposée plus en détail au chapitre 4. Nous aurons en particulier besoin de la
notion d’ensemble de Siegel. Notons B un Q-sous-groupe parabolique minimal de
G inclus dans P , T un tore Q-déployé maximal dans B, A = T 0(R) la composante
connexe des points réels de T , N le radical unipotent de B, et M le Q-sous-groupe
anisotrope maximal du centralisateur Z(T )0 de T dans G0. Le lecteur est renvoyé
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à Borel [9, §11] et Borel et Tits [11] pour les résultats fondamentaux concernant la
structure des Q-sous-groupes paraboliques de G.

Soit a l’algèbre de Lie de A. Le système de racines Σ de G par rapport à T
s’identifie à un système de racines dans l’espace dual a∗. On fixe un système de
racines simples Π = {α1, . . . , αr} pour un ordre associé à B. Pour τ ≥ 0, on définit
un voisinage a−τ de a− par

a−τ = {Y ∈ a | ∀α ∈ Π, α(Y ) ≤ τ},

et
Aτ = exp a−τ ⊂ A.

Un ensemble de Siegel S de G sur Q est un ensemble de la forme

S = KAτω,

où K désigne un sous-groupe compact maximal de G, et ω un voisinage compact
de l’identité dans les points réels de MN .

Démonstration de la proposition 3.1.1. Nous supposerons dans cette démonstra-
tion que la norme sur Vχ est invariante par le sous-groupe compact maximal K ;
on peut toujours se ramener à ce cas, par équivalence des normes en dimension
finie. La théorie de la réduction rappelée au chapitre suivant, théorème 4.1.2, nous
assure de l’existence d’un ensemble de Siegel S et d’une partie finie C ⊂ G(Q) tels
que

G = SCΓ.

D’après la proposition 4.1.3, on peut de plus supposer que C constitue un ensemble
de représentants des classes de P (Q)\G(Q)/Γ.

Pour tout s = kan dans S, les minima successifs du réseau sVχ(Z) sont com-
parables à la famille ordonnée {ω(a)}ω∈Pχ

où ω décrit l’ensemble Pχ des poids de
Vχ pour l’action de T . En effet, si (uω)ω∈Pχ

est une base de Vχ(Z) constituée de
vecteurs de poids, alors on a pour chaque ω, ∥suω∥ ≲ ω(a), et le second théorème
de Minkowski appliqué au réseau unimodulaire sVχ(Z) montre alors qu’on doit
nécessairement avoir ∥suω∥ ≍ ω(a), où la constante multiplicative ne dépend que
de Vχ et du choix du domaine de Siegel S. En particulier, il existe une constante
C1 > 0 telle que pour tout s = kan dans S,

min
c∈C

min
v∈scVχ(Z)∩X̃

∥v∥ ≥ χ(a)

C1
. (3.2)

Soit ϕ̃ la fonction sur g définie par

ϕ̃(g) =
∑
c∈C

1{gc−1=kan∈S et χ(a)≤C1r}.

La projection de ϕ̃ sur G/Γ est donnée par

ϕ(gΓ) =
∑
γ∈Γ

∑
c∈C

1{gγc−1=kan∈S et χ(a)≤C1r}

≥ 1{∃γ,c : gγc−1=kan∈S et χ(a)≤C1r}

= 1Ωr (gΓ),
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où la dernière égalité découle de (3.2). En effet, si ∥v∥ ≤ r pour v = gv0 ∈ gVχ(Z)∩
X̃, alors on écrit g = kancγ puis ∥kancγv0∥ ≤ r et avec (3.2) cela implique χ(a) ≤
C1r.

Par suite,

mG/Γ(Ωr) ≤ mG/Γ(ϕ)

= mG(ϕ̃)

=
∑
c∈C

mG

({
g | gc−1 = kan ∈ S et χ(a) ≤ C1r

})
= |C| ·mG({g = kan ∈ S | χ(a) ≤ C1r}).

Pour évaluer le dernier terme, on utilise la définition de S et on décompose la me-
sure de Haar sur G suivant la décomposition g = kman. D’après [45, Theorem 8.32],
pour les mesures de Haar à gauche surG,K etMAN , notant ∆MAN :MAN → R∗

+

la fonction modulaire de MAN ,

dg = ∆MAN (man) dk d(man) = ∆MAN (m) ρ(a) dk d(man),

où ρ est le caractère de A associé à la somme des racines restreintes positives,
comptées avec multiplicité. Toujours grâce à [45, Theorem 8.32], on peut encore
décomposer

d(man) = dm d(an) = dm da dn,

et donc

mG({g = kan ∈ S | χ(a) ≤ C1r}) ≍
∫
A−

1{χ(a)≤C1r}ρ(a) da

=

∫
a−

1{χ(h)≤log(C1r)}e
ρ(h) dh.

Cette dernière intégrale est l’intégrale d’une fonction exponentielle sur un polytope
convexe de a, et est donc comparable au maximum de la fonction sur cet ensemble,
multiplié par un facteur correspondant à la dimension de la face sur laquelle ce
maximum est réalisé. Naturellement, ce maximum est réalisé en l’un des sommets
du convexe, qui sont les points Ai =

log(C1r)
χ(Yi)

Yi, i = 1, . . . , r. On trouve donc∫
a−

1{χ(h)≤log(C1r)}e
ρ(h)dh ≍ raχ(log 1/r)bχ−1

où

aχ = min
1≤i≤r

ρ(Yi)

χ(Yi)
et bχ = card

{
i ∈ {1, . . . , r}

∣∣∣∣ ρ(Yi)χ(Yi)
= a

}
.

Cela montre déjà l’une des inégalités souhaitées :

mΩ(Ωr) ≲ raχ |log r|bχ−1.

Le calcul pour minorer mΩ(Ω
′
r) est similaire : ayant fixé un ensemble de Siegel S,

on utilise la fonction

ψ̃(g) = 1{g∈S et ∥geχ∥≤r et ∥π+(geχ)∥≥ 1
2∥geχ∥}

.
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Par la propriété de Siegel pour le domaine S, rappelée au théorème 4.1.4 du chapitre
suivant, la projection de ψ̃ sur G/Γ vérifie, pour une certaine constante C2,

ψ(gΓ) =
∑
γ∈Γ

1{gγ∈S et ∥gγeχ∥≤r et ∥π+(gγeχ)∥≥ 1
2∥gγeχ∥}

≤ C21{∃γ∈Γ : ∥gγeχ∥≤r et ∥π+(gγeχ)∥≥ 1
2∥gγeχ∥}

≤ C21Ω′
r
(gΓ).

Par conséquent,

mG/Γ(Ω
′
r) ≳ mG/Γ(ψ)

= mG(ψ̃)

= mG

({
g ∈ S

∣∣ ∥geχ∥ ≤ r et ∥π+(geχ)∥ ≥ 1
2∥geχ∥

})
.

Comme précédemment, pour évaluer le dernier terme, on utilise la décomposition
de la mesure de Haar sur G suivant la décomposition g = kman. Soit ω ⊂MN un
voisinage compact de l’identité tel que

S ⊃ K(exp a−)ω

et VK ⊂ K un voisinage de l’identité tel que

∀k ∈ VK , ∥π+(keχ)∥ ≥ 1

2
∥keχ∥ =

1

2
∥eχ∥.

Alors, pour tout h dans la chambre de Weyl a− et tout u ∈MN ,

∥π+(kehueχ)∥ = eχ(h)∥π+(keχ)∥ ≥ 1

2
eχ(h)∥eχ∥ =

1

2
∥kehueχ∥,

et l’on peut donc minorer

mG

({
g ∈ S

∣∣ ∥geχ∥ ≤ r et ∥π+(geχ)∥ ≥ 1
2∥geχ∥

})
≥
∫∫

VK×ω

∫
a−

1{∥kehueχ∥≤r et ∥π+(kehueχ)∥≥ 1
2∥kehueχ∥}

eρ(h) dhdk du

≥
∫∫

VK×ω

∫
a−

1{χ(h)≤log r}e
ρ(h) dhdk du

≳
∫
a−

1{χ(h)≤log r}e
ρ(h) dh

≳ raχ |log r|bχ−1

par le calcul déjà expliqué dans la première partie de la démonstration.

Remarque. Les coefficients uχ et vχ qui apparaissent dans le théorème de Moham-
madi et Salehi Golsefidy [53, Theorem 4], énoncé comme théorème 2.1.1 ci-dessus,
ne sont pas égaux à aχ et bχ en général. L’équivalent asymptotique du nombre de
points rationnels de X de hauteur au plus T est donné par

Nχ(T ) ∼ c · Tuχ(log T )vχ−1.
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Dans [53], ces coefficients sont définis de la façon suivante. On note b+ = {ϕ ∈
a∗ | ∀i, ⟨ϕ, αi⟩ ≥ 0} et ρX la somme des racines associées à l’unipotent de P , et
on pose

uχ = inf{u | uχ− ρX ∈ b+} = max
i

⟨ρX , αi⟩
⟨χ, αi⟩

,

tandis que vχ est la codimension de la face de b+ contenant uχχ − ρ. Dans le
cas particulier où X est munie de la hauteur anti-canonique, ρX = χ et donc
uχ = aχ = 1 et vχ = bχ = rangG− rangP . En effet, dans ce cas, aχ = mini

ρ(Yi)
ρX(Yi)

est atteint pour tout i correspondant à une racine simple hors de la partie θ associée
à P .

Notons ϖ1, . . . , ϖr la base duale pour un produit scalaire admissible de l’en-
semble des racines simples Π = {α1, . . . , αr}. Pour chaque i, on fixe une Q-
représentation Vi de G engendrée par une unique droite rationnelle de plus haut
poids ωi = biϖi, avec bi > 0 minimal. Suivant Borel et Tits [11, §12.13], nous dirons
que les représentations Vi, i = 1, . . . , r, sont les représentations fondamentales de
G. Lorsque Vχ = Vj est une représentation fondamentale de G, on peut déterminer
quel indice réalise le minimum définissant aχ ; c’est le contenu du lemme ci-dessous.

Lemme 3.1.2. Soit Vχ = Vj une représentation fondamentale de G et P le sous-
groupe parabolique maximal associé, stabilisateur de la droite de plus haut poids. Il
existe rj ∈ Q tel que la somme des racines du radical unipotent U de P , comptées
avec multiplicité, vérifie ∑

α∈Σ+
j

mαα = rjωj ,

et alors, les quantités aχ et bχ de la proposition précédente sont données par

aχ = rj et bχ = 1.

Démonstration. Soit P le parabolique maximal correspondant à χ = ωj . Le radical
unipotent U de P correspond à l’ensemble Σ+

j des racines positives contenant αj

dans leur décomposition en racines simples. D’après [53, Lemma 5], la somme ρj
de ces racines, comptées avec multiplicité, est proportionnelle à ωj :

rjωj =
∑

α∈Σ+
j

mαα = ρj .

Par conséquent, il suffit de comprendre pour quel i la quantité ρ(Yi)
ρj(Yi)

est minimale.
Naturellement, comme Yj est orthogonal à toutes les racines qui ne contiennent
pas αj , on trouve

ρ(Yj)

ρj(Yj)
= 1,

tandis que si i ̸= j,
ρ(Yi)

ρj(Yi)
= 1 +

ρ′j(Yi)

ρj(Yi)
> 1,

où ρ′j désigne la somme des racines positives qui ne contiennent pas αj . Ainsi,
bχ = 1 et

aχ =
ρ(Yj)

ωj(Yj)
=
ρj(Yj)

ωj(Yj)
= rj .
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Ce lemme et sa démonstration se généralisent de la façon suivante.

Lemme 3.1.3. Soit θ une partie de la base du système de racines de G, et Pθ le
sous-groupe parabolique associé. Si χ =

∑
α∈Σ+

θ
mαα, est la somme des racines du

radical unipotent de Pθ, comptées avec multiplicité, alors

aχ = 1 et bχ = rangQG− |θ|.

Démonstration. Pour chaque i, on observe que

ρ(Yi) =
∑

α∈Σ+
i

mαα(Yi),

où Σ+
i désigne l’ensemble des racines positives contenant αi. Comme par ailleurs

Σ+
θ est l’ensemble des racines positives qui contiennent un élément hors de θ, on

calcule

χ(Yi) =
∑

α∈Σ+
i ∩Σ+

θ

mαα(Yi)

{
=
∑

α∈Σ+
i
mαα(Yi) si i ̸∈ θ

<
∑

α∈Σ+
i
mαα(Yi) si i ∈ θ,

cela montre ce qu’on veut.

3.2 Théorème de Khintchine et flots diagonaux
Comme précédemment, G désigne un Q-groupe semi-simple, P un Q-sous-groupe
parabolique, et X = P\G la variété quotient. On fixe un poids dominant χ associé
au sous-groupe parabolique P . D’après la proposition 3.1.1, il existe des constantes
aχ > 0 et bχ ∈ N∗ telles que pour r > 0 petit, le voisinage Ωr de l’infini dans Ω
défini par

Ωr =

{
gΓ

∣∣∣∣∣ min
v∈X̃∩Vχ(Z)

∥gv∥ ≤ r

}
vérifie

mΩ(Ωr) ≍ raχ |log r|bχ−1.

Avec ces notations, le théorème de Khintchine sur la variété projective X, munie
de la hauteur Hχ associée à χ et de la distance de Carnot-Carathéodory usuelle,
s’énonce comme suit.

Théorème 3.2.1 (Théorème de Khintchine surX). Notons βχ = βχ(X) l’exposant
donné par le théorème 2.4.5. Soit ψ : R+ → R+ une fonction décroissante. Pour x
dans X, on s’intéresse à l’inégalité

d(x, v) ≤ Hχ(v)
−βχψ(Hχ(v)). (3.3)

• Si
∫ +∞
e

ψ(u)
aχ
βχ (log log u)bχ−1 du

u < +∞, alors, pour presque tout x dans X,
l’inégalité (3.3) n’a qu’un nombre fini de solutions.

• Si
∫ +∞
e

ψ(u)
aχ
βχ (log log u)bχ−1 du

u = +∞, alors, pour presque tout x dans X,
l’inégalité (3.3) admet une infinité de solutions.
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Rappelons qu’un point x ∈ X(R) est dit mal approchable dans X s’il existe une
constante c > 0 telle que pour tout v dans X(Q), d(x, v) ≥ cHχ(v)

−βχ . Nous avons
vu au chapitre 2 que l’ensemble BAX des points mal approchables dans X est de
dimension de Hausdorff maximale. Le théorème de Khintchine permet de montrer
qu’il est toutefois négligeable au sens de la mesure de Lebesgue.

Corollaire 3.2.2 (Points mal approchables sur X). L’ensemble BAX des points
mal approchables dans X est de mesure de Lebesgue nulle.

Démonstration. Pour la fonction constante définie par ψ(u) = c > 0 pour tout
u ∈ R+, l’intégrale est divergente. Le résultat découle donc de la seconde partie du
théorème.

On peut aussi étudier les inégalités obtenues à partir de fonctions élémentaires,
et montrer le résultat suivant.

Corollaire 3.2.3. 1. L’inégalité d(x, v) ≤ Hχ(v)
−βχ(logHχ(v))

−γ admet une
infinité de solutions v ∈ X(Q) pour presque tout x ∈ X(R), si et seulement
si γ ≤ βχ

aχ
.

2. L’inégalité d(x, v) ≤ Hχ(v)
−βχ(logHχ(v))

− βχ
aχ (log logHχ(v))

−δ admet une
infinité de solutions v ∈ X(Q) pour presque tout x ∈ X(R), si et seulement
si δ ≤ bχβχ

aχ
.

Démonstration. D’après le théorème 3.2.1, il suffit pour la première partie d’étudier
l’intégrabilité au voisinage de l’infini de la fonction ϕ définie par

ϕ(u) =
(log log u)bχ−1

u(log u)
aχγ

βχ

.

L’intégrale diverge si et seulement si γ ≤ βχ

aχ
. La démonstration de la seconde

assertion est analogue, une fois observé que l’intégrale∫ +∞

e

du

u(log u)(log log u)
aχδ

βχ
−bχ+1

diverge si et seulement si δ ≤ bχβχ

aχ
.

Pour traduire le théorème 3.2.1 en termes d’orbites diagonales dans l’espace des
réseaux, nous aurons besoin d’une version un peu plus précise de la correspondance
démontrée au chapitre 2, que nous énonçons maintenant. Rappelons que l’on définit
un sous-groupe à un paramètre (at)t∈R dans le groupe A des points réels du tore
Q-déployé maximal T en posant

at = etY où Y ∈ a est défini par α(Y ) =

{
0 si α ∈ θ
−1 si α ̸∈ θ,

(3.4)

où θ ⊂ Π est l’ensemble de racines simples associé au sous-groupe parabolique P ,
tel que toutes les racines négatives de P se décomposent en éléments de θ. Enfin,
si ∆ est un réseau dans Vχ, nous avons défini ci-dessus

rχ(∆) = inf

{
r > 0

∣∣∣∣ ∃v ∈ X̃ ∩B(0, r) : ∥π+(v)∥ ≥ 1

2
∥v∥

}
,
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où π+ : Vχ → Vχ désigne la projection sur Reχ parallèlement aux autres espaces
de poids de at.

Proposition 3.2.4 (Correspondance drapeau-réseau). Fixons x ∈ X(R) et choi-
sissons sx ∈ G tel que x = Psx. On note βχ = βχ(X) l’exposant diophantien donné
par la proposition 2.4.5. Il existe une constante C > 0 telle que les énoncés suivants
soient vérifiés.

Soit ψ : R+ → R+ telle que la fonction Ψ : R+ → R+ définie par

Ψ(u) = Cu−βχψ(u)

soit décroissante.

• Si l’inégalité d(x, v) ≤ Hχ(v)
−βχψ(Hχ(v)) admet une infinité de solutions

v ∈ X(Q), alors il existe t > 0 arbitrairement grand tel que

rχ(atsxVχ(Z)) ≤ 2e
− t

βχ Ψ−1(e−t).

• Si on a pour t > 0 arbitrairement grand rχ(atsxVχ(Z)) ≤ e
− t

βχ Ψ−1(e−t),
alors l’inégalité

d(x, v) ≤ C2Hχ(v)
−βχψ(Hχ(v))

admet une infinité de solutions v ∈ X(Q).

Démonstration. La démonstration est identique à celle de la proposition 2.4.4. Soit
v ∈ X(Q) arbitrairement proche de x tel que d(x, v) ≤ Hχ(v)

−βχψ(Hχ(v)). Écri-
vons

x = Psx v = Peusx, u ∈ u−,

de sorte que
d(x, v) ≍ |u| ≤ Hχ(v)

−βχψ(Hχ(v)).

Soit C > 0 tel que pour tout w ∈ u− tel que C|w| ≤ 1, on ait ∥w∥ ≤ 1
4 . On choisit

t > 0 tel que
e−t = Ψ(Hχ(v)) = CHχ(v)

−βχψ(Hχ(v)).

Cela implique C|(Ad at)u| = Cet|u| ≤ 1 et donc

∥(Ad at)u∥ ≤ 1

4
.

Soit maintenant v un représentant primitif de v dans Vχ(Z). Le vecteur sxv est
porté par la direction Re−ueχ, et par conséquent, pour tout t > 0,

atsxv = Hχ(v)ate
−ueχ

= Hχ(v)e
tχ(Y )[exp(−(Ad at)u)]eχ

= Hχ(v)e
tχ(Y )[eχ − (Ad at)u)eχ + ((Ad at)u)

2eχ − . . . ].

L’inégalité ∥ew − I∥ ≤ 2∥w∥ appliquée à w = (Ad at)u donne d’une part

∥π+(atsxv)∥ ≥ 1

2
∥atsxv∥,
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et d’autre part
∥atsxv∥ ≤ 2Hχ(v)e

tχ(Y ).

Comme Hχ(v) = Ψ−1(e−t) et βχ = −1
χ(Y ) , cela montre que

rχ(atsxv) ≤ 2Hχ(v)e
tχ(Y ) ≤ 2e

− t
βχ Ψ−1(e−t).

Montrons l’inégalité réciproque. Pour t > 0 arbitrairement grand, soit v ∈
X̃ ∩ Vχ(Z) tel que

∥atsxv∥ ≤ e
− t

βχ Ψ−1(e−t) (3.5)
et

∥π+(atsxv)∥ ≥ 1

2
∥atsxv∥. (3.6)

Notons v l’image de v dans X. Grâce à l’expression de atsxv utilisée ci-dessus,
nous avons

π+(atsxv) = etχ(Y )Hχ(v)eχ

et donc, d’après (3.6),
Hχ(v)

−1e−tχ(Y )∥atsxv∥ ≤ 2.

On utilise ensuite la stratification u− = m1⊕· · ·⊕mk, et l’on décompose u =
∑

i ui
suivant cette somme directe. Dans l’égalité

eχ − e−tχ(Y )Hχ(v)
−1atsxv =

∑
i

((Ad at)ui)eχ − 1

2
((Ad at)u)

2eχ + . . . , (3.7)

le terme ((Ad at)u1)eχ est en somme directe avec tous les autres, et l’on peut donc
majorer

∥(Ad at)u1eχ∥ ≤ 3.

Comme P = Stab[eχ], l’application u 7→ u · eχ est un difféomorphisme local au
voisinage de 0, et par conséquent,

∥(Ad at)u1∥ ≲ 1.

Dans (3.7), on peut alors faire passer tous les termes du membre de droite de la
forme ((Ad at)u1)

ieχ dans le membre de gauche, et cela n’augmente pas signifi-
cativement la norme de ce dernier. Le terme ((Ad at)u2)eχ est alors en somme
directe avec tous les autres termes du membre de droite, ce qui permet de voir que
∥((Ad at)u2)eχ∥ ≲ 1, puis

∥(Ad at)u2∥ ≲ 1.

Ainsi de proche en proche, on montre que pour chaque i, ∥(Ad at)ui∥ ≲ 1, de sorte
qu’à la fin ∥((Ad at)u)eχ∥ ≲ 1, et donc aussi

|(Ad at)u| ≲ 1.

Par suite,
d(x, v) = |u| = e−t|(Ad at)u| ≲ e−t.

Or, l’inégalité (3.5) et la relation βχ = − 1
χ(Y ) impliquent

etχ(Y )Hχ(v) = ∥π+(atsxv)∥ ≤ ∥atsxv∥ ≤ etχ(Y )Ψ−1(e−t),

d’où l’on tire e−t ≤ Ψ(Hχ(v)), ce qui permet de conclure

d(x, v) ≲ Ψ(Hχ(v)) ≲ Hχ(v)
−βχψ(Hχ(v)).
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3.3 Somme convergente

Nous donnons ici la démonstration de la première partie du théorème de Khint-
chine pour X. L’énoncé correspondant concernant le comportement asymptotique
des orbites diagonales dans l’espace Ω = G/Γ est une simple application du lemme
de Borel-Cantelli. Rappelons que l’espace Ω s’identifie à un ensemble de réseaux
de l’espace euclidien Vχ associé à la représentation de plus haut poids χ, via l’ap-
plication gΓ 7→ gVχ(Z). Avec cette identification, notant aussi X̃ = G · eχ l’orbite
du vecteur de plus haut poids dans V , on pose, pour r > 0,

Ωr = {∆ ∈ Ω | ∃v ∈ ∆ ∩ X̃ : ∥v∥ ≤ r}.

Enfin, la mesure de Haar sur Ω = G/Γ est notée mΩ.

Proposition 3.3.1. Soit (at)t∈N une suite d’éléments de G et (rt)t∈N une suite
de réels positifs telle que

∑
t≥1mΩ(Ωrt) <∞. Pour presque tout ∆ ∈ Ω, pour tout

t ∈ N suffisamment grand,

at∆ ̸∈ Ωrt .

Par conséquent, pour presque tout x = Psx dans X, pour tout t ∈ N suffisamment
grand,

rχ(atsxVχ(Z)) ≥ rt.

Démonstration. Comme chaque élément at préserve la mesure de Haar sur Ω,

mΩ({∆ | at∆ ∈ Ωrt}) = mΩ(Ωrt)

est le terme général d’une série convergente, et le lemme de Borel-Cantelli montre
donc que pour presque tout ∆, pour tout t suffisamment grand, at∆ ̸∈ Ωrt . La
seconde partie découle de la première, car

rχ(atsxΓ) ≥ min
{
∥v∥ ; v ∈ atsxVχ(Z) ∩ X̃

}
et ce deuxième terme ne dépend pas du choix de sx, à une constante multiplicative
près. En appliquant la première partie à une suite (r′t) telle que

∑
t∈NmΩ(Ωr′t

) <
+∞ et rt = o(r′t) on fait disparaître cette constante multiplicative.

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui permet de supposer dans la démons-
tration du théorème 3.2.1 que la fonction ψ est majorée par une fonction de la forme
t 7→ (log t)−c. Le dessin ci-dessous explique le calcul effectué pour la démonstration.
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x

y

y = (log x)−c

y = (log x)−2c
y = ψ(x)

Te
√
log TT1

Figure 3.1 : Graphes des fonctions ψ, x 7→ (log x)−c et x 7→ (log x)−2c.

Lemme 3.3.2. Soient a, β > 0 et b ∈ N∗. Il existe c > 0 tel que pour toute fonction
ψ : R+ → R+ décroissante telle que

I(ψ) =

∫ ∞

e

ψ(u)
a
β (log log u)b−1 du

u
< +∞,

pour tout u > 0 suffisamment grand, ψ(u) ≤ (log u)−c.

Démonstration. Posons c = β
2a et supposons que pour T > 0 arbitrairement grand,

ψ(T ) ≥ (log T )−c. Soit

T1 = sup{u ∈ [0, T ] | ψ(u) ≤ (log u)−2c}.

Comme ψ est décroissante,

(log T1)
−2c ≥ ψ(T1) ≥ ψ(T ) ≥ (log T )−c,

et donc (log T1) ≤ (log T )1/2. Par suite,∫ T

T1

ψ(u)
a
β (log log u)b−1 du

u
≥
∫ T

T1

du

u log u

= log log T − log log T1

≥ 1

2
log log T.

Cela montre que l’intégrale I(ψ) est divergente, et le lemme s’en déduit, par contra-
posée.

Nous pouvons maintenant démontrer la première partie du théorème 3.2.1.

Démonstration du théorème 3.2.1, cas convergent. Soit ψ : R+ → R+ décroissante
telle que ∫ ∞

e

ψ(u)
aχ
βχ (log log u)bχ−1 du

u
< +∞.
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Quitte à remplacer ψ(u) par ψ(u) + (log u)−C , avec C >
βχ

aχ
, on peut toujours

supposer que ψ(u) ≥ (log u)−C . D’autre part, le lemme 3.3.2 montre que pour tout
u > 0 suffisamment grand, ψ(u) ≤ (log u)−c. Ainsi,

∀u ≥ 0, (log u)−C ≤ ψ(u) ≤ (log u)−c. (3.8)

Posant
Ψ(u) = u−βχψ(u) et rt = 2e

− t
βχ Ψ−1(e−t),

les propositions 3.2.4 et 3.3.1 montrent qu’il suffit de démontrer que la somme∑
t≥1mΩ(Ωrt) converge, ce qui équivaut, d’après la proposition 3.1.1, à∑

t≥1

r
aχ

t |log rt|bχ−1 < +∞.

L’encadrement (3.8) ci-dessus se réécrit

u−βχ(log u)−C ≤ Ψ(u) ≤ u−βχ(log u)−c, (3.9)

ce qui implique

s
− 1

βχ |log s|−
C
βχ ≲ Ψ−1(s) ≲ s

− 1
βχ |log s|−

c
βχ .

Avec la borne supérieure de cet encadrement, on trouve

rt = 2e
− t

βχ Ψ−1(e−t) ≲ t
− c

βχ ,

d’où
|log rt| ≲ log t.

Par suite, il suffit de vérifier que∑
t≥1

r
aχ

t (log t)bχ−1 < +∞.

Pour cela, on majore, pour une constante c0 > 0,

Ψ−1(s) = s
− 1

βχ ψ(Ψ−1(s)) ≤ s
− 1

βχ ψ
(
c0s

− 1
βχ |log s|−

C
βχ

)
,

et donc
rt = 2e

− t
βχ Ψ−1(e−t) ≤ 2ψ

(
c0e

t
βχ t

− C
βχ

)
.

Cela donne ∑
t≥1

r
aχ

t (log t)bχ−1 ≤ 2
∑
t≥1

ψ
(
c0e

t
βχ t

− C
βχ

)aχ

(log t)bχ−1

≲ 2

∫ ∞

e

ψ
(
c0e

t
βχ t

− C
βχ

)aχ

(log t)bχ−1dt

et avec le changement de variable u = c0e
t

βχ t
− C

βχ , du
u =

(
1
βχ

+ o(1)
)
dt,

∑
t≥1

r
aχ

t (log t)bχ−1 ≲
∫ ∞

e

ψ(u)aχ(log log u)bχ−1 du

u
< +∞.
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3.4 Somme divergente

Rappelons que G désigne un Q-groupe simple, P un Q-sous-groupe parabolique, Γ
un sous-groupe arithmétique de G, et Ω = G/Γ. Pour montrer la seconde partie du
théorème de Khintchine surX = P\G, on se ramène à un énoncé sur les orbites dans
l’espace Ω du sous-groupe à un paramètre (at)t∈R défini en (3.4). La démonstration
de la proposition suivante occupe la majeure partie de la fin de la démonstration
du théorème 3.2.1 ; la traduction en termes d’approximation diophantienne sur X
se fera facilement, par un calcul analogue à celui que nous avons donné ci-dessus
dans le cas où la somme est convergente.

Proposition 3.4.1. Soit (rt)t∈N une suite de réels positifs telle que∑
t∈N

mΩ(Ωrt) = +∞.

Alors, pour presque tout ∆ ∈ Ω, il existe t ∈ N arbitrairement grand tel que

rχ(at∆) ≤ rt.

En particulier, pour presque tout x = Psx ∈ X, pour t ∈ N arbitrairement grand,

rχ(atsxV (Z)) ≤ rt.

Naturellement, la démonstration de cette proposition repose sur une version du
lemme de Borel-Cantelli dans le cas où la somme des probabilités des événements
considérés est divergente, avec une hypothèse supplémentaire d’indépendance. Plus
précisément, nous utiliserons le lemme élémentaire ci-dessous.

Lemme 3.4.2 (Une version du lemme de Borel-Cantelli). Soit (X,m) un espace
de probabilité, et (ht)t∈N une suite de fonctions intégrables à valeurs positives sur
X satisfaisant :

1.
∑

t≥1m(ht) = +∞ ;

2. ∃C ≥ 0 : ∀N ≥ 1,
∫
X

(∑N
t=1 ht(x)−m(ht)

)2
m(dx) ≤ C ·

∑N
t=1m(ht).

Alors pour presque tout x, l’ensemble I(x) = {t ∈ N | ht(x) > 0} est infini.

Démonstration. Posons

ϕN (x) =
1∑N

t=1m(ht)
·

N∑
t=1

ht(x).

Par hypothèse, ∥∥∥∥∥
N∑
t=1

ht −m(ht)

∥∥∥∥∥
2

2

≤ C ·
N∑
t=1

m(ht)

et donc
∥ϕN − 1∥22 ≤ 1∑N

t=1m(ht)
→N→∞ 0.
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Par suite, on peut extraire de (ϕN ) une sous-suite (ϕNk
) convergeant pour presque

tout x vers 1. Alors, presque sûrement,

Nk∑
t=1

ht(x) ∼k→∞

Nk∑
t=1

m(ht) → +∞,

ce qui montre en particulier que l’ensemble I(x) est presque sûrement infini.

Pour démontrer la deuxième partie du théorème 3.2.1, on souhaiterait appliquer
le lemme 3.4.2 à la famille de fonctions ht = 1a−1

t Ω′
rt

, où

Ω′
rt = {∆ ∈ Ω | rχ(∆) ≤ rt}.

Cependant, la seconde condition du lemme n’est pas évidente à vérifier. Pour cela,
nous nous ramenons à une suite de fonctions lisses ht qui approchent 1a−1

t Ω′
rt

et
dont on contrôle les normes de Sobolev.

Lemme 3.4.3. Soit Υ l’opérateur Υ = 1−
∑

i Y
2
i , où (Yi) est une base orthonormée

de l’algèbre de Lie k d’un sous-groupe compact maximal de G(R). Étant donné
ℓ ∈ N∗, il existe des constantes C, c > 0 et une famille de fonctions ηr : Ω → [0, 1],
r ∈]0, 1] telles que

1. ηr(∆) > 0 ⇒ rχ(∆) ≤ r ;

2.
∫
Ω
ηr(∆)mΩ(d∆) ≥ craχ |log r|bχ−1 ;

3. ∥Υℓ(ηr)∥2 ≤ C∥ηr∥1/21 .

Démonstration. Pour ε > 0 fixé suffisamment petit, on fixe une fonction positive
P ∈ C∞

c (G) telle que
∫
G
P = 1, P (g) = P (g−1), et SuppP ⊂ BG(1, ε). Ensuite,

pour tout r > 0, on pose
ηr = P ∗ 1Ω′′

r
,

où

Ω′′
r = {∆ ∈ Ω | ∃v ∈ ∆ ∩ X̃ : ∥v∥ ≤ r

2
et

∥π+(v)∥
∥v∥

≥ 3

4
}.

Vérifions que ces fonctions satisfont les conditions requises.
1. Si ηr(∆) =

∫
G
P (g)1Ω′′

r
(g∆)du > 0, il existe g ∈ SuppP ⊂ BG(1, ε) tel que

g∆ ∈ Ω′′
r . En d’autres termes, pour un certain vecteur v ∈ ∆ ∩ X̃ et g ∈ BG(1, ε),

∥π+(gv)∥ ≥ 3

4
∥gv∥ et ∥gv∥ ≤ r

2
.

Si ε > 0 est suffisamment petit, alors ∥g − 1∥ ≤ 1/10, ∥g−1 − 1∥ ≤ 1/5, et par
conséquent, d’une part

∥v∥ ≤ ∥g−1∥∥gv∥ ≤ r,

et d’autre part

∥π+(v)∥ ≥ ∥π+(gv)∥ − ∥π+(gv − v)∥

≥ 3

4
∥gv∥ − 1

10
∥v∥

≥ 3∥v∥
4∥g−1∥

− ∥v∥
10

≥ ∥v∥
2
.
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Cela montre bien que ∆ ∈ Ω′
r.

2. Il suffit d’appliquer la proposition 3.1.1 pour obtenir∫
Ω

ηr(∆)mΩ(d∆) = mΩ(Ω
′′
r ) ≥ craχ |log r|bχ−1,

pour un certain c > 0.
3. On contrôle ∥Υℓηr∥2 grâce à l’inégalité de Young :

∥Υℓηr∥2 = ∥ΥℓP ∗ 1Ω′′
r
∥2 ≤ ∥ΥℓP∥1∥1Ω′′

r
∥2 ≤ CmΩ(Ω

′′
r )

1/2 = C∥ηr∥1/21 .

Enfin, nous aurons besoin du théorème suivant, conséquence de la propriété (τ)
pour les groupes algébriques semi-simples, établie par les travaux de Selberg [61],
Kazhdan [33], Burger-Sarnak [15] et Clozel [16]. L’interprétation de cette pro-
priété spectrale en termes de décroissance des fonctions de corrélations est due
à Howe [31] pour les vecteurs K-finis, et a été généralisée aux vecteurs C∞ par
Katok et Spatzier [32]. On renvoie à [22] pour une démonstration et pour une pré-
sentation synthétique des différents énoncés de la propriété (τ). L’application du
mélange exponentiel pour démontrer le théorème de Khintchine est due à Klein-
bock et Margulis [44]. On utilise ci-dessous l’action de l’algèbre de Lie g de G sur
l’espace des fonctions lisses sur Ω, donnée par la formule

∀Y ∈ g, ∀f ∈ C∞(Ω), ∀∆ ∈ Ω, (Y f)(∆) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(etY ∆).

Cette action s’étend naturellement à l’algèbre universelle de g, qui s’identifie donc
à une sous-algèbre des opérateurs différentiels sur Ω.

Théorème 3.4.4 (Décroissance exponentielle des coefficients dans L2(Ω)). Soit G
un Q-groupe semi-simple simplement connexe, Γ un sous-groupe arithmétique, et
Ω = G/Γ. Soit T un Q-tore déployé maximal de G, A = T 0(R) et (at)t∈R un sous-
groupe à un paramètre de A. On suppose que pour tout t ∈ R, at = etY , avec Y ∈ a
tel que pour toute projection pi : g → gi sur un facteur Q-simple, pi(Y ) ̸= 0. Il existe
des constantes ℓ ∈ N et C, τ > 0 telles que pour toutes fonctions f1, f2 ∈ C∞(Ω) et
tout t > 0,∣∣∣∣∫

Ω

f1(at∆)f2(∆)mΩ(d∆)−mΩ(f1)mΩ(f2)

∣∣∣∣ ≤ Ce−τt∥Υℓf1∥2∥Υℓf2∥2,

où Υ désigne l’opérateur différentiel Υ = 1−
∑

i Y
2
i , avec (Yi) une base orthonormée

de l’algèbre de Lie k d’un sous-groupe compact maximal de G(R).

Remarque. L’inégalité démontrée dans [22] est plus générale : pour tout g dans
G(R), |⟨gf1, f2⟩ −mΩ(f1)mΩ(f2)| ≤ C∥g∥−τ∥Υℓf1∥2∥Υℓf2∥2, et la constante τ ne
dépend pas de G. Le résultat est même encore valable sur les adèles.

Nous pouvons enfin conclure la démonstration de la proposition 3.4.1.

Démonstration de la proposition 3.4.1. On considère la suite de fonctions définies
par ht(∆) = ηrt(at∆). La propriété que l’on cherche à démontrer pour ∆ ne dépend
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que de l’image de ∆ dans P\G/Γ. Sans changer la variété X = P\G, on peut tou-
jours remplacer G par un Q-groupe semi-simple simplement connexe, et s’assurer
que le sous-groupe parabolique P ne contient aucun Q-facteur de G. Alors, vu la
définition de l’élément Y , pour toute projection pi : g → gi sur un facteur simple,
pi(Y ) ̸= 0, et l’on peut appliquer le théorème 3.4.4 :

∫
X

(
N∑
t=1

ht(∆)−mΩ(ht)

)2

mΩ(d∆)

=
∑

1≤t1,t2≤N

∫
X

ht1(∆)ht2(∆)mΩ(d∆)−mΩ(ht1)mΩ(ht2)

≲
∑

1≤t1,t2≤N

e−τ |t1−t2|
∥∥Υℓηrt1

∥∥
2

∥∥Υℓηrt2

∥∥
2

≲
∑

1≤t1,t2≤N

e−τ |t1−t2|∥ht1∥
1/2
1 ∥ht2∥

1/2
1

≲
N∑
t=1

mΩ(ht).

Par ailleurs,
mΩ(ht) = mΩ(ηrt) ≥ cr

aχ

t |log rt|bχ−1 ≳ mΩ(Ωrt)

et donc ∑
t∈N

mΩ(ht) ≳
∑
t∈N

mΩ(Ωrt) = +∞.

Ainsi, le lemme 3.4.2 s’applique à la suite de fonctions (ht), et montre que pour
presque tout ∆, l’ensemble I(∆) = {t ∈ N | ht(∆) > 0} est infini. Cela implique
que pour presque tout ∆ ∈ Ω, il existe t arbitrairement grand tel que at∆ ∈ Ω′

rt .
C’est ce qu’on voulait.

Nous pouvons enfin conclure cette partie avec la fin de la démonstration du
théorème de Khintchine pour la variété de drapeaux X = P\G.

Démonstration du théorème 3.2.1, cas divergent. Soit C >
βχ

aχ
. Quitte à remplacer

ψ par la fonction ψ̃ définie par ψ̃(u) = max
(
ψ(u), (log u)−C

)
, on peut supposer

que
∀t > 0, ψ(u) ≥ (log u)−C . (3.10)

En effet, comme
∫ +∞
e

(log u)
−Caχ

βχ (log log u)bχ−1 du
u < +∞ la première partie du

théorème montre que l’inégalité d(x, v) ≤ Hχ(v)
−βχ(logHχ(v))

−C n’a qu’un nombre
fini de solutions. Par suite, si d(x, v) ≤ Hχ(v)

−βψ̃(Hχ(v)) a une infinité de solu-
tions, alors c’est aussi le cas pour l’inégalité d(x, v) ≤ Hχ(v)

−βψ(Hχ(v)).
Rappelons qu’étant donné une fonction ψ : R+ → R+ décroissante, nous posons,

pour t > 0,
Ψ(u) = u−βχψ(u) et rt = e

− t
βχ Ψ−1(e−t).

La proposition 3.2.4 montre qu’il suffit de montrer pour presque tout x = Psx dans
X(R), pour t > 0 arbitrairement grand,

rχ(atsxVχ(Z)) ≤ rt.
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Cela découlera de la proposition 3.4.1, si nous pouvons montrer que
∑

t≥1mΩ(Ωrt) =

+∞. Sous l’hypothèse (3.10), Ψ(u) ≥ u−βχ(log u)−C donc Ψ−1(s) ≳ s
− 1

βχ |log s|−
C
βχ

puis
rt = e

− t
βχ Ψ−1(e−t) ≥ t

− C
βχ .

D’autre part, pour u ≥ 1, on a ψ(u) = uβχΨ(u) ≤ ψ(1) car ψ est décroissante, et
donc Ψ−1(s) ≲ s

− 1
βχ , puis

Ψ−1(s) = s
− 1

βχ ψ(Ψ−1(s))
1

βχ ≳ s
− 1

βχ ψ(C0s
− 1

βχ )
1

βχ .

Par suite, ∑
t≥1

r
aχ

t |log rt|bχ−1 ≳
∑
t≥1

r
aχ

t (log t)bχ−1

=
∑
t≥1

e
− taχ

βχ Ψ−1(e−t)aχ(log t)bχ−1

≥
∑
t≥1

ψ(C0e
t

βχ )
aχ
βχ (log t)bχ−1

≳
∫ ∞

1

ψ(C0e
t

βχ )
aχ
βχ (log t)bχ−1dt

≳
∫ ∞

e

ψ(u)
aχ
βχ (log log u)bχ−1 du

u
,

où la dernière inégalité découle du changement de variable

u = C0e
t

βχ ,
du

u
=

dt

βχ
.

Ainsi,
∑

t≥1mΩ(Ωrt) = +∞, et le théorème est démontré.



Chapitre 4

Géométrie des espaces de
réseaux

Nous rappelons dans cette partie les résultats principaux de la théorie de la ré-
duction, due à Borel et Harish-Chandra [10], et exposée très clairement dans Borel
[9]. Cette théorie — que nous avons déjà utilisée dans la partie précédente pour
évaluer le volume de certaines parties de Ω — décrit quels paramètres sont né-
cessaires pour situer un élément ∆ dans l’espace de réseaux Ω = G/Γ. Plus tard,
nous étudierons le comportement asymptotique de ces paramètres le long de cer-
taines orbites diagonales dans Ω, pour l’appliquer à nos problèmes d’approximation
diophantienne.

4.1 Théorie de la réduction

Soit G un Q-groupe semi-simple et Γ = G(Z) un sous-groupe arithmétique de G.
Nous notons B un Q-sous-groupe parabolique minimal de G, U le radical unipotent
de B, T un Q-tore déployé maximal dans B, M le Q-sous-groupe anisotrope maxi-
mal du centralisateur Z(T )0 de T dans G0, et A = T 0(R) la composante connexe
des points réels de T .

Soit a l’algèbre de Lie de A. Le système de racines Σ de G par rapport à
T s’identifie à un système de racines dans l’espace dual a∗. Fixons un système
de racines simples Π = {α1, . . . , αr} pour un ordre associé à B et notons a− la
chambre de Weyl opposée dans a, définie par

a− = {Y ∈ a | ∀α ∈ Π, α(Y ) ≤ 0}.

Plus généralement, pour τ ≥ 0, on définit un voisinage a−τ de a− par

a−τ = {Y ∈ a | ∀α ∈ Π, α(Y ) ≤ τ},

et

Aτ = exp a−τ ⊂ A.

65
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a−τ
{α2 = τ}

{α1 = τ}

α1

α2

Figure 4.1 : Dessin de a−τ pour SL3

Définition 4.1.1 (Ensemble de Siegel). Un ensemble de Siegel S de G sur Q est
un ensemble de la forme

S = KAτω,

où K désigne un sous-groupe compact maximal de G, et ω un voisinage compact
de l’identité dans les points réels de MU .

En outre, on supposera toujours queK contient un ensemble de représentants du
groupe de Weyl relatifW = N(A)/A de G sur Q, oùN(A) est égal au normalisateur
de A dans G. Cela est possible, car W est l’image du groupe de Weyl WR sur R
par l’opération de restriction [11, corollaire 5.5], et qu’on peut toujours trouver des
représentants de WR dans K, d’après [45, Theorem 6.57].

La théorie de la réduction pour les groupes arithmétiques [9, Théorème 15.5]
nous assure qu’il existe un ensemble de Siegel dans G qui est à peu près un domaine
fondamental pour l’action de Γ sur G.

Théorème 4.1.2 (Domaine fondamental du second type). Il existe un ensemble
de Siegel S sur Q de G et une partie finie C de G(Q) tels que G = SCΓ.

De plus, l’ensemble C s’interprète simplement de la façon suivante [9, proposi-
tion 15.6].

Proposition 4.1.3 (Pointes et classes de P\G/Γ). Étant donné une partie finie
C ⊂ G(Q), il existe un ensemble de Siegel S tel que G = SCΓ si et seulement si
C contient un ensemble de représentants des classes de P (Q)\G(Q)/Γ.

Dans la suite, nous fixons une partie finie C de G(Q) et un ensemble de Siegel
S = KAτω qui satisfont la conclusion du théorème ci-dessus. Pour g dans G, nous
dirons que l’expression

g = kancγ, avec k ∈ K, a ∈ Aτ , n ∈ ω, c ∈ C, et γ ∈ Γ

est une décomposition de Siegel de g. Une telle décomposition n’est pas unique,
mais nous verrons plus tard que certains de ses éléments sont essentiellement in-
dépendants du choix de la décomposition. En général, le théorème ci-dessous [9,
théorème 15.4] nous assure qu’il n’existe qu’un nombre fini de décompositions de
Siegel d’un élément g de G.

Théorème 4.1.4 (Propriété de Siegel). Soit S un ensemble de Siegel dans G.
Pour toute partie finie F ⊂ G(Q), l’ensemble Γ ∩ (SF )(SF )−1 est fini.
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4.2 Représentations et ensembles fondamentaux
Ayant fixé un Q-tore déployé maximal T dans G, nous choisissons une base Π =
{α1, . . . , αr} du système de racines Σ associé à T , et notonsϖ1, . . . , ϖr la base duale
pour un produit scalaire admissible. Pour chaque i, on fixe une Q-représentation
Vi de G engendrée par une unique droite rationnelle de plus haut poids ωi = biϖi,
avec bi > 0 minimal, et Vi(Z) un réseau rationnel dans Vi stable par l’action
de Γ et contenant un vecteur de plus haut poids ei. Suivant Borel et Tits [11,
§12.13], nous dirons que les représentations Vi, i = 1, . . . , r, sont les représentations
fondamentales de G. Dans chaque Vi, on fixe aussi un réseau rationnel Vi(Z) stable
par l’action de Γ et contenant un vecteur de plus haut poids ei. Dans l’espace
vectoriel Vi, nous noterons X̃i = G · ei l’orbite du vecteur de plus haut poids ei
sous l’action de G.

Définition 4.2.1 (Covolumes successifs). Pour g dans G, on définit les covolumes
successifs µ1(g), . . . , µr(g) de gΓ par

µi(g) = min{∥gv∥ ; v ∈ Vi(Z) ∩ X̃i}.

Remarque. Les quantités µi(g) ne dépendent en fait que de la projection de g
dans G/Γ, car l’ensemble Vi(Z) ∩ X̃i est stable par l’action de Γ. Si ḡ = gΓ est un
élément de G/Γ, nous écrirons indifféremment µi(ḡ) ou µi(g) pour ses covolumes
successifs.

Remarque. Le choix d’une autre norme sur Vi change µi en une fonction compa-
rable, à une constante multiplicative près, et c’est souvent à cette constante près
qu’il faut comprendre µi. Comme on sait par [9, Proposition 15.6] que l’ensemble
P\G(Q)/Γ est fini, cela implique qu’il existe une partie finie C dans G(Q) telle que
pour tout g,

µi(g) ≍ min{∥gγcei∥ ; c ∈ C, γ ∈ Γ}.

Les plus hauts poids ω1, . . . , ωr des représentations fondamentales s’identifient
naturellement à une base de a∗, et il existe donc un unique élément c0(g) ∈ a tel
que

∀i ∈ {1, . . . , r}, ωi(c0(g)) = log µi(g).

La théorie de la réduction permet de montrer que l’application c0 que nous venons
de définir est essentiellement à valeurs dans a−. Ci-dessous, et dans toute la suite,
on munit a d’une structure euclidienne invariante par l’action du groupe de Weyl.

Proposition 4.2.2 (Covolumes successifs et chambre de Weyl). Il existe C0 ≥ 0
tel que pour tout g dans G, d(c0(g), a−) ≤ C0.

Démonstration. Soient S = KAτω et C ⊂ G(Q) l’ensemble de Siegel et la partie
finie donnés par le théorème 4.1.2. Pour tout g dans G, il existe une décomposition
de Siegel

g = kancγ, avec k ∈ K, n ∈ ω, c ∈ C, γ ∈ Γ et a = eY , Y ∈ a−t .

Alors, pour chaque i, µi(g) = µi(anc) ≍ µi(an), car l’ensemble cVi(Z) ∩ X̃i est
commensurable à Vi(Z) ∩ X̃i : si D est un dénominateur commun des coefficients
des éléments de C et de leurs inverses dans la représentation Vi,

DVi(Z) ∩ X̃i ⊂ cVi(Z) ∩ X̃i ⊂
1

D
Vi(Z) ∩ X̃i.
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Ensuite, on remarque que ana−1 est un élément borné dans G lorsque a varie dans
Aτ et n dans ω, de sorte que pour tout v ∈ Vi(Z) \ {0},

∥anv∥ ≍ ∥av∥ ≳ eωi(Y ),

car eωi(Y ) est essentiellement la plus petite valeur propre de a dans Vi. Cela montre
que µi(g) ≳ eωi(Y ), i.e. logµi(g) ≥ ωi(Y ) − O(1). Comme ∥gγ−1c−1ei∥ ≍ eωi(Y ),
on a en fait µi(g) ≍ eωi(Y ) et donc logµi(g) = ωi(Y ) +O(1). En d’autres termes,

d(c0(g), Y ) = O(1),

et cela montre ce qu’on veut, car par définition de Aτ = exp a−τ , l’élément Y est à
distance bornée de a−.

Exercice 2. Vérifier que pour G = GLd, la proposition ci-dessus est équivalente
au second théorème de Minkowski sur les minima successifs d’un réseau ∆ dans
Rd, sans l’optimalité des constantes : λ1(∆) . . . λd(∆) ≍ 1.

Comme il est plus commode de travailler avec des éléments qui sont vraiment
dans a−, plutôt que dans un petit voisinage, nous remplaçons la fonction c0 sur G
par une fonction c, qui lui est proche, mais à valeurs dans a−. On munit a d’un
produit scalaire invariant par l’action du groupe de Weyl. Comme a− est une partie
fermée convexe de a on dispose d’une projection pa− : a → a−, qui à Y0 associe
l’unique élément Y tel que d(Y0, Y ) = d(Y0, a

−).

Définition 4.2.3. On définit la fonction c : G→ a− par la formule

c(g) = pa−(c0(g)).

Remarque. D’après la proposition 4.2.2, on a c(g) = c0(g) +O(1). En effet, c(g)
est le point de a− le plus proche de c0(g).

La fonction c(g) sur G/Γ s’interprète naturellement à partir de la théorie de la
réduction, c’est le contenu de la proposition suivante, qui est déjà apparue implici-
tement dans la démonstration de la proposition 4.2.2.

Proposition 4.2.4 (Composante diagonale d’une décomposition de Siegel). Si
g = kancγ est une décomposition de Siegel de g, alors la composante a est bien
déterminée à une constante multiplicative près. En fait,

a = ec(g)+O(1).

Démonstration. Notons Vi la i-ème représentation fondamentale de G. Dans cet
espace, les réseaux Vi(Z) et

∑
c∈C cVi(Z) sont commensurables, donc leurs minima

successifs sont comparables. L’écriture g = kancγ montre donc que le premier
minimum λ1(gVi(Z)) est comparable à eωi(Y ), où a = eY , Y ∈ a−t , et ce premier
minimum est atteint sur un point de Vi(Z) ∩ X̃i. Par conséquent, pour chaque i,
ωi(Y ) = log λ1(gVi(Z))+O(1) = log µi(g)+O(1) = ωi(c(g))+O(1), ce qu’il fallait
démontrer.
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4.3 Drapeau partiel associé à un réseau
Nous avons vu que dans une décomposition de Siegel g = kancγ, l’élément a ne
dépend pas du choix de la décomposition, à constante multiplicative près. Selon
la position de a dans Aτ , la classe de l’élément cγ modulo un certain sous-groupe
parabolique Pg dépendant de g est aussi indépendante de la décomposition. Nous
détaillons maintenant cette construction, dont les idées nous seront utiles plus tard.

Rappelons que Π = {α1, . . . , αr} est une base du système de racines de G pour
T , pour un ordre associé au parabolique minimal B. À chaque partie θ ⊂ Π on
associe un sous-groupe parabolique de la façon suivante : on définit un sous-tore
de T par

Sθ =

(⋂
α∈θ

kerα

)0

puis
Pθ = Z(Sθ)U,

où Z(Sθ) désigne le centralisateur de Sθ dans G, et U le radical unipotent de B.
L’ensemble des poids de T dans la représentation adjointe restreinte à pθ = Lie(Pθ)
est constitué des racines positives et des racines négatives dont la décomposition
en racines simples est faite d’éléments de θ.

Proposition 4.3.1 (Drapeau partiel associé à gΓ). Soit S un ensemble de Siegel
pour G et C une partie finie de G(Q) telle que G = SCΓ. Il existe une constante
C0 ≥ 0 telle que l’énoncé suivant soit vérifié. Pour g ∈ G, soit

θg = {i ∈ {1, . . . , r} | αi(c(g)) ≥ −C0}

et Qg = Pθg le sous-groupe parabolique associé. Si Q est un sous-groupe parabolique
contenant Qg, alors dans une décomposition de Siegel

g = kancγ, avec kan ∈ S, c ∈ C, et γ ∈ Γ,

la classe Dg = Qcγ ∈ Q\G est indépendante du choix de la décomposition de Siegel.
De plus, l’application h 7→ Dh est localement constante.

Remarque. Si c(g) = 0, on a nécessairement Q = G, et la proposition ne donne
aucune information supplémentaire sur gΓ.

Exemple. Dans le cas où G = SLd, l’espace Ω s’identifie à l’espace des réseaux
unimodulaires de Rd. Notons

λ1(g) ≤ · · · ≤ λd(g)

les minima successifs de gZd, et choisissons une famille linéairement indépendante
v1, . . . , vd dans Zd telle que

∀i ∈ {1, . . . , d}, ∥gvi∥ = λi(g).

La condition αi(c(g)) ≥ −C0 se traduit en termes des minima successifs par l’in-
égalité

λi+1(g) ≤ eC0λi(g).
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Si i ̸∈ θg, on a donc λi+1(g) > λi(g), et le sous-réseau ∆i = Zv1 ⊕ · · · ⊕ Zvi est
uniquement défini. Le drapeau Dg s’identifie au drapeau partiel

{0} < ∆i1 < · · · < ∆ik < Zd, {i1, . . . , ik} = {1, . . . , r} \ θg.

À cause du cas particulier donné en exemple ci-dessus, nous dirons que Dg est le
drapeau partiel associé à l’élément g ∈ Ω. La démonstration de la proposition 4.3.1
repose sur l’observation importante suivante.

Proposition 4.3.2 (Racine et covolume). Soit G un Q-groupe semi-simple et Vk
la représentation fondamentale de G associée au poids ωk. Soit g dans G et v0
dans Vk(Z) ∩ X̃k tel que µk(g) = ∥gv0∥. Pour tout vecteur v ∈ Vk(Z) linéairement
indépendant de v0,

∥gv∥ ≳ e−αk(c(g))µk(g).

La constante implicite dans la notation de Vinogradov ne dépend pas de g ∈ G. En
outre, il existe une constante C0 ≥ 0 telle que si αk(c(g)) ≤ −C0, et g = kancγ est
une décomposition de Siegel de g, alors v0 est colinéaire à γ−1c−1ek.

Démonstration. Dans cette démonstration, on munit l’espace des racines d’un pro-
duit scalaire invariant par l’action du groupe de Weyl. Quitte à changer le réseau
rationnel Vk(Z), on peut supposer qu’on dispose d’une base (eω) de Vk(Z) consti-
tuée de vecteurs de poids. Le plus haut poids ωk est associé au vecteur ek = eωk

,
et tout autre poids de la représentation peut s’écrire

ω = ωk −
∑
i

niαi,

où les ni sont des entiers naturels. De plus, comme ωk est le plus haut poids de la
représentation et ⟨ωk, αi⟩ = 0 si i ̸= k,

∥ωk∥2 ≥ ∥ω∥2 = ∥ωk∥2 +
∥∥∥∑niαi

∥∥∥2 − 2nk⟨ωk, αk⟩,

et donc nk ≥ 1 si ω ̸= ωk.
Par abus de notation, on note encore ωk le caractère de B associé au poids

ωk. D’après le théorème 4.1.2, il existe une partie finie C ⊂ G(Q) et un ensemble
de Siegel S = KAτω tels que G = SCΓ. L’ensemble C contient une famille de
représentants des classes de P (Q)\G(Q)/Γ, donc à une constante multiplicative
près indépendante de g,

µk(g) ≍ min
{
∥gγ−1c−1ek∥ ; c ∈ C, γ ∈ Γ

}
.

Considérons une décomposition de g suivant l’ensemble de Siegel et la partie C
donnés ci-dessus :

g = kancγ.

Comme les réseaux gVk(Z) et gc−1γ−1Vk(Z) sont commensurables, leurs minima
successifs sont comparables. Dans la base de Vk(Z) constituée de vecteurs de poids,
l’élément a = ec(g)+O(1) agit suivant la matrice diag(eω(c(g))), où ω décrit les poids
de la représentation Vk ; par le second théorème de Minkowski, cela donne tous les
minima successifs du réseau unimodulaire gVk(Z), à une constante multiplicative
près. La plus petite valeur propre de a est eωk(c(g)) et donc

λ1(gVk(Z)) ≍ eωk(c(g)).
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Par ailleurs, si ω = ωk−
∑

i niαi est un poids différent de ωk, alors d’après le calcul
ci-dessus, nk ≥ 1, donc eω(c(g)) ≥ eωk(c(g))−αk(c(g)) = e−αk(c(g))µk(g) et ainsi,

λ2(gVk(Z)) ≳ e−αk(c(g))µk(g).

Posant v0 = γ−1c−1ek, on a

∥gv0∥ = ∥gγ−1c−1ek∥ ≍ ∥aek∥ ≍ eωk(c(g)) ≍ λ1(gVk(Z)) ≍ µk(g),

tandis que si v ∈ Vk(Z) n’est pas colinéaire à v0,

∥gv∥ ≳ λ2(gVk(Z)) ≳ e−αk(c(g))µk(g).

Cela montre la propriété souhaitée.

Démonstration de la proposition 4.3.1. Pour k ∈ {1, . . . , r}, soit Pk = P{1,...,r}\{k}
le k-ième sous-groupe parabolique maximal. Comme

Qg = Pθg =
⋂
k ̸∈θg

Pk,

il suffit de montrer que pour chaque k ̸∈ θg, l’élément Pkcγ ne dépend pas du choix
de la décomposition de Siegel.

Soit donc k ̸∈ θg fixé, et Vk la représentation fondamentale associée. Si C0 est
choisi assez grand, l’inégalité αk(c(g)) < −C0, avec la proposition 4.3.2, montre
que si g = kancγ est une décomposition de Siegel et u ∈ Vk(Z), l’égalité

∥gu∥ = µk(g),

ne peut être atteinte que si u est colinéaire à γ−1c−1ek. Identifiant Pk\G à l’or-
bite de la droite [ek] de plus haut poids dans la représentation fondamentale Vk,
grâce à l’application g 7→ [g−1ek], cela montre que Pkcγ ne dépend pas du choix
de la représentation de Siegel : c’est la direction qui réalise le premier minimum
λ1(gVk(Z)) du réseau gVk(Z).

Pour chaque k ̸∈ θg, la proposition 4.3.2 montre que λ1(gVk(Z)) < λ2(gVk(Z)),
donc le vecteur de Vk(Z) qui réalise le premier minimum est localement constant
au voisinage de g. Cela montre la dernière assertion de la proposition.

4.4 Structure de G/Γ à quasi-isométrie près

Les trois théorèmes du paragraphe 4.1 constituent l’essentiel de la théorie de la
réduction pour l’ensemble Ω = G/Γ, quotient du groupe G des points réels d’un
Q-groupe algébrique par un sous-groupe arithmétique Γ = G(Z). Pour résumer :

• le quotient Ω = G/Γ est l’union des ScΓ, où c décrit un ensemble de repré-
sentants de P (Q)\G(Q)/Γ ;

• l’intersection de deux parties Sc1Γ et Sc2Γ est une union finie de parties de
la forme ((Sc1γ1) ∩ (Sc2)) Γ.
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Un domaine de Siegel S est quasi-isométrique à la chambre de Weyl a−, et, à
quasi-isométrie près, la théorie de la réduction permet donc d’imaginer Ω comme
une réunion d’un nombre fini de parties isométriques à a−. Lorsque Γ agit transi-
tivement sur P (Q)\G(Q), l’espace de réseaux Ω = G/Γ n’a qu’une seule pointe, et
l’application

c : Ω → a−

gΓ 7→ c(g)

définie au paragraphe 4.2 est une quasi-isométrie.

Nous voulons maintenant expliquer comment ce résultat peut se généraliser
aux espaces de réseaux qui admettent plusieurs pointes. Nous allons montrer que
l’espace de réseau Ω est quasi-isométrique à un complexe cellulaire obtenu par
recollement d’un nombre fini de parties isométriques à a−. La combinatoire du
recollement est décrite par les différents espaces quotients Pθ(Q)\G(Q)/Γ, où θ
décrit l’ensemble des parties de la base Π du système de racines de G. Si H est un
élément de a−, on notera

θH = {α ∈ Π | α(H) = 0}

et PH = PθH le sous-groupe parabolique standard associé.

Définition 4.4.1 (Complexe cellulaire CΩ). Sur l’ensemble produit

a− ×

(⊔
θ⊂Π

Pθ(Q)\G(Q)/Γ

)
,

on définit la relation d’équivalence

(H, c) ∼ (H ′, c′) ⇐⇒ (H = H ′ et PHc = PHc
′).

Par définition, le complexe CΩ est l’ensemble quotient

CΩ =

(
a− ×

⊔
θ⊂Π

Pθ(Q)\G(Q)/Γ

)
/ ∼ .

Notons que l’ensemble CΩ est réunion d’un nombre fini de parties a−c , c ∈
P (Q)\G(Q)/Γ, chacune isométrique à a−. Ces copies de a− sont recollées suivant
certaines faces, leurs intérieurs sont disjoints. Comme le point 0 est commun à
toutes ces parties, l’ensemble CΩ est connexe. On munit chaque partie a−c de la
distance induite par un produit scalaire invariant par l’action du groupe de Weyl
sur a, et cette distance se prolonge naturellement à CΩ en posant

d(x, x′) = inf

{
k∑

i=0

d(xi, xi+1) ; x0 = x, xk = x′ et ∀i,∃ci : [xi, xi+1] ⊂ a−ci

}
.

Le théorème 4.4.2 ci-dessous permet de mieux comprendre la géométrie des outils
introduits dans les paragraphes précédents, mais n’est pas absolument nécessaire
pour la suite du mémoire. Sa vérification à l’aide des résultats des paragraphes
précédents est donc laissée au lecteur.
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Théorème 4.4.2 (Structure de G/Γ à quasi-isométrie près). L’espace Ω = G/Γ
est muni d’une distance induite par une métrique riemannienne invariante à droite
sur G. Pour ∆ = gΓ dans Ω, on note c∆ = c(g) l’élément de a− et D∆ = Dg le
drapeau partiel associés à ∆, définis respectivement à la définition 4.2.3 et à la
proposition 4.3.1.

Alors, l’application ∆ 7→ (c∆, D∆) induit une quasi-isométrie q : Ω → CΩ. Plus
précisément, avec la bonne normalisation du produit scalaire sur a, pour tous ∆,∆′

dans Ω,
d(∆,∆′) = d(q(∆), q(∆′)) +O(1).

4.5 L’ordre de Kostant
Nous introduisons maintenant l’ordre partiel sur a donné par

Y1 ≺ Y2 ⇐⇒ ∀i, ωi(Y1) ≤ ωi(Y2).

Cette relation d’ordre a déjà été utilisée par Kostant [46] pour comparer les rayons
spectraux de deux éléments d’un groupe semi-simple dans différentes représenta-
tions.

Ici, nous nous intéresserons à l’ensemble des minorants de c0(g) dans a− pour
l’ordre de Kostant. C’est un ensemble convexe, et la proposition suivante montre
qu’il est stable par une opération de maximum.

Proposition 4.5.1. Si (Ys)s∈S est une famille d’éléments de a− alors l’élément
Y ∈ a défini par

∀i, ωi(Y ) = sup
s∈S

ωi(Ys)

est dans a−. En particulier, pour tout Y0 ∈ a l’ensemble

mY0
= {Y ∈ a− | Y ≺ Y0}

admet un unique plus grand élément.

mY0

Y0
{ω2(Y ) = ω2(Y0)}

{ω1(Y ) = ω1(Y0)}

α1

α2

ω1

ω2

mY0

Y0
{ω2(Y ) = ω2(Y0)}

{ω1(Y ) = ω1(Y0)}

α1

α2

ω1

ω2

Figure 4.2 : L’ensemble mY0
pour SL3

Démonstration. Dans cette démonstration on identifie a à a∗ grâce au produit
scalaire usuel, pour lequel la famille des poids fondamentaux (ϖj) s’identifie à la
base duale de la base (αi) des racines simples :

∀i, j, ⟨αi, ϖj⟩ = δij .
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Rappelons que le plus haut poids ωi est relié à ϖi par ωi = biϖi, pour un certain
bi ∈ N∗. Si l’on décompose

Ys =
∑
i

t
(s)
i αi, avec t(s)i ∈ R,

alors Y =
∑

i(sups t
(s)
i )αi et

⟨αk, Y ⟩ = ⟨αk,
∑
i

(sup
s
t
(s)
i )αi⟩ =

∑
i

(sup
s
t
(s)
i )⟨αk, αi⟩.

Il s’agit de voir que cette quantité est négative. Cela découle de ce que pour i ̸= k,
⟨αk, αi⟩ ≤ 0, tandis que ⟨αk, αk⟩ ≥ 0. En effet, pour chaque s, l’inégalité ⟨αk, Ys⟩ ≤
0 donne

−
∑
i ̸=k

t
(s)
i ⟨αk, αi⟩ ≥ ⟨αk, αk⟩t(s)k

et comme pour tout i ̸= k, ⟨αk, αi⟩ ≤ 0, cela implique

−
∑
i ̸=k

(sup
u
t
(u)
i )⟨αk, αi⟩ ≥ ⟨αk, αk⟩t(s)k .

Comme ceci vaut pour tout s, on trouve bien

−
∑
i ̸=k

(sup
u
t
(u)
i )⟨αk, αi⟩ ≥ ⟨αk, αk⟩ sup

s
t
(s)
k ,

c’est-à-dire αk(Y ) ≤ 0. Soit maintenant Y0 ∈ a un élément quelconque. Comme
mY0

est non vide, la propriété de stabilité que nous venons de démontrer permet
de définir son plus grand élément Y par

∀i, ωi(Y ) = sup
Y ′∈mY0

ωi(Y
′).

Exercice 3. Soit G = SLd. On identifie a aux fonctions sur {0, . . . , d} qui s’an-
nulent en 0 et d par l’application Y0 7→ (ωi(Y0))1≤i≤d−1.

1. Montrer que a− s’identifie à l’ensemble des fonctions convexes négatives.

2. Vérifier que la proposition ci-dessus traduit simplement le fait que la borne
supérieure d’une famille de fonctions convexes négatives est encore une fonc-
tion convexe négative.

Le dessin ci-dessous donne un exemple pour SL4. On identifie a aux fonctions sur
{0, . . . , 4} qui s’annulent en 0 et 4, et a− au sous-ensemble des fonctions convexes.

0 1 2 3 4

Y0

Y

Figure 4.3 : Y est le plus grand minorant de Y0 dans a−.
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En fait, le plus grand élément de mY0 s’interprète géométriquement comme
une projection de Y0 sur a−. On munit a du produit scalaire usuel, invariant par
l’action du groupe de Weyl. Comme a− est une partie convexe de a on dispose d’une
projection pa− : a → a−, qui à Y0 associe l’unique élément Y tel que d(Y0, Y ) =
d(Y0, a

−).

Proposition 4.5.2 (Plus grand minorant et projection orthogonale). Pour tout
Y0 dans a, le point pa−(Y0) est le plus grand élément de mY0

.

Démonstration. Ici encore, on identifie a à a∗ à l’aide du produit scalaire usuel.
Soit Y0 ∈ a, et

I0 = {i | ⟨αi, Y0⟩ ≥ 0}.

Soit Y1 la projection orthogonale de Y0 sur la face
⋂

i∈I0
α⊥
i , donnée par

Y1 = Y0 −
∑
i∈I0

t
(0)
i αi,

où les t(0)i sont choisis de sorte que pour tout j ∈ I0, ⟨αj , Y0⟩ =
∑

i∈I0
t
(0)
i ⟨αj , αi⟩.

Si A =
(
⟨αi, Y0⟩

)
i∈I0

, ces équations s’écrivent matriciellement A = G · T (0), où
G = (⟨αj , αi⟩)i,j∈I0 . Comme les racines αi, i ∈ I0 sont linéairement indépendantes,
G est une matrice de Gram inversible. De plus, pour i ̸= j, on a ⟨αj , αi⟩ ≤ 0, et le
lemme 4.5.3 ci-dessous montre donc que G−1 est à coefficients positifs. Or A est à
coefficients positifs aussi, et donc le vecteur T (0) = G−1A est à coefficients positifs.
Cela revient à dire que pour tout i, ωi(Y1) ≤ ωi(Y0), i.e. Y1 ≺ Y0.

De même, à partir de Y1, on définit I1 = {i | ⟨αi, Y1⟩ ≥ 0}, et Y2 la projection
orthogonale de Y1 sur

⋂
i∈I1

α⊥
i , ...etc. On obtient ainsi une suite de points

Y0 ≻ Y1 ≻ Y2 ≻ . . .

Notons que pour tout n, In ⊂ In+1. En effet, si ⟨αi, Yn⟩ ≥ 0, alors par définition,
⟨αi, Yn+1⟩ = 0. En particulier, la suite (In) est stationnaire, donc la suite (Yn)
aussi. Soit Y sa limite et I = {i | ⟨αi, Y ⟩ = 0}.

0 1 2 3 4

Y0

Y1

Y2 = Y

Figure 4.4 : Une suite Y0 ≻ Y1 ≻ Y2 pour G = SL4

Naturellement Y ∈ a−, et par construction,

Y = Y0 −
∑
i∈I

tiαi, ∀i, ti ≥ 0.
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Donc Y est la projection orthogonale de Y0 sur
⋂

i∈I α
⊥
i .

Pour voir que Y est bien égal à la projection de Y0 sur a−, on vérifie que pour
tout Y ′ dans a−, ⟨Y ′ − Y, Y0 − Y ⟩ ≤ 0. Écrivons Y ′ − Y =

∑
i siϖi. Pour i ∈ I,

⟨αi, Y ⟩ = 0 et ⟨αi, Y
′⟩ ≤ 0, donc si ≤ 0. Par conséquent,

⟨Y ′ − Y, Y0 − Y ⟩ =
∑

i∈{1,...,r},j∈I

sitj⟨αj , ϖi⟩ =
∑

i∈{1,...,r},j∈I

sitjδij =
∑
i∈I

siti ≤ 0.

Donc Y est la projection de Y0 sur a−. Reste à voir que c’est bien le plus grand
minorant de Y0 dans a−.

Tout d’abord, par construction, Y est bien un minorant de Y0. Soit maintenant
Y ′ ∈ a− un autre minorant de Y0. Pour tout i ̸∈ I, ωi(Y ) = ωi(Y0) ≥ ωi(Y

′), et le
lemme ci-dessous permet d’en conclure l’inégalité souhaitée : Y ′ ≺ Y .

Nous concluons cette partie par les deux lemmes utilisés dans la démonstra-
tion ci-dessus. Le premier est tiré de Bourbaki [12, Chapitre V, §3, no 6, Lemme 6,
page 79] ; nous en donnons une démonstration directe à l’aide du procédé d’ortho-
normalisation de Gram-Schmidt, suggérée par Romain Tessera.

Lemme 4.5.3. Soit E un espace euclidien et (vi)1≤i≤r une famille finie de vecteurs
linéairement indépendants tels que pour tous i ̸= j, ⟨vi, vj⟩ ≤ 0. La matrice de Gram
G = (⟨vi, vj⟩)1≤i,j≤r est inversible et son inverse G−1 est à coefficients positifs.

Démonstration. Quitte à restreindre E au sous-espace engendré par les vi, on peut
supposer que les vecteurs vi forment une base de E et donc dimE = r. Le procédé
de Gram-Schmidt permet d’obtenir une famille orthogonale (v′i)1≤i≤r en posant

v′1 = v1 et ∀j > 1, v′j = vj −
∑
i<j

⟨vj , v′i⟩
⟨v′i, v′i⟩

v′i.

Notons que pour i < j,

⟨vj , v′i⟩ = ⟨vj , vi⟩ −
∑
k<i

⟨vi, v′k⟩
⟨v′k, v′k⟩

· ⟨vj , v′k⟩

et donc, par récurrence, ⟨vj , v′i⟩ ≤ 0. Si l’on note V et V ′ les matrices respectives des
familles de vecteurs (vi)1≤i≤r et (v′i)1≤i≤r dans une base orthonormée quelconque
de E, les relations de récurrence ci-dessus peuvent s’écrire

V ′ = V T1 . . . Tr,

où les matrices Ti sont unipotentes triangulaires supérieures à coefficients positifs.
Posant T = T1 . . . Tr, la matrice de Gram qui nous intéresse est

G = tV V

= tT−1 tV ′V ′T−1

et comme tV ′V ′ = diag(∥v′1∥2, . . . , ∥v′r∥2) est à coefficients positifs,

G−1 = T (tV ′V ′) tT

est à coefficients positifs.
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Le second lemme est un peu plus technique. Il nous sera aussi utile au chapitre
suivant.

Lemme 4.5.4. Soit Y ∈ a−, et I = {i | αi(Y ) = 0}. Si Y ′ ∈ a− vérifie pour
chaque i ̸∈ I, ωi(Y

′) ≤ ωi(Y ), alors Y ′ ≺ Y .

Démonstration. Écrivons

Y − Y ′ =
∑
i

siαi, avec si ∈ R.

Par hypothèse ωj(Y ) ≥ ωj(Y
′) si j ̸∈ I, et donc

∀j ̸∈ I, sj ≥ 0.

D’autre part, pour i ∈ I, αi(Y − Y ′) = −αi(Y
′) ≥ 0, et donc

∀i ∈ I,
∑
j

sj⟨αi, αj⟩ ≥ 0.

Par conséquent,

∀i ∈ I,
∑
j∈I

sj⟨αi, αj⟩ ≥ −
∑
j ̸∈I

sj⟨αi, αj⟩ ≥ 0.

Cette inégalité peut encore s’écrire G ·S ≥ 0, où G = (⟨αi, αj⟩)i,j∈I et S = (sj)j∈I .
Comme G−1 est à coefficients positifs, cela implique S ≥ 0. Ainsi, pour tout i,
si ≥ 0, i.e. Y ′ ≺ Y .

Remarque. Dans le cas G = SLd, le contenu de ce dernier lemme est assez clair.
Si Y est une fonction convexe sur {0, . . . , d} avec Y (0) = Y (d) = 0, et si Y ′ est une
autre fonction convexe sur {0, . . . , d}, inférieure à Y en tout point angulaire (i.e.
extrémal du graphe), alors la fonction Y ′ est toujours inférieure à la fonction Y .
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Chapitre 5

Approximation des points
algébriques

Rappelons que dans ce mémoire, contrairement à l’usage le plus répandu, on note
Q le sous-corps de R constitué des nombres algébriques sur Q.

Comme précédemment, X = P\G est une variété de drapeaux, munie de sa
distance de Carnot-Carathéodory, et d’une hauteur Hχ induite par une représen-
tation linéaire irréductible de G de plus haut poids χ. Rappelons que nous avons
défini l’exposant diophantien d’un point x dans X(R) par

βχ(x) = inf{β ∈ R | ∃c > 0 : ∀v ∈ X(Q), d(x, v) ≥ cHχ(v)
−β},

et qu’il existe une constante βχ(X) telle que pour presque tout x dans X(R),
βχ(x) = βχ(X).

Dans ce chapitre, nous étudions l’exposant diophantien βχ(x) d’un point x ∈
X(Q), où Q désigne le sous-corps de R constitué des éléments algébriques sur Q.
À l’aide des outils de la théorie de la réduction rappelés à la partie précédente, le
théorème du sous-espace de Schmidt nous permettra de décrire le comportement
asymptotique des orbites diagonales dans l’espace de réseaux Ω = G/Γ. Ensuite,
grâce à la correspondance développée au chapitre 2 nous pourrons traduire ces
résultats en termes d’approximation diophantienne des points de X.

5.1 Orbites diagonales algébriques dans G/Γ

Dans ce paragraphe, G est un Q-groupe semi-simple, T ⊂ G un tore Q-déployé
maximal, A = T 0(R) la composante neutre des points réels de T , et a son algèbre
de Lie. Soit (at)t∈R un sous-groupe à un paramètre de A. Écrivant at = etY pour
un certain Y ∈ a, on peut choisir un ordre sur a de sorte que Y appartienne à la
chambre de Weyl négative a− dans a :

∀t ∈ R, at = etY , Y ∈ a−.

Remarque. Dans ce paragraphe, l’élément Y est quelconque dans a, et nous n’étu-
dions que l’espace de réseaux Ω = G/Γ. Plus tard, nous choisirons l’élément Y

79
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comme en (2.1), et la correspondance établie au chapitre 2 nous permettra d’obte-
nir les résultats l’approximation diophantienne que nous avons en vue.

Soit alors B le Q-sous-groupe parabolique minimal correspondant à l’ensemble
des racines positives pour l’ordre choisi sur a, et

P =
{
g ∈ G

∣∣∣ lim
t→∞

atga−t existe
}

le sous-groupe parabolique associé à (at)t∈R. Soit W le groupe de Weyl associé à
G et T , quotient du normalisateur de T par son centralisateur, et

WP = (W ∩ P )\W.

La décomposition de Bruhat [11, Théorème 5.15] de G permet d’écrire

G =
⊔

w∈WP

PwB.

On fixe aussi un sous-groupe compact maximal K dans G(R). Enfin, étant donné
un sous-groupe arithmétique Γ dans G, on fixe une partie finie C ⊂ G(Q) et un
ensemble de Siegel S = KAuω par rapport à K, B et T tel que

G = SCΓ.

Rappelons qu’une décomposition de Siegel d’un élément g ∈ G est une écriture de
g sous la forme g = kanγ, avec k ∈ K, a ∈ Aτ = exp a−τ , n ∈ ω et γ ∈ CΓ. Ce
paragraphe a pour but le théorème suivant.

Théorème 5.1.1 (Orbites diagonales des points algébriques dans Ω). Soit Y ∈ a−,
et (at)t∈R = (etY )t∈R le sous-groupe à un paramètre associé. Soit s ∈ G(Q). Pour
tout t > 0, soit

ats = ktbtntγt,

une décomposition de Siegel de ats.

1. Il existe un élément c∞ ∈ a− tel que limt→∞
1
t log bt = c∞.

2. Si θ∞ = {α ∈ Π | α(c∞) = 0} et Q∞ = Pθ∞ est le sous-groupe parabolique
associé à θ∞, alors Q∞γt = Q∞γ∞ est indépendant de t au voisinage de
l’infini.

3. Pour tout w ∈ W tel que sγ−1
∞ ∈ PwQ∞, on a c∞ = p∞(Y w), où Y w =

(Adw)−1Y , et p∞ : a → a désigne la projection sur le sous-espace F∞ =
∩α∈θ∞ kerα. Si w ∈ W est l’unique élément tel que sγ∞ ∈ PwB, alors
c∞ = pa−(Y w), où pa− : a → a− désigne la projection sur le convexe a−.

Remarque. Soit c : G→ a− la fonction définie au chapitre 4, telle que si g = kanγ
est une décomposition de Siegel, alors a = ec(g)+O(1). Le premier point du théorème
se réécrit limt→∞

1
t c(ats) = c∞. Avec les notations de la proposition 4.3.1, cela

implique en particulier que pour tout t > 0 assez grand, Qats ⊂ Q∞. Le second
point énonce alors que le drapeau partiel Dats ∈ Q∞\G associé à ats est constant
au voisinage de l’infini.
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Remarque. Pour tout p ∈ W ∩ P , on a Y p = Y et donc Y pw = Y . D’autre part,
tout élément q ∈ W ∩Q∞ stabilise F∞ et F⊥

∞, de sorte que p∞ ◦ q−1 = p∞. Cela
montre que l’expression p∞(Y w) ne dépend pas du choix de w dans P\W/Q∞. Le
troisième point du théorème implique donc que c∞ est entièrement déterminé par
la variété PwQ∞γ∞ contenant s.

Cependant, si on suppose seulement sγ∞ ∈ PwQ∞, on n’a pas nécessairement
l’égalité pa−(Y w) = p∞(Y w). Pour s’assurer de cette égalité, il convient de prendre
pour w l’unique élément de longueur maximale dans la double classe de P\W/Q∞,
dont on montre l’existence en adaptant la démonstration de [7, Corollary 2.4.5].

La démonstration du théorème 5.1.1 repose sur le théorème suivant, dû à
Schmidt [57, Theorem 3A].

Théorème 5.1.2 (Théorème du sous-espace, version forte). Soit (at)t∈R un sous-
groupe diagonal à un paramètre dans GLd(R) et L ∈ GLd(Q). Notons λ1(t) ≤ · · · ≤
λd(t) les minima successifs du réseau atLZd, pour t > 0, et supposons qu’il existe
δ > 0, i ∈ {1, . . . , d− 1}, et un ensemble non borné N tels que,

∀t ∈ N, λi(t) ≤ e−δtλi+1(t).

Alors, il existe un sous-espace rationnel T ≤ Qd de dimension i et un sous-ensemble
non borné N′ ⊂ N tels que pour tout t ∈ N′, les i premiers minima successifs de
atLZd sont réalisés en des vecteurs v1, . . . , vi de atLT .

Ce théorème implique d’ailleurs la proposition suivante, qui décrit de façon plus
précise le comportement de l’orbite dans l’espace des réseaux.

Proposition 5.1.3. Soit (at)t∈R un sous-groupe diagonal à un paramètre dans
GLd(R) et L ∈ GLd(Q). Pour t > 0, notons λ1(t) ≤ · · · ≤ λd(t) les minima
successifs du réseau atLZd. Alors, pour chaque i ∈ {1, . . . , d} la limite

Λi = lim
t→∞

1

t
log λi(t)

existe. De plus, si Λi < Λi+1, alors il existe un unique sous-espace rationnel Si

de dimension i tel que pour tout t > 0 suffisamment grand, les i premiers minima
successifs de atLZd sont atteints dans Si. Les sous-espaces Si forment un drapeau
partiel dans Qd.

Démonstration. Pour i = 1, . . . , d, posons

Λi = lim inf
t→∞

1

t
log λi(t).

On définit les indices i0, i1, . . . , is, is+1 par i0 = 0, is+1 = d, et

Λ1 = · · · = Λi1 < Λi1+1 = · · · = Λi2 < · · · < Λis+1 = · · · = Λd.

Nous allons montrer par récurrence sur k ∈ {0, . . . , s} la propriété suivante : il
existe un drapeau partiel 0 = S0 < S1 < · · · < Sk de sous-espaces rationnels tel
que pour chaque ℓ ∈ {1, . . . , k},

• dimSℓ = iℓ ;

• pour tout t > 0 assez grand, atLSℓ contient les iℓ premiers minima de atLZd ;
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• si iℓ−1 < i ≤ iℓ, alors limt→∞
1
t log λi(t) = Λiℓ =

τ(Sℓ)−τ(Sℓ−1)
iℓ−iℓ−1

.

Dans la formule ci-dessus, τ(W ) désigne le taux de dilatation du sous-espace W
par le flot (atL)t∈R. Si w représente W dans une puissance extérieure de Rd, dans
la décomposition de Lw suivant les espaces propres de at, la plus grande valeur
propre apparaissant est égale à etτ(W ). De manière équivalente,

τ(W ) = lim
t→∞

1

t
log∥atLw∥.

Pour k = 0, la propriété est triviale. Supposons donc la propriété vraie pour k− 1,
avec k ∈ {1, . . . , s + 1}. Soit (tn)n∈N une suite qui tend vers l’infini telle que
Λik = lim 1

tn
log λik(tn). Posant δ = 1

3 (Λik+1 − Λik), on a, pour n suffisamment
grand,

λik(atn∆) ≤ etn(Λik
+δ) ≤ etn(Λik+1−2δ) ≤ e−tnδλik+1(atn∆).

D’après le théorème 5.1.2 ci-dessus, il existe un sous-espace rationnel Sk de di-
mension ik tel que le long d’une sous-suite de (tn)n∈N, les ik premiers minima de
atnLZd sont toujours atteints dans atnLSk.

Par hypothèse de récurrence, pour ℓ < k, si iℓ−1 < i ≤ iℓ,

lim
1

tn
log λi(tn) = Λiℓ ,

et par définition de (tn)n∈N et des indices ik−1 et ik,

lim
1

tn
log λik(tn) = Λik = · · · = Λik−1+1 = lim

1

tn
log λik−1+1(tn).

Comme atnLSk contient les ik premiers minima, cela implique

covolatnLSk
(atnL(Sk ∩ Zd)) ≤ etn

∑k
ℓ=1(iℓ−iℓ−1)Λiℓ

+o(tn),

d’où l’on tire

τ(Sk) ≤
k∑

ℓ=1

(iℓ − iℓ−1)Λiℓ .

Mais d’après l’hypothèse de récurrence, τ(Sk−1) =
∑k−1

ℓ=1 (iℓ − iℓ−1)Λiℓ , et donc

τ(Sk)− τ(Sk−1)

ik − ik−1
≤ Λik = · · · = Λik−1+1. (5.1)

Comme l’hypothèse de récurrence implique Sk−1 ≤ Sk, le second théorème de
Minkowski appliqué dans atLSk, donne, pour tout t > 0 assez grand,

λik−1+1(t) . . . λik(t) ≲

(
covol(at(Sk ∩ Zd))

covol(at(Sk−1 ∩ Zd))

)
≤ exp

[
t(τ(Sk)− τ(Sk−1)) + o(t)

]
.

Avec (5.1), cela montre qu’on doit avoir, pour chaque i ∈ {ik−1 + 1, . . . , ik},

Λi = lim
1

t
log λi(t) =

τ(Sk)− τ(Sk−1)

ik − ik−1
.
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Pour ε = 1
3 (Λik+1 − Λik), pour t > 0 assez grand, le sous-réseau atL(Sk ∩ Zd)

contient ik vecteurs linéairement indépendants de norme inférieure à et(Λik
+ε), et

comme Λik+1 > Λik + 2ε, tout vecteur de atLZd hors de atLSk est de norme
supérieure à et(Λik

+2ε). Cela montre que pour t > 0 assez grand, les ik premiers
minima de atLZd sont atteints dans atLSk.

Nous pouvons enfin démontrer le théorème 5.1.1.

Démonstration du théorème 5.1.1. Soit ρ : G→ SLd une représentation rationnelle
fidèle de G. Pour t > 0, et i ∈ {1, . . . , d}, notons λi(t) = λi(ρ(ats)Zd). D’après le
corollaire 5.1.3, les limites

Λi = lim
t→∞

1

t
log λi(t)

sont bien définies. Si ats = ktbtntγt est une décomposition de Siegel de ats, alors,
à une constante multiplicative près, les minima successifs de ρ(ats)Zd s’obtiennent
en ordonnant les valeurs propres de la matrice diagonale ρ(bt). Cela montre que
la limite limt→+∞

1
t log ρ(bt) est bien définie, et comme ρ : A → (R∗

+)
d est un

morphisme de groupes injectif, il en découle que la limite

c∞ = lim
t→∞

1

t
log bt

existe. Comme d(log bt, a−) = O(1), on a bien sûr c∞ ∈ a−. Cela montre le premier
point du théorème. Ensuite, la proposition 4.3.1 montre que pour tout t > 0 suffi-
samment grand, l’application t 7→ Q∞γt est localement constante. Par connexité,
elle est donc constante au voisinage de l’infini.

Fixons maintenant γ∞ ∈ G(Q) tel que pour tout t suffisamment grand, Q∞γt =
Q∞γ∞. D’après la proposition 4.3.2, pour chaque k ̸∈ θ∞, le plus petit vecteur de
atsVk(Z) est atteint dans la direction atsγ−1

∞ ek, et

µk(ats) = min{∥gv∥ ; v ∈ Vk(Z) ∩ X̃k} ≍ ∥atsγ−1
∞ ek∥.

Écrivons sγ−1
∞ = pwb, avec p ∈ P , w ∈ WP et b ∈ Q∞. Pour k ̸∈ θ∞, la droite

engendrée par le vecteur de plus haut poids ek est stable par b ∈ Q∞ et par
conséquent, pour t > 0 grand,

∥atsγ−1
∞ ek∥ ≍ ∥atwbek∥ ≍ ∥atwek∥ ≍ etωk(Y

w).

Cela montre déjà que pour k ̸∈ θ∞,

ωk(c∞) = ωk(Y
w).

Identifiant a et a∗ à l’aide d’un produit scalaire invariant par W , on peut écrire
Y w − c∞ =

∑
tkαk, et l’égalité ci-dessus montre que tk = 0 pour k ̸∈ θ∞. Donc

Y w − c∞ appartient à ⊕k∈θ∞αk = (∩k∈θ∞α
⊥
k )

⊥ = F⊥
∞, et comme c∞ ∈ F∞ par

définition, cela montre bien l’égalité souhaitée :

c∞ = p∞(Y w).

Supposons maintenant sγ−1
∞ = pwb, avec p ∈ P , w ∈ WP et b ∈ B. Le calcul ci-

dessus s’applique toujours pour montrer que ωk(c∞) = ωk(Y
w) pour tout k ̸∈ θ∞.

Et pour k ∈ θ∞, comme l’élément b ∈ B stabilise la droite ek, on a aussi

∥atsγ−1
∞ ek∥ ≍ ∥atwbek∥ ≍ ∥atwek∥ ≍ etωk(Y

w)
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d’où
ωk(c∞) ≤ ωk(Y

w).

Par conséquent, c∞ ≺ Y w puis

c∞ ≺ pa−(Y w).

Réciproquement, notons que pour k ̸∈ θ∞, ωk(c∞) = ωk(Y
w) ≥ ωk(pa−(Y w)), car

pa−(Y w) minore Y w. Donc le lemme 4.5.4, appliqué à Y = c∞ et Y ′ = pa−(Y w)
implique que c∞ ≻ pa−(Y w). Cela montre bien l’égalité souhaitée :

c∞ = pa−(Y w).

5.2 Flots semi-stables et extrémalité
Nous nous intéressons ici à un cas particulier du théorème 5.1.1, pour lequel on a
toujours c∞ = 0. Dans toute la suite (at)t∈R désigne un sous-groupe diagonal à un
paramètre, et P le sous-groupe parabolique associé à (at)t∈R. Le théorème 5.1.1
montre que le comportement asymptotique d’une orbite du sous-groupe (at)t∈R
dans l’espace de réseaux Ω = G/Γ est contrôlé par une cellule de Bruhat rationnelle
de G. D’après [11, théorème 5.15], la décomposition de Bruhat

G =
⊔

w∈WP

PwB,

induit une décomposition cellulaire de la variété projective X = P\G. Dans cette
décomposition, il existe une unique cellule de dimension maximale, qui correspond
à l’unique élément de longueur maximale de WP . Pour la suite, il sera utile de consi-
dérer aussi les adhérences de Zariski des cellules plus petites de cette décomposition
de X.

Définition 5.2.1 (Variété de Schubert). La variété de Schubert standard Xw est
définie comme l’adhérence de Zariski d’une cellule de Bruhat :

Xw = PwB, w ∈WP .

Une variété de Schubert est une variété de la forme Xwg, pour g ∈ G et w ∈ WP .
Une variété de Schubert est dite rationnelle si elle peut s’écrireXwγ, avec γ ∈ G(Q).

Remarque. On définit l’ordre de Bruhat sur WP par la condition

w′ ≤ w ⇐⇒ Xw′ ≤ Xw.

Cette relation d’ordre permet de décomposer toute variété de Schubert standard
en cellules de Schubert

Xw =
⊔

w′≤w

Pw′B.

L’ordre de Bruhat s’interprète aussi simplement à partir d’une présentation de
Coxeter du groupe de Weyl W ; on renvoie à [7, Chapter 2] pour plus de détails sur
ce sujet.
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Les variétés de Schubert sont des variétés algébriques projectives lisses et irré-
ductibles. Selon le contexte, nous verrons parfois la variété de Schubert Xwg comme
une sous-variété de G, sans que cela puisse engendrer de confusion.

Définition 5.2.2 (Variété instable). Suivant la terminologie utilisée par Yang [70],
nous dirons que la variété Xwg est instable pour le flot at = etY s’il existe un poids
dominant ω tel que ω(Y w) < 0.

Rappelons que l’on note en exposant l’action adjointe à droite de W sur a :
Y w = (Adw)−1Y . La notion d’instabilité ne dépend pas du choix du représentant
de w ∈WP = (W ∩ P )\W , car si σ ∈W ∩ P , alors Y σ = Y .

Remarque. Si PwB est instable, alors il existe un poids fondamental ωi, i ∈
{1, . . . , r} tel que ωi(Y

w) < 0. En effet, tout poids dominant est combinaison
linéaire à coefficients positifs de poids fondamentaux.

Le théorème 5.1.1 admet le corollaire suivant.

Corollaire 5.2.3 (Points semi-stables dans G/Γ). Nous reprenons les notations du
théorème 5.1.1. Si s ∈ G(Q) n’est inclus dans aucune variété de Schubert rationnelle
instable, alors c∞ = 0.
Par conséquent, dans toute représentation rationnelle V de G,

lim
t→∞

1

t
log λ1(atsV (Z)) = 0.

Démonstration. D’après le troisième point du théorème 5.1.1, si w ∈ W est choisi
tel que s ∈ PwBγ∞, alors c∞ = pa−(Y w). On raisonne ensuite par contraposée. Si
c∞ ̸= 0, il doit exister un poids fondamental ωi tel que ωi(Y

w) < 0, et la cellule
de Bruhat Xwγ est donc instable. La seconde assertion du corollaire découle de la
première, car dans la représentation irréductible rationnelle V de G proximale de
plus haut poids χ,

λ1(atsV (Z)) ≍ χ(bt).

Remarque. En fait, c∞ = 0 si et seulement si s n’est inclus dans aucune variété de
Schubert rationnelle instable. Dans ce cas, le second point du théorème est trivial,
car Q∞ = G.

Le corollaire ci-dessus permet déjà de démontrer un analogue du célèbre théo-
rème de Roth [55] pour une variété de drapeaux générale, le théorème 5.2.5 ci-
dessous. Soit X = P\G une variété de drapeaux, obtenue comme quotient d’un
Q-groupe semi-simple G par un sous-groupe parabolique P . On munit X de la
distance de Carnot-Carathéodory usuelle, et d’une hauteur Hχ induite par une
représentation irréductible de G de poids dominant χ, et on considère l’exposant
diophantien βχ sur X, défini au chapitre 2.

Définition 5.2.4. Un point x dans X(R) est dit extrémal si βχ(x) = βχ(X).

Le théorème 2.4.5 nous assure que, pour la mesure de Lebsegue, presque tous les
points de X(R) sont extrémaux. Nous donnons maintenant un critère suffisant pour
qu’un point x ∈ X(Q) soit extrémal. Dorénavant, le sous-groupe à un paramètre
(at)t∈R est celui construit au chapitre 2, donné par la formule

at = etY où Y ∈ a est défini par α(Y ) =

{
0 si α ∈ θ
−1 si α ̸∈ θ.

(5.2)
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Théorème 5.2.5 (Critère d’extrémalité pour les points algébriques). Soit X une
variété de drapeaux rationnelle, munie de la distance de Carnot-Carathéodory et
d’une hauteur Hχ induite par une représentation irréductible de G. Si x ∈ X(Q)
n’est inclus dans aucune variété de Schubert rationnelle instable, alors x est extré-
mal.

Démonstration. Soit sx ∈ G tel que x = Psx. Comme x n’appartient à aucune
variété de Schubert instable, sx n’appartient à aucune variété de Schubert instable.
Le corollaire 5.2.3 ci-dessus montre donc que dans la représentation Vχ de poids
dominant χ,

lim
t→∞

1

t
log λ1(atsxVχ(Z)) = 0.

D’après le lemme 2.4.6, cela implique que βχ(x) = βχ(X).

5.3 L’exposant diophantien d’un point algébrique

Comme ci-dessus, X = P\G est une variété de drapeaux, obtenue comme quotient
d’un Q-groupe semi-simple G par un sous-groupe parabolique P . On munit X de
la distance de Carnot-Carathéodory usuelle, et d’une hauteur Hχ induite par une
représentation irréductible de G de poids dominant χ, et on considère l’exposant
diophantien βχ sur X, défini au chapitre 2. Ayant fixé dans Vχ un réseau rationnel
Vχ(Z), nous noterons Γ = StabG Vχ(Z) le sous-groupe arithmétique de G associé.
Le sous-groupe à un paramètre (at)t∈R est celui défini par la formule (5.2).

En règle générale, pour un point x ∈ X(Q) non nécessairement extrémal, le
théorème 5.1.1 donne une méthode pour le calcul de l’exposant diophantien βχ(x).
C’est le contenu du théorème ci-dessous. Rappelons que l’action adjointe à droite
du groupe de Weyl est notée en exposant : Y w = (Adw)−1Y . Et de même pour
l’action co-adjointe : χw = χ ◦Adw.

Théorème 5.3.1 (Exposant d’un point algébrique). Soit x ∈ X, soit sx ∈ G tel
que x = Psx, et soit (at)t∈R le sous-groupe diagonal défini en (5.2). Soit c∞, Q∞
et γ∞ les éléments donnés par le théorème 5.1.1 pour décrire l’orbite (atsxΓ)t∈R
dans G/Γ. Si l’on écrit

sxγ
−1
∞ = pwb, p ∈ P, w ∈W, b ∈ B,

alors
γχ(x) = −⟨χw, pa−(Y w)⟩,

et par conséquent,

βχ(x) =
1

−⟨χ, Y ⟩+ ⟨χw, pa−(Y w)⟩
.

L’exposant βχ(x) est entièrement déterminé par la double classe PwQ∞.

Remarque. Si w = I, alors Y w = Y ∈ a−. Dans ce cas, γχ(x) = −⟨χ, Y ⟩ est
maximal, et l’exposant diophantien βχ(x) vaut +∞. Cela n’est pas surprenant, car
alors x = Pγ∞ est un point de X(Q).



5.3. L’EXPOSANT DIOPHANTIEN D’UN POINT ALGÉBRIQUE 87

Remarque. On peut montrer en adaptant la démonstration de [7, Corollary 2.4.5]
que la double classe PwQ∞ contient toujours un unique plus grand élément wP,Q∞ .
L’adhérence de PwQ∞ est alors PwQ∞ = XwP,Q∞

. C’est cette variété de Schubert
qui détermine l’exposant diophantien de x. Par exemple, cette variété est semi-
stable si et seulement si, pour tout i ̸∈ θ∞, ωi(Y

w) ≥ 0. Cela implique pa−(Y w) = 0
et l’on retrouve bien γχ(x) = 0 et βχ(x) = βχ(X).

Démonstration. Écrivons sxγ−1
∞ = pwb, avec p ∈ P , w ∈W et b ∈ B. Le comporte-

ment asymptotique de sxΓ est équivalent à celui de p−1sxΓ, et nous pouvons donc
supposer sans perte de généralité que l’élément sx est de la forme

sx = wbγ∞.

Suivant [9, §11.7], notons
Q∞ = L∞U∞,

la décomposition de Levi standard de Q∞, où U∞ désigne le radical unipotent de
Q∞ et L∞ le Q-sous-groupe réductif engendré par l’ensemble de racines θ∞ associé
à Q∞. Fixons aussi un sous-groupe compact maximal K∞ dans L∞ et un sous-
groupe compact maximal K dans G tel que K∞ = K ∩L∞. Par abus de notation,
on identifie le groupe de Weyl W à un ensemble de représentants de W dans K.

D’après le théorème 5.1.1, pour tout t suffisamment grand, dans toute décom-
position de Siegel

atsxγ
−1
∞ = kanγ, k ∈ K, a ∈ A, n ∈ ω, γ ∈ CΓ,

l’élément γ doit appartenir à Q∞. Par conséquent, dans la décomposition de Siegel

awt b = (w−1k)anγ,

on a γ ∈ Q∞, an ∈ B ⊂ Q∞, et donc w−1k ∈ K ∩ Q∞ = K∞. Suivant la
décomposition Q∞ = L∞U∞, écrivons alors

b = ℓu, n = nLnU et γ = γLγU .

Notons d’une part que nL et nU varient dans des parties compactes de L et U ,
et d’autre part que l’on peut trouver des sous-groupes arithmétiques ΓL ⊂ L∞ et
ΓU ⊂ U∞ et des parties finies CU ⊂ U∞(Q) et CL ⊂ L∞(Q) telles que γL ∈ CLΓL

et γU ∈ CUΓU . En effet, d’après Borel [9, Corollaire 7.13], le sous-groupe Γ ∩Q∞
est commensurable à ΓLΓU .

Comme γ−1
L nUγLγU ∈ U∞ on peut décomposer

awt ℓu = (w−1kanLγL)︸ ︷︷ ︸
L∞

(γ−1
L nUγLγU )︸ ︷︷ ︸

U∞

,

et donc
awt ℓ = (w−1k)anLγL. (5.3)

Cette dernière égalité donne une décomposition de Siegel de awt ℓ. On note en par-
ticulier que la composante suivant Aτ de cette décomposition est égale a, qui est la
composante suivant Aτ associée à atsx. Cela montre que les minima successifs de
atsxVχ(Z) sont essentiellement égaux à ceux de awt ℓVχ(Z). De plus, les drapeaux
partiels de Vχ(Z) (à eεt près) pour awt ℓ et awt q sont égaux. En effet, le drapeau



88 CHAPITRE 5. APPROXIMATION DES POINTS ALGÉBRIQUES

partiel de Vχ(Z) qui réalise les minima (à eεt près) de atsxγ−1
∞ = atwb est stable

par Q∞. Ce drapeau se décrit de la façon suivante :

D0 = {V1 < V1 ⊕ V2 < . . . },

où
V1 = Vect{eβ ; β(c∞) = β1 minimal},

V2 = Vect{eβ ; β(c∞) = β2 > β1 minimal}

et ainsi de suite. Chacun de ces espaces est stable par L∞, qui est engendré par
les racines α ∈ θ∞, pour lesquelles α(c∞) = 0. Et chaque V1 ⊕ · · · ⊕ Vk est stable
par Q∞ = L∞U∞. Comme γL ∈ Q∞ et γ ∈ Q∞, on trouve bien que les filtrations
pour awt ℓ et awt b, données par γ−1

L D0 = γ−1D0 = D0 sont égales.
Nous sommes donc ramenés à comprendre la géométrie du réseau awt ℓVχ(Z),

et plus particulièrement la quantité rχ(wawt ℓVχ(Z)) ≍ rχ(atsxVχ(Z)). Comme awt ℓ
est dans le Q-groupe réductif L∞, on peut trouver une base de Vχ(Z) compatible
avec la décomposition de Vχ en sous-L∞-modules irréductibles et qui réalise les
minima successifs de awt ℓVχ(Z), à une constante multiplicative près. Ensuite, il
nous suffit de comprendre le sous-L∞-module V ′ engendré par w−1eχ. En effet,
si Vχ = V ′ ⊕W , alors tout élément w dans W vérifie π+(wawt ℓw) = 0, et donc
n’intervient pas dans le calcul de rχ(wawt ℓVχ(Z)).

Montrons que V ′ est semi-stable pour le flot (awt ℓ)t∈R, i.e. que les minima suc-
cessifs de awt ℓV ′(Z) sont tous comparables, à un facteur eεt près. Tout d’abord, on
remarque que V ′ est irréductible pour l’action de L∞. En effet, le vecteur w−1eχ
est un vecteur de plus haut poids pour l’ordre sur a∗ modifié par l’action de w,
donc pour cet ordre, V ′ est une représentation de L∞ de plus haut poids, donc
irréductible. Soit (ϕi)0≤i≤m la famille des poids de V ′. Vu la décomposition de
Siegel (5.3), les minima successifs de awt ℓV

′(Z) sont comparables aux quantités
etϕi(c∞), i = 0, . . . ,m. Si ϕ0 est le plus haut poids (pour l’ordre associé à a+, sans
l’action de w), chaque ϕi s’écrit ϕi = ϕ0 −

∑
α∈θ∞

nαα, et comme α(c∞) = 0 si
α ∈ θ∞, on trouve bien que tous les minima successifs de awt ℓV ′(Z) sont essentiel-
lement égaux à etϕ0(c∞). Si l’on note

τ(V ′, awt ) = log det(aw1 |V ′)

le taux de dilatation de V ′ par le flot (awt )t∈R, on obtient donc

γχ(x) = −τ(V
′, awt )

dimV ′ .

Le taux de dilatation est donné par la somme (chaque poids est compté autant de
fois qu’il apparaît dans V ′)

τ(V ′, awt ) =
∑
ω≺V ′

ω(Y w).

Nous identifions maintenant a et a∗ grâce au produit scalaire usuel. Alors, la somme∑
ω≺V ′ ω est un élément de a∞ =

⋂
α∈θ∞

α⊥, et chaque élément ω ≺ V ′ a la même
projection sur a∞, qui est donc égale à p∞(χw), où p∞ : a → a∞ est la projection
orthogonale. Cela donne déjà une expression pour γχ(x) :

γχ(x) = −⟨p∞(χw), Y w⟩ = −⟨χw, p∞(Y w)⟩.
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Mais d’après le théorème 5.1.1, p∞(Y w) = c∞ = pa−(Y w), et donc

γχ(x) = −⟨χw, pa−(Y w)⟩.

La formule pour βχ(x) est alors une conséquence de la proposition 2.4.4. Nous avons
déjà justifié à la remarque suivant le théorème 5.1.1 que l’expression p∞(Y w) est
entièrement déterminée par la classe de w dans P\W/Q∞. C’est aussi le cas pour
γχ(x) = −⟨χw, p∞(Y w)⟩, donc βχ(x) est entièrement déterminé par la double classe
PwQ∞.

Dans certains cas, le théorème 5.3.1 permet de montrer que l’exposant d’un
point algébrique quelconque de X est minoré par l’exposant générique. Les deux
corollaires suivants sont ainsi des résultats analogues au théorème de Dirichlet [21],
pour les points algébriques.

Corollaire 5.3.2 (Variétés de drapeaux de rang 1). Supposons que la variété de
drapeaux X s’écrive X = P\G avec P un Q-sous-groupe parabolique strict maximal
de G. Alors, pour tout x ∈ X(Q),

βχ(x) ≥ βχ(X).

De plus, l’égalité a lieu si et seulement si x n’appartient à aucune sous-variété de
Schubert rationnelle instable.

Démonstration. Il existe i ∈ {1, . . . , r} tel que l’ensemble de racines simples associé
au parabolique maximal P soit

θ = {1, . . . , r} \ {i}.

Soit Vχ une représentation irréductible de G engendrée par un vecteur de plus haut
poids eχ tel que StabG[eχ] = P . Si ϖi désigne le i-ème poids fondamental, on doit
avoir

χ = nϖi, n ≥ 1.

Dans la suite, nous identifions encore a à a∗ grâce au produit scalaire usuel. Avec
cette identification,

Y = −ϖi.

Par conséquent,

γχ(x) = −⟨χw, pa−(Y w)⟩ = n⟨Y w, pa−(Y w)⟩ = n∥pa−(Y w)∥2 ≥ 0,

et avec la proposition 2.4.4 et la définition de βχ(X) donnée au théorème 2.4.5,

βχ(x) ≥ βχ(X).

De plus, l’égalité a lieu si et seulement si pa−(Y w) = 0, i.e. c∞ = 0. Cela équivaut à
ce que x n’appartienne à aucune sous-variété de Schubert rationnelle instable.

Le même argument donne un résultat analogue si X est la variété des drapeaux
complets d’un Q-groupe déployé, munie de la hauteur anti-canonique.
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Corollaire 5.3.3 (Variétés de drapeaux déployée). Soit X = P\G, avec G un
Q-groupe semi-simple Q-déployé et P un Q-sous-groupe parabolique minimal de G.
On munit X de la hauteur anti-canonique Hχ associée à χ =

∑
α∈Σ+ α, somme

des racines positives. Pour tout x ∈ X(Q),

βχ(x) ≥ βχ(X),

avec égalité si et seulement si x n’appartient à aucune sous-variété de Schubert
instable.

Démonstration. D’après [45, Proposition 2.69], la somme des racines positives est
égale à la double somme des poids fondamentaux

χ =
∑
Σ+

α = 2
∑
i

ϖi = −2Y.

On peut donc reprendre l’argument de la démonstration précédente :

γχ(x) = 2∥pa−(Y w)∥2 ≥ 0.

Cela implique βχ(x) ≥ βχ(X), avec égalité si et seulement si c∞ = pa−(Y w) = 0,
i.e. x n’appartient à aucune sous-variété de Schubert rationnelle instable.

Dans les deux corollaires ci-dessus, on peut penser qu’on a même l’égalité

inf
x∈X(R)

βχ(x) = βχ(X).

C’est bien le cas par exemple si X est une variété grassmannienne [20], et les
méthodes développées pour ce cas particulier devraient s’adapter au cadre plus
général des deux corollaires ci-dessus. Notons cependant que l’inégalité

inf
x∈X(Q)

βχ(x) ≥ βχ(X),

n’est pas valable en général. Nous verrons en effet au paragraphe 9.4 un exemple
de variété de drapeaux X munie de la distance de Carnot-Carathéodory et d’une
hauteur Hχ telle qu’il existe un point algébrique x ∈ X(Q) tel que βχ(x) < βχ(X).

On peut toutefois imaginer que l’égalité ci-dessous soit toujours valable :

Conjecture :
inf

x∈X(Q)
βχ(x) = inf

x∈X(R)
βχ(x).



Chapitre 6

Non divergence quantitative

Dans tout ce chapitre, G est un Q-groupe semi-simple de rang r, et Γ un sous-groupe
arithmétique. On fixe un tore Q-déployé maximal T dans G, et un Q-sous-groupe
parabolique minimal B contenant T . On note {α1, . . . , αr} la base du système de
racines de (G,T ) pour l’ordre associé à B, et {ϖ1, . . . , ϖr} les poids fondamentaux
correspondants. Pour i = 1, . . . , r on note Vi une représentation irréductible de
G engendrée par une unique droite de plus haut poids ωi = biϖi, avec bi ∈ N∗

minimal. L’algèbre de Lie réelle de T est notée a, et la chambre de Weyl négative
associée à B est notée a−.

Le but de ce chapitre est de développer un analogue, pour un Q-groupe semi-
simple G arbitraire, des résultats obtenus petit à petit par Margulis, Dani et Klein-
bock [51, 18, 43, 38] pour le groupe SLd.

La version précise qui nous intéresse est celle de Kleinbock [38, Theorem 0.2].
Cela dit, même pour SLd, les énoncés que nous démontrons généralisent stricte-
ment ceux qui étaient déjà connus, en ce que la forme des voisinages de la pointe
que l’on cherche à éviter est plus flexible. Alors que ce travail était en cours de
rédaction, Lindenstrauss, Margulis, Mohammadi et Shah [49] ont aussi amélioré la
non divergence pour SLd, et leurs observations permettent de retrouver une partie
des résultats exposés ici dans le cas particulier où G = SLd. Cela dit, notre ap-
proche est différente, et a le mérite de s’appliquer sans distinction à tout Q-groupe
semi-simple.

Les résultats de la théorie de la réduction pour les groupes arithmétiques, rap-
pelés au chapitre 4, nous ont permis d’associer à chaque point x dans Ω = G/Γ
un vecteur c(x) dans a− qui décrit la position de x dans Ω. Nous considérons
maintenant une mesure de probabilité µ sur G satisfaisant certaines propriétés de
régularité, et nous expliquerons comment contrôler les valeurs de c(g), lorsque g
est choisi aléatoirement suivant µ.

Ce contrôle de la fonction c hors d’un ensemble de petite mesure est ce qu’on
appelle la non divergence quantitative.
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6.1 Sous-ensembles de G/Γ

Pour énoncer la non divergence quantitative, nous devons en premier lieu généraliser
la définition de la fonction c : G → a−. Rappelons que dans la représentation
fondamentale Vi, on note Vi(Z) un réseau rationnel stable par Γ, et

X̃i = G · ei
l’orbite du vecteur de plus haut poids sous l’action de G. Étant donné une partie
compacte S ⊂ G nous lui associons un élément c(S) ∈ a−, de manière analogue à
ce qui a été fait en 4.2. Pour chaque i, on pose

µi(S) = min
v∈Vi(Z)∩X̃i

max
g∈S

∥gv∥.

Puis on considère l’élément c0(S) de a défini par

∀i ∈ {1, . . . , r}, ωi(c0(S)) = logµi(S),

et enfin on pose
c(S) = pa−(c0(S)).

Remarque. Si S = {g} est réduit à un singleton, on retrouve la définition précé-
dente : c(S) = c(g).

Exercice 4. Soit G = SL3. Pour ε > 0, on considère

Sε =


 t 1 0
t2 − ε t 0
0 0 ε−1

 ; t ∈ [0, 1]

 .

Montrer que lorsque ε > 0 tend vers zéro, la distance de c0(Sε) à a− tend vers
l’infini.

Nous utiliserons aussi l’ordre de Kostant sur a, défini au paragraphe 4.5 par

Y1 ≺ Y2 ⇐⇒ ∀i, ωi(Y1) ≤ ωi(Y2).

Proposition 6.1.1. Soit S ⊂ G une partie compacte.

∀g ∈ S, c(g) ≺ c(S).

Démonstration. Soit g ∈ S quelconque. Naturellement, pour chaque i, µi(g) ≤
µi(S). Par conséquent, c0(g) ≺ c0(S). Comme c(g) et c(S) sont les plus grands
minorants respectifs dans a− de c0(g) et c0(S), la proposition est claire.

Remarque. On pourrait vouloir aussi définir un drapeau partiel associé à S, mais
un tel drapeau n’est pas forcément uniquement défini. Par exemple, pour G = SL4,
si S = {g1, g2}, avec g1 = diag(ε3, ε−1, ε−1, ε−1) et g2 = diag(ε, ε, ε, ε−3), on trouve
c(S) = (log ε, 2 log ε, log ε). Le point i = 2 est anguleux, au sens où α2(c(S)) < 0 ;
et il existe pourtant deux 2-plans distincts, à savoir v1 = e1∧e2 et v2 = e1∧e3 pour
lesquels log supg∈S∥gvi∥ = ω2(c(S)). Toutefois, nous verrons ci-dessous que lorsque
S est le support d’une mesure régulière, le théorème de non divergence permet de
définir un drapeau partiel associé à S.

Nous voulons maintenant montrer que si S = Suppµ est le support d’une mesure
suffisamment régulière sur G, alors l’ensemble des points g dans S tels que c(g) est
distant de c(S) est de petite mesure. Mais pour cela, nous devons d’abord expliquer
quelles conditions de régularité nous allons imposer sur µ.



6.2. FONCTIONS RÉGULIÈRES ET NON DIVERGENCE 93

6.2 Fonctions régulières et non divergence
Dans cette partie, µ désigne une mesure de Radon sur G, et S = Suppµ. Soit U
un ouvert de G. Une fonction f : U → R borélienne est dite (C,α)-régulière pour
µ si elle vérifie, pour toute boule B = B(x, r) ∩ U dans U et tout ε > 0,

µ({g ∈ B | |f(g)| < ε∥f∥B,µ}) ≤ Cεαµ(B),

où ∥f∥B,µ = supg∈B∩Suppµ|f(g)|. Ci-dessous, et dans toute la suite, lorsque B =
B(x, r) est une boule dans un espace métrique, et λ ∈ R∗

+, on note λB = B(x, λr).
Par exemple, 5B = B(x, 5r). La mesure µ sera dite C-doublante si pour toute boule
B(x, r) dans G,

µ(2B) ≤ Cµ(B).

Nous pouvons maintenant donner une version de la non divergence quantitative
dans G/Γ.

Théorème 6.2.1 (Non divergence quantitative). Soit G un Q-groupe semi-simple,
Γ un sous-groupe arithmétique, et C0, C1, α0 > 0. Il existe deux constantes C,α > 0
telles qu’on ait la propriété suivante.

Soit µ une mesure borélienne finie C1-doublante sur G et B ⊂ G une boule
satisfaisant :

∀i ∈ {1, . . . , r}, ∀v ∈ X̃i ∩ Vi(Z), g 7→ ∥gv∥ est (C0, α0)-régulière sur 5B pour µ.

Alors, pour tout ε > 0,

µ({g ∈ B | ∥c(g)− c(S)∥ ≥ − log ε}) ≤ Cεαµ(B).

Remarque. Écrivons g = kgagngγg, suivant une décomposition de Siegel, de sorte
que ag = ec(g)+O(1), où c : G → a− est la fonction définie au paragraphe 4.2,
définition 4.2.3. Le théorème nous assure que pour un ensemble de grande mesure,
l’élément ag est déterminé par S, à une constante multiplicative près. Si θS = {α ∈
Π | α(c(S)) < log ε}, on peut ajouter que l’élément PθSγg est constant sur un
ensemble de mesure relative au moins 1− Cεα. Nous expliquerons cela ci-dessous,
au paragraphe 6.5.

Le restant de ce chapitre est consacré à la démonstration de ce théorème. On
pourrait peut-être donner une démonstration directe, dans l’esprit de celle de Mar-
gulis et ses co-auteurs pour SLd, mais ce n’est pas tout à fait évident, car il faut
comprendre les relations entre les petits vecteurs de gΓ dans les différentes repré-
sentations fondamentales Vi. Nous proposons une autre approche, qui consiste à
étudier d’abord séparément chaque condition de la forme µk(g) ≤ εµk(S), pour k
fixé, puis à réunir toutes ces conditions pour obtenir l’énoncé global donné ci-dessus.
Ces deux étapes correspondent aux deux paragraphes suivants.

6.3 Non divergence pour une racine fixée
Ayant fixé k, nous voulons comprendre l’ensemble des points g ∈ S qui satisfont
µk(g) ≤ εµk(S). L’exercice ci-dessous montre que cet ensemble peut être de grande
mesure et c’est ce qui fait que dans l’énoncé 6.2.1, on doit considérer simultanément
toutes les représentations fondamentales, via la fonction c.
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Exercice 5. Si h : X → G est une fonction, on note c(h) = c({h(x);x ∈ X}). Soit
ε > 0. Vérifier qu’avec l’application h : [0, 1] → SL3(R) définie par

h(x) =

 x 1 0
x2 − ε2 x 0

0 0 ε−2


on a pour tout x, ∥c(h(x))−c(h)∥ ≥ − log ε+O(1). (Indication : Montrer que pour
tout x, µ1(h(x)) ≤ ε, tandis que pour tout v ∈ Z3 non nul, maxx∈[0,1]∥h(x)v∥ ≳ 1.)

L’observation cruciale, exprimée dans le théorème 6.3.1 ci-dessous, est en quelque
sorte que si un point g satisfait µk(g) ≤ εµk(S), i.e.

ωk(c(g)) ≤ ωk(c(S)) + log ε,

alors la probabilité d’avoir
αk(c(g)) ≤ log ε

est très petite. Pour la démonstration, il nous est nécessaire de contrôler µk(g) à
une petite constante multiplicative ε1/3 près, mais cela doit plutôt être vu comme
un détail technique.

Théorème 6.3.1 (Non divergence dans une représentation fondamentale). Soient
C0, C1, α0 des paramètres strictement positifs, et k ∈ {1, . . . , r} fixé.

Soit µ une mesure de Radon C1-doublante sur G, et B une boule dans G. On
suppose que pour tout v ∈ Vk(Z) ∩ X̃k,

g 7→ ∥gv∥ est (C0, α0)− régulière sur 5B pour µ.

Soit ρ ∈]0, 1[ et ε ∈]0, 1]. On note S = B ∩ Suppµ et on suppose que ρ ≤ εµk(S).
Alors l’ensemble

A(k)
ε (ρ) =

{
x ∈ B

∣∣∣∣ ε
1
3 ρ ≤ µk(x) ≤ ρ,
αk(c(x)) ≤ log ε

}
vérifie

µ
(
A(k)

ε (ρ)
)
≤ C2ε

α2µ(B),

où α2 = α0

2 et C2 = K0C
3
1C0, avec K0 une constante de Besicovitch pour G ∩ 5B.

Remarque. Étant donné M ≥ 0 l’ensemble

A(k)
M,ε(ρ) =

{
x ∈ B

∣∣∣∣ εMρ ≤ µk(x) ≤ ρ
αk(c(x)) ≤ log ε

}
peut être recouvert par 3M ensembles du type A(k)

ε (ρ′), avec ρ′ ∈ [εMρ, ρ], dont le
théorème ci-dessus permet de majorer la mesure. On a donc aussi une borne

µ
(
A(k)

M,ε(ρ)
)
≤ CMεαµ(B).

Démonstration du théorème 6.3.1. Soit x ∈ A(k)
ε (ρ). Par définition, il existe un

vecteur primitif vx ∈ X̃k ∩ Vk(Z) tel que

∥xvx∥ ≤ ρ.
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Soit Bx la boule de centre x et de rayon maximal telle que

∀y ∈ Bx ∩ S, ∥yvx∥ ≤ ε−1/2ρ.

Notons que Bx ⊂ 3B, 2Bx ⊂ 5B et

sup
y∈2Bx∩S

∥yvx∥ ≥ ε−1/2ρ.

Soit y ∈ Bx ∩ S ∩ A(k)
ε (ρ), et v ∈ Vk(Z). Si v est linéairement indépendant de vx,

alors, d’après la proposition 4.3.2,

∥yv∥ ≳ e−αk(c(y))µk(y) ≥ ε−1ε1/3ρ = ε−2/3ρ > ∥yvx∥.

Par conséquent, vx est l’unique vecteur de Vk(Z) tel que µk(y) = ∥yvx∥. Comme
y ∈ A(k)

ε (ρ), cela implique en particulier

∥yvx∥ ≤ ρ.

Or, la fonction f : y 7→ ∥yvx∥ est (C0, α0)-régulière sur 2Bx et vérifie ∥f∥2Bx,µ ≥
ε−1/2ρ, on trouve donc

µ(Bx ∩ A(k)
ε (ρ)) = µ(Bx ∩ S ∩ A(k)

ε (ρ)) ≤ C0ε
α0/2µ(2Bx) ≤ C0C1ε

α0/2µ(Bx).

Par la propriété de Besicovitch dans l’espace métrique G ∩ 5B, il existe une sous-
famille dénombrable (Bxi)i∈N de multiplicité au plus K0 telle que

A(k)
ε (ρ) ⊂

⋃
i∈N

Bxi
⊂ 3B,

ce qui permet d’écrire

µ(A(k)
ε (ρ)) ≤

∑
i∈N

µ(Bxi
∩ A(k)

ε (ρ)) ≤ C0C1ε
α0
2

∑
i∈N

µ(Bxi
) ≤ C0C

3
1K0ε

α0
2 µ(B).

6.4 Non divergence globale
La fin de la démonstration du théorème 6.2.1 consiste à mettre ensemble les bornes
obtenues pour chaque racine αk, k = 1, . . . , r, après avoir observé que si ∥c(x) −
c(S)∥ ≥ − log ε, alors il doit exister k tel que µk(x) < ετµk(S) et αk(c(x)) <
τ log ε. Nous mettons cette observation sous la forme d’un lemme élémentaire sur
les systèmes de racines.

Lemme 6.4.1. Soit Σ un système de racines dans un espace euclidien a de di-
mension r. Il existe τ > 0 tel que la propriété suivante soit satisfaite.
Pour ε ∈ (0, 1) et Y1, Y2 ∈ a−, si Y1 ≺ Y2 et ∥Y2 − Y1∥ ≥ − log ε, alors il existe
k ∈ {1, . . . , r} tel que

1. ωk(Y1) ≤ ωk(Y2) + τ log ε ;

2. αk(Y1) ≤ τ log ε.
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Démonstration. Posons
Y = Y2 − Y1 =

∑
i

tiαi.

Comme Y1 ≺ Y2, on doit avoir pour chaque i, ti ≥ 0. Comme∑
ti∥αi∥ ≥ ∥Y2 − Y1∥ ≥ − log ε

il doit exister j tel que tj = ϖj(Y ) ≥ − log ε
C1

, où C1 =
∑

i∥αi∥. Or, écrivant

Y =
∑
k

αk(Y )ϖk,

on observe que

tj = ϖj(Y ) =
∑
k

⟨ϖk, ϖj⟩αk(Y ) ≤ max
k

αk(Y )
∑
k

⟨ϖk, ϖj⟩,

car pour tous j, k, ⟨ϖk, ϖj⟩ ≥ 0 et maxk αk(Y ) ≥ 0. Avec C2 =
∑

k⟨ϖk, ϖj⟩, cela
montre qu’il existe k tel que αk(Y ) ≥ − log ε

C1C2
. Posant c = (C1C2)

−1, on trouve

αk(Y1) = αk(Y2)− αk(Y ) ≤ αk(Y2) + c log ε ≤ c log ε.

De plus, comme Y =
∑

i tiαi, cela implique∑
i

ti⟨αk, αi⟩ ≥ −c log ε

et comme ⟨αk, αi⟩ ≤ 0 pour i ̸= k,

∥αk∥2ϖk(Y ) = ∥αk∥2tk ≥ −c log ε.

Comme ωk = bkϖk pour un certain bk ∈ N∗, cela montre ce qu’on voulait, avec
τ = c

maxk∥αk∥2 :
ωk(Y1) ≤ ωk(Y2) + τ log ε.

Avec ce lemme, nous pouvons maintenant déduire le théorème 6.2.1 du théo-
rème 6.3.1.

Démonstration du théorème 6.2.1. Il suffit de montrer que sous les hypothèses du
théorème,

µ({x ∈ B | − 2 log ε ≥ ∥c(x)− c(S)∥ ≥ − log ε}) ≤ Cεαµ(B). (6.1)

En effet, on aura alors, quitte à supposer ε < 1
2 ,

µ({x ∈ B | ∥c(x)− c(S)∥ ≥ − log ε})

≤
∑
m≥0

µ
({
x ∈ B | − 2 log ε2

m

≥ ∥c(x)− c(S)∥ ≥ − log ε2
m
})

≤ C
∑
m≥0

ε2
mαµ(B)

≤ C

1− 2−α
εαµ(B).
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Pour voir (6.1), notons A = {x ∈ B | − 2 log ε ≥ ∥c(x)− c(S)∥ ≥ − log ε}. D’après
le lemme 6.4.1, il existe τ > 0 tel que A est recouvert par les ensembles

A(k) =

x ∈ B

∣∣∣∣∣∣
−2 log ε ≥ ∥c(x)− c(S)∥ ≥ − log ε
ωk(c(x)) ≤ ωk(c(S)) + τ log ε

αk(c(x)) ≤ τ log ε

 , k = 1, . . . , r.

Enfin, grâce au contrôle −2 log ε ≥ ∥c(x) − c(S)∥ sur la norme de c(x) − c(S),
chaque A(k) peut être recouvert par M ≍ 6

τ ensembles de la forme

A(k)
ε (ρ) =

{
x ∈ B

∣∣∣∣ ε
τ
3 ρ ≤ µk(x) ≤ ρ}
αk(c(x)) ≤ τ log ε

}
,

avec ρ ≤ ετeωk(c(S)) ≤ ετµk(S). Pour chacun de ces ensembles, le théorème 6.3.1
donne

µ
(
A(k)

ε (ρ)
)
≤ C2ε

α2
τ
3 µ(B),

et par suite,
µ(A) ≤

∑
k

∑
ρ

µ
(
A(k)

ε (ρ)
)
≤ Cεαµ(B),

avec α = τα2

3 et C = rMC2 ≍ 6rC2

τ .

6.5 Drapeau partiel pour une mesure régulière
Comme conséquence du théorème 6.2.1 de non divergence, nous montrons main-
tenant que si S est le support d’une mesure régulière sur G, on peut définir un
drapeau partiel associé à S.

Proposition 6.5.1. Soient G un Q-groupe semi-simple, Γ un sous-groupe arith-
métique, et C0, α0 > 0. Il existe deux constantes C ′, α′ > 0 telles qu’on ait la
propriété suivante.

Soit µ une mesure borélienne finie sur G et B ⊂ G une boule satisfaisant :

∀i ∈ {1, . . . , r}, ∀v ∈ X̃i ∩ Vi(Z), g 7→ ∥gv∥ est (C0, α0)-régulière sur 5B pour µ.

Soit S = B ∩ Suppµ, et

IS(ε) = {i ∈ {1, . . . , r} | αi(c(S)) ≥ log ε}.

Pour ε > 0 suffisamment petit, pour chaque i ̸∈ IS(ε), il existe une unique direction
dans Vi contenant un vecteur vi ∈ Vi(Z) ∩ X̃i tel que

sup
g∈S

∥gvi∥ = min
v∈Vi(Z)∩X̃i

sup
g∈S

∥gv∥.

De plus, il existe un élément γS ∈ G(Q) tel que

∀i ̸∈ IS(ε), vi = γSei,

et si on note g = kgagngγg une décomposition de Siegel de g ∈ S,

µ({g ∈ B | PIS(ε)γg = PIS(ε)γS}) ≥ 1− C ′εα
′
µ(B).
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Remarque. L’élément PIS(ε)γS ∈ PIS(ε)\G est le drapeau partiel associé à l’en-
semble S, pour le paramètre ε.

Démonstration. D’après le théorème 6.2.1, pour tout ε > 0,

µ({g ∈ B | ∥c(g)− c(S)∥ ≥ − log ε}) ≤ Cεαµ(B).

Posons C1 = 4+2maxα∈Π∥α∥. Pour ε > 0 suffisamment petit, l’inégalité ci-dessus
montre en particulier qu’il existe g1 ∈ S tel que

∥c(g1)− c(S)∥ ≤ − log ε

C1
.

Vu notre choix de C1, cela implique en particulier que pour toute racine simple α,

|α(c(g1))− α(c(S))| ≤ −∥α∥ · log ε
C1

≤ − log ε

2
.

Par conséquent, si i ̸∈ IS(ε),

αi(c(g1)) <
log ε

2
,

et avec la proposition 4.3.2, si v ∈ Vi(Z) n’est pas colinéaire à la direction vi qui
réalise le premier minimum de g1Vi(Z), on doit avoir

∥g1v∥ ≳ e−αi(c(g1))µi(g1) ≥ ε−
1
2µi(g1) ≥ ε−

1
2+

1
C1 µi(S).

Cela implique que pour chaque i ̸∈ IS(ε), le vecteur vi ∈ Vi(Z) ∩ X̃i engendre
l’unique direction telle que

sup
g∈S

∥gvi∥ = µi(S).

Comme cette direction est aussi uniquement déterminée par l’égalité ∥g1vi∥ =
µi(g1) et qu’on a αi(c(g1)) <

log ε
2 , une décomposition de Siegel g1 = kanγ permet

d’écrire, pour chaque i ̸∈ IS(ε), avec γS = γ,

vi = γ−1
S ei.

Enfin, si g ∈ S vérifie ∥c(g) − c(S)∥ ≤ − log ε
C1

le raisonnement fait ci-dessus pour
g1 s’applique aussi à g, et montre que si i ̸∈ IS(ε), alors vi est aussi l’unique
vecteur de Vi(Z) tel que ∥gvi∥ = µi(g). En d’autres termes, pour chaque i ̸∈ IS(ε),
γ−1
g ei = γ−1

S ei, i.e.
PIS(ε)γg = PIS(ε)γS .

Cela démontre le dernier point de la proposition, car

µ(

{
g ∈ S

∣∣∣∣ ∥c(g)− c(S)∥ ≥ − log ε

C1

}
) ≤ C ′εα

′
µ(S).



Chapitre 7

Flots diagonaux dans G/Γ

Dans ce chapitre, G est un Q-groupe semi-simple de Q-rang r, et Γ un sous-groupe
arithmétique. On fixe un tore Q-déployé maximal T dans G, et un Q-sous-groupe
parabolique minimal B contenant T . On note {α1, . . . , αr} la base du système de
racines de (G,T ) pour l’ordre associé à B, et {ϖ1, . . . , ϖr} les poids fondamentaux
correspondants. Pour i = 1, . . . , r, on note Vi la représentation irréductible de G
engendrée par une unique droite rationnelle de plus haut poids ωi = biϖi, avec
bi ∈ N∗ minimal. On note A = T 0(R) la composante neutre des points réels de T .
L’algèbre de Lie de A est notée a, et la chambre de Weyl négative associée à B est
notée a−. On considère un sous-groupe à un paramètre (at)t∈R dans A, donné par
at = etY , avec Y ∈ a−.

Ce chapitre a pour but de décrire le comportement asymptotique d’une or-
bite diagonale dans l’espace de réseaux Ω = G/Γ, lorsque le point de départ est
choisi aléatoirement, suivant une mesure suffisamment régulière. On observe que
ces résultats sont très similaires à ceux obtenus au chapitre 5 lorsque le point de
départ était un réseau algébrique. On donne d’ailleurs une généralisation du théo-
rème 5.1.1, pour une orbite partant d’un point choisi aléatoirement sur une variété
algébrique définie sur Q.

Ces résultats généraux sur l’espace de réseaux Ω serviront de base à notre étude
de l’approximation diophantienne dans X = P\G, détaillée au chapitre suivant.

7.1 Mesures régulières
Commençons par une définition qui résume les propriétés de régularité que doit
satisfaire une mesure pour que s’applique le théorème de non divergence.

Définition 7.1.1. Nous dirons qu’une mesure borélienne sur G est localement
régulière en un point s0 dans G s’il existe une boule ouverte B = B(s0, r) et des
constantes C,α > 0 telles que

∀i ∈ {1, . . . , r}, ∀v ∈ X̃i ∩ Vi(Z), ∀g ∈ G,

s 7→ ∥gsv∥ est (C,α)-régulière sur B pour µ.

Cette définition est stable par translation par un élément de G : si µ est loca-
lement régulière en s0, alors g∗µ est localement régulière en gs0. Grâce au théo-
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rème 6.2.1 de non divergence quantitative, nous allons voir que si (at)t∈R est un flot
diagonal fixé dans G, et µ une mesure localement régulière en s0, alors il existe une
boule ouverte B = B(s0, r) telle que pour s ∈ B, les orbites (atsΓ)t>0 ont presque
toutes le même comportement asymptotique. Rappelons que pour une partie com-
pacte S ⊂ G, on définit c0(S) par

∀i ∈ {1, . . . , r}, ωi(c0(S)) = logµi(S),

où µi(S) = minv∈X̃i∩Vi(Z) maxs∈S∥sv∥, et

c(S) = pa−(c0(S)).

Avec le théorème 6.2.1 de non divergence, ce vecteur permet de contrôler la position
dans Ω de sΓ, lorsque s est choisi aléatoirement dans S.

Théorème 7.1.2 (Orbites diagonales pour une mesure régulière). Soit (at)t∈R un
sous-groupe à un paramètre dans A, et µ une mesure sur G localement régulière
en un point s0 ∈ G. Il existe une boule ouverte B centrée en s0 telle que pour
µ-presque tout s ∈ B, notant S = B ∩ Suppµ,

lim
t→∞

1

t
(c(ats)− c(atS)) = 0.

Démonstration. Soient δ > 0 et t > 0. L’hypothèse de régularité sur µ montre
qu’il existe des constantes C0, α0 > 0 et une boule B = B(s0, r) telle que pour
tout g dans G, les applications s 7→ ∥gsv∥ soient (C0, α0)-régulières sur 5B pour
µ. Prenant g = at, le théorème 6.2.1 appliqué à la mesure (at)∗µ, avec ε = e−δt,
montre que

µ({s ∈ B | ∥c(ats)− c(atS)∥ ≥ δt}) ≤ Ce−αδtµ(B),

qui est le terme général d’une série convergente. Le lemme de Borel-Cantelli montre
donc que pour tout δ > 0, pour presque tout s dans B, pour tout t ∈ N suffisamment
grand,

∥c(ats)− c(atS)∥ < δt.

Or il existe une constante C telle que pour tous t, t′ ∈ R, ∥c(ats) − c(at′s)∥ +
∥c(atS)− c(at′S)∥ ≤ C|t− t′|, et donc, pour tout t > 0 suffisamment grand,

∥c(ats)− c(atS)∥ < δt+ C.

Comme δ > 0 est arbitrairement proche de 0, cela montre bien la limite souhaitée.

Remarque. On peut en outre contrôler le drapeau partiel associé à ats. Pour tout
δ > 0, soit

IatS(e
−δt) = {i ∈ {1, . . . , r} | αi(c(atS)) ≥ −δt}.

Suivant la proposition 6.5.1 on définit le drapeau partiel PIatS(e−δt)γatS associé à
atS. Notons aussi ats = kt,sat,snt,sγt,s une décomposition de Siegel de ats. Alors,
pour presque tout s ∈ S, pour tout t > 0 suffisamment grand,

PIatS(e−δt)γt,s = PIatS(e−δt)γatS .
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7.2 Adhérence de Zariski et hérédité
Soit S une partie de G. Dans chaque représentation fondamentale ρi : G→ GL(Vi)
on considère dans EndVi le sous-espace vectoriel

Hi(S) = Vect{ρi(s) ; s ∈ S}

et on définit

H(S) = {g ∈ G | ∀i ∈ {1, . . . , r}, ρi(g) ∈ Hi(S)}.

Notons que H(aS) = aH(S), car pour chaque i, Hi(aS) = ρi(a)Hi(S), puisque la
multiplication par ρi(a) est linéaire sur EndVi.

Proposition 7.2.1. Il existe une boule B0 dans G telle que pour toute partie
compacte S ⊂ G, il existe une constante C telle que pour tout élément a ∈ G,

∥c(aS)− c
(
a(H(S) ∩B0)

)
∥ ≤ C.

Démonstration. Pour i ∈ {1, . . . , r}, considérons la partie ρi(S) dans l’espace
vectoriel EndVi. À une constante multiplicative près ne dépendant que de S, si
φ : EndVi → Vi est une application linéaire, alors

sup
u∈ρi(S)

∥φ(u)∥ ≍ sup
u∈Hi(S)∩B(0,1)

∥φ(u)∥.

(Ces deux expressions définissent des normes sur l’espace vectoriel de dimension
finie constitué des applications linéaires EndVi → Vi.) Cela s’applique en particulier
aux applications de la forme u 7→ auv, pour a ∈ G et v ∈ Vi, et l’on obtient ainsi

sup
g∈S

∥agv∥ ≍ sup
g∈Hi(S)∩B(0,1)

∥agv∥.

Soit B0 une boule dans G telle que pour chaque i, pour tout S ⊂ G, on ait l’égalité
Hi(S) = Hi(H(S) ∩B0). On a alors

sup
g∈Hi(S)∩B(0,1)

∥agv∥ ≍ sup
g∈H(S)∩B0

∥agv∥

et la proposition découle de cette égalité.

Étant donné une mesure µ localement régulière en s0, on pose

Hµ(s0) =
⋂
ε>0

H(B(s0, ε) ∩ Suppµ)

et
H′

µ(s0) = B0 ∩
⋂
ε>0

H(B(s0, ε) ∩ Suppµ),

où B0 est la boule dans G donnée par la proposition ci-dessus. L’ensemble Hµ(s0)
est un ensemble algébrique dans G : il s’obtient comme l’ensemble des zéros d’une
famille de polynômes. En outre, lorsque le point s est choisi aléatoirement suivant µ
au voisinage de s0, le comportement asymptotique de l’orbite (atsΓ)t∈R au voisinage
de +∞ est déterminé presque sûrement par Hµ(s0).
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Corollaire 7.2.2. Soit µ une mesure sur G localement régulière en s0. Pour µ-
presque tout s au voisinage de s0,

lim
t→∞

1

t
[c(ats)− c(atH′

µ(s0))] = 0.

Démonstration. Cela découle immédiatement du théorème 7.1.2, et de la proposi-
tion 7.2.1.

7.3 Encadrement du taux de fuite
Dans la suite, nous considérons un sous-groupe à un paramètre (at)t∈R dans A,
donné par

at = etY , avec Y ∈ a−,

et nous notons P le sous-groupe parabolique associé à (at)t∈R :

P =
{
g ∈ G

∣∣∣ lim
t→∞

atga−t existe
}
.

Nous voulons étudier le comportement asymptotique de la fonction c le long des
orbites de (at)t∈R dans Ω. Notre premier résultat concerne un point choisi aléa-
toirement suivant une mesure localement régulière µ qui satisfait une condition
géométrique naturelle. Rappelons qu’une sous-variété de Schubert dans G est une
sous-variété de la forme

Xwg = PwBg, avec w ∈WP et g ∈ G.

Étant donné une famille (Ai)i∈I d’éléments de a, son plus grand minorant A =
infi∈I Ai pour la relation d’ordre ≺ est défini par

∀k ∈ {1, . . . , r}, ωk(A) = inf
i∈I

ωk(Ai).

Pour le sous-groupe diagonal (at)t∈R = (etY )t∈R, avec Y ∈ a, on définit aussi le
taux de contraction τR(M,at) ∈ a− de M par (at)t∈R par la formule

τR(M,at) = inf{pa−(Y w) ; w ∈WP tel que ∃g ∈ G : M ⊂ Xwg}.

Nous aurons aussi besoin de la quantité analogue

τQ(M,at) = inf{pa−(Y w) ; w ∈WP tel que ∃g ∈ G(Q) : M ⊂ Xwg}.

Remarquons que les ensembles ci-dessus ne sont jamais vides, car on a toujours
M ⊂ Xw0

g = G si w0 est l’élément de longueur maximale dans le groupe de Weyl.

Exemple. Rappelons qu’une variété de Schubert Xwg est dite instable pour le flot
at = etY s’il existe un poids fondamental ω tel que ω(Y w) < 0. Cela revient à dire
que τR(Xw, at) ̸= 0. En effet, s’il existe i tel que ωi(Y

w) < 0, alors ωi(pa−(Y w)) ≤
ωi(Y

w) < 0, donc pa−(Y w) ̸= 0 ; et réciproquement, si τR(Xw, at) ̸= 0, alors il
existe i tel que ωi(Y

w) < 0.

Un ensemble algébrique dans G est dit irréductible s’il ne peut pas s’écrire
comme réunion non triviale de deux sous-ensembles algébriques.
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Théorème 7.3.1 (Encadrement du taux de fuite). Soit µ une probabilité sur G
régulière en s0, telle que Hµ(s0) soit irréductible. Alors, pour presque tout s au
voisinage de s0,

τR(Hµ(s0), at) ≺ lim inf
t→∞

1

t
c(ats) ≺ lim sup

t→∞

1

t
c(ats) ≺ τQ(Hµ(s0), at).

Remarque. En général, si Hµ(s0) n’est pas irréductible, on peut l’écrire comme
une réunion finie de composantes irréductibles : Hµ(s0) = ∪iFi. On a alors µ =∑

i µi, où µi = µ|Fi
. Chacune des mesures µi est localement régulière en s0, et

Hµi(s0) = Fi est irréductible. On se ramène ainsi facilement au cadre du théorème.

Nous verrons au chapitre suivant que la mesure de Lebesgue sur une sous-variété
analytique est localement régulière. Admettant ce point pour l’instant, on retrouve
comme cas particulier du théorème ci-dessus le résultat suivant, essentiellement dû
à Yang [70].

Corollaire 7.3.2 (Variétés analytiques stables). Soit M une sous-variété analy-
tique connexe de G qui n’est incluse dans aucune sous-variété de Schubert instable
pour (at)t∈R. Alors, pour presque tout s ∈M , pour toute représentation rationnelle
de G sur un espace V ,

lim
t→∞

1

t
log λ1(atsV (Z)) = 0.

Démonstration. Si M n’est incluse dans aucune sous-variété de Schubert instable
pour (at)t∈R, alors τR(M,at) = 0. Le théorème 7.3.1 montre donc que presque
sûrement limt→∞

1
t c(ats) = 0. Ensuite, si V est une représentation rationnelle, et

χ le plus haut poids apparaissant dans V , le premier minimum de atsV (Z) est
donné par

λ1(atsV (Z)) ≍ eχ(c(ats)) = eo(t).

Pour la démonstration du théorème 7.3.1, nous aurons besoin de la proposition
suivante, très voisine d’un résultat plus général de Yang [70, Theorem 1.2]. Toute-
fois, la démonstration dans notre cas particulier est sensiblement plus simple, car
on ne s’intéresse qu’aux vecteurs dans l’orbite d’un vecteur de plus haut poids ;
en particulier nous n’aurons pas besoin des résultats de théorie géométrique des
invariants dûs à Mumford [54] ou Kempf [34].

Proposition 7.3.3 (Stabilité linéaire). Soit S un ensemble algébrique irréductible
dans G, et τ = τR(S, at). Soit B0 une boule dans G telle que S′ = S∩B0 soit dense
dans S pour la topologie de Zariski. Il existe c > 0 tel que pour tout i ∈ {1, . . . , r}
et tout vecteur v ∈ X̃i,

∀t > 0, sup
s∈S′

∥atsv∥ ≥ cetωi(τ)∥v∥.

La démonstration de cette proposition repose sur l’observation suivante.

Lemme 7.3.4. Soit V une représentation de G engendrée par une unique droite
rationnelle Qeχ de plus haut poids χ. Pour λ ∈ R, notons

G(eχ, V
λ(at)) =

{
g ∈ G

∣∣∣∣ lim
t→∞

1

t
log∥atgeχ∥ ≤ λ

}
.
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On peut écrire
G(eχ, V

λ(at)) =
⊔

w∈Wλ(χ,at)

PwB

comme une réunion de cellules de Bruhat de G, où

Wλ(χ, at) = {w ∈WP | ⟨χ, Y w⟩ ≤ λ}.

Démonstration. Soit g un élément quelconque de G, et g = pwb sa décomposition
de Bruhat, avec p ∈ P , b ∈ B et w ∈ WP . Le sous-groupe parabolique minimal B
préserve la direction eχ, et lorsque t tend vers l’infini, l’élément atpa−1

t converge
dans G. Donc atgeχ et atweχ ont le même comportement asymptotique. Comme

atweχ = ww−1atweχ = wetY
w

eχ = et⟨χ,Y
w⟩weχ,

on trouve bien que g = pwb est dansG(eχ, V λ(at)) si et seulement si w ∈Wλ(χ, at).

La proposition 7.3.3 découle du lemme ci-dessus, par un argument élémentaire
de compacité.

Démonstration de la proposition 7.3.3. Soit i ∈ {1, . . . , r}. Notons π+ : Vi → Vi la
projection sur la somme des espaces propres de at associés à des valeurs propres
supérieures ou égales à ωi(τ). On a l’équivalence

π+(sv) = 0 ⇔ lim
t→∞

1

t
log∥atsv∥ < ωi(τ).

Soit v = g−1ei ∈ X̃i. Avec l’équivalence ci-dessus, le lemme 7.3.4 montre que si
π+(sv) = 0, alors s appartient à une cellule de Bruhat PwBg avec w ∈Wλ(ωi, at)
et λ < ωi(τ), i.e. ωi(Y

w) ≤ λ < ωi(τ). Mais par définition de τ = τR(S, a),

ωi(τ) ≤ inf
PwBg⊃S

ωi(Y
w),

donc S n’est inclus dans aucune cellule de Bruhat PwBg, avec g ∈ G et w ∈
Wλ(ωi, at). Par irréductibilité, S n’est pas inclus dans la réunion (finie) de ces
cellules, et comme S′ est dense dans S pour la topologie de Zariski, il existe s ∈ S′

tel que π+(sv) ̸= 0. Comme v 7→ sups∈S′∥π+(sv)∥ est semi-continue inférieurement
sur le compact X̃ ′

i = {v ∈ X̃i | ∥v∥ = 1}, il existe c > 0 tel que

∀v ∈ X̃i, sup
s∈S′

∥π+(sv)∥ ≥ c∥v∥.

Cela implique, pour tout v ∈ X̃i,

sup
s∈S′

∥atsv∥ ≥ sup
s∈S′

etωi(τ)∥π+(sv)∥ ≥ cetωi(τ)∥v∥.

Nous pouvons enfin démontrer le théorème 7.3.1.
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Démonstration du théorème 7.3.1. Notons

τ = τR(Hµ(s0), at).

La proposition 7.3.3 montre que pour chaque i ∈ {1, . . . , r}, il existe c > 0 tel que

∀t > 0, ∀v ∈ Vi(Z) ∩ X̃i, sup
s∈H′

µ(s0)

∥atsv∥ ≥ cetωi(τ)∥v∥ ≥ cetωi(τ).

Cela implique naturellement les inégalités

lim inf
t→∞

1

t
log

(
min

v∈Vi(Z)∩X̃i

sup
s∈H′

µ(s0)

∥atsv∥

)
≥ ωi(τ), i = 1, . . . , r

ce qui se réécrit

lim inf
t→∞

1

t
c(atH′

µ(s0)) ≻ τR(Hµ(s0), at).

Soit B la boule centrée en s0 donnée par le théorème 7.1.2, et S = B ∩ Suppµ.
D’après la proposition 7.2.1, c(atS)− c(atH′

µ(s0)) = O(1), et donc

lim inf
t→∞

1

t
c(atS) ≻ τR(Hµ(s0), at).

Le théorème 7.1.2 permet d’en déduire que pour presque tout s au voisinage de s0,

lim inf
t→∞

1

t
c(ats) ≻ τR(Hµ(s0), at).

Montrons maintenant l’inégalité concernant la limite supérieure. Supposons
Hµ(s0) ⊂ PwBγ, avec γ ∈ G(Q). Alors, pour tout i ∈ {1, . . . , r} et tout t > 0,

sup
s∈S

∥atsγ−1ei∥ ≲ etωi(Y
w)

et par conséquent

lim sup
t→∞

1

t
c(ats) ≺ pa−(Y w).

Comme ceci vaut pour tout w tel qu’il existe γ ∈ G(Q) vérifiant PwBγ ⊃ S, on
trouve bien

lim sup
t→∞

1

t
c(ats) ≺ τQ(S, a).

7.4 Variétés algébriques définies sur Q
Dans le cas où l’ensemble algébrique Hµ(s0) est défini sur Q, on peut améliorer le
théorème 7.3.1 et déterminer la limite limt→∞

1
t c(ats), pour µ-presque tout s au

voisinage de s0. C’est ce que décrit le théorème ci-dessous.

Théorème 7.4.1 (Orbites diagonales et sous-variétés algébriques). Soit µ une
mesure localement régulière en s0 ∈ G telle que M = Hµ(s0) soit irréductible
et définie sur Q. Soit (at)t∈R un sous-groupe diagonal à un paramètre dans G et
cM = τQ(M,a). Pour s ∈M et t > 0, on note

ats = kt,sbt,snt,sγt,s,

une décomposition de Siegel de ats.
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1. Pour presque tout s au voisinage de s0, limt→∞
1
t log bt,s = cM .

2. Il existe γM ∈ Γ tel que pour θM = {i ∈ {1, . . . , r} | αi(cM ) = 0} et QM =
PθM le sous-groupe parabolique associé à θM , alors pour presque tout s au
voisinage de s0, pour tout t > 0 suffisamment grand, QMγt,s = QMγM .

3. Si Xw ⊃ Mγ−1
M est la plus petite variété de Schubert standard contenant

Mγ−1
M , alors cM = pa−(Y w).

Remarque. En général, une intersection de variétés de Bruhat n’est pas une va-
riété de Schubert. Mais l’intersection de variétés de Bruhat standard est une variété
de Schubert standard. En effet, d’après [68, §8.5.4], l’ordre de Bruhat sur W permet
d’écrire Xw = ∪σ≤wPwB, et donc, si Xw1

et Xw2
sont deux variétés de Bruhat

standard,
Xw1 ∩Xw2 = ∪σ≤min(w1,w2)PwB = Xmin(w1,w2).

Cela justifie la notion de plus petite variété de Schubert standard utilisée au troi-
sième point du théorème ci-dessus.

Pour la démonstration, nous appliquerons le théorème 5.1.1 à un point s1 ∈
M ∩ G(Q) bien choisi, dont l’existence sera assurée par le lemme suivant. Nous
dirons que des ensembles algébriques Fi, i ∈ I sont de degré borné s’il existe une
constante D ≥ 0 telle pour pour chaque i, Fi est l’ensemble des zéros d’une famille
de polynômes de degré au plus D.

Lemme 7.4.2. Soit k un corps de nombres, et V une variété algébrique affine
irréductible définie sur k. On suppose que (Fi)i∈I est une famille de sous-ensembles
algébriques stricts de V définis sur k et de degré borné. Alors, il existe un point
s1 ∈ V (Q) \

⋃
i∈I Fi.

Démonstration. Si V = Ad est l’espace affine tout entier, le résultat est clair : si le
point s1 = (x1, . . . , xd) à coordonnées dans Q est choisi de sorte que pour chaque i,
[k(x1, . . . , xi+1) : k(x1, . . . , xi)] > D alors s1 ne satisfait aucune relation de degré
au plus D à coefficients dans k.

D’après le lemme de normalisation de Noether [63, Theorem 10, page 66], il
existe toujours un morphisme fini de variétés algébriques V → AdimV défini sur k,
et le cas général découle donc du cas particulier ci-dessus.

Démonstration du théorème 7.4.1. D’après le théorème 7.3.1, on sait déjà que pour
presque tout s ∈M ,

lim sup
t→∞

1

t
log bt,s ≺ cM .

Comme les sous-variétés de Bruhat rationnelles sont définies sur Q et de degré
borné, le lemme ci-dessus montre qu’il existe un point s1 ∈ M ∩ G(Q) qui n’est
inclus dans aucune sous-variété de Schubert rationnelle qui ne contient pas M .
D’après le théorème 5.1.1,

lim
t→∞

1

t
log bt,s1 = cM .

Cela implique nécessairement

1

t
c(atM) ≻ 1

t
c(ats1) = cM + o(1),
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et avec le théorème 7.1.2, pour presque tout s au voisinage de s0,

lim inf
t→∞

1

t
c(ats) = lim inf

t→∞

1

t
c(atM) ≻ cM .

Cela montre le premier point du théorème.
Ensuite, on applique la proposition 6.5.1 pour t > 0, avec ε = e−δt, où δ > 0

est choisi tel que
∀i ̸∈ θM , δ < αi(cM ).

Cela montre qu’il existe un élément γt ∈ G(Q) tel que dans une petite boule B
centrée en s0,

µ({s ∈ B | QMγs,t ̸= QMγt}) ≤ C ′e−δα′tµ(B).

Par le lemme de Borel-Cantelli, il s’ensuit que pour presque tout s au voisinage de
s0, pour tout t > 0 suffisamment grand,

QMγs,t = QMγt.

Mais d’après la proposition 4.3.1, à s fixé, l’application t 7→ QMγs,t est localement
constante, et donc constante au voisinage de l’infini. Ainsi, il existe un élément
γM ∈ G(Q) tel que pour tout t > 0 suffisamment grand,

QMγs,t = QMγM .

Enfin, si s1 ∈ G(Q) est le point déjà utilisé ci-dessus et Xw ⊃Mγ−1
M est minimale

avec cette propriété, alors s1 ∈ PwBγM , et d’après le théorème 5.1.1,

cM = lim
t→∞

1

t
c(ats1) = pa−(Y w).

Corollaire 7.4.3 (Mesures algébriques semi-stables). Soit µ une mesure locale-
ment régulière en s0 ∈ G telle que M = Hµ(s0) soit irréductible et définie sur Q.
Si M n’est incluse dans aucune sous-variété de Schubert rationnelle instable, alors
pour toute représentation rationnelle V , pour presque tout s au voisinage de s0,

lim
t→∞

1

t
log λ1(atsV (Z)) = 0.

Démonstration. Avec les notations du théorème 7.4.1, soit

Xw ⊃Mγ−1
M

la plus petite sous-variété de Schubert standard contenant Mγ−1
M . Comme M n’est

incluse dans aucune sous-variété de Schubert instable, on doit avoir, pour chaque
i ∈ {1, . . . , r}, ωi(Y

w) ≥ 0. Par suite, pa−(Y w) = 0, et pour presque tout s au
voisinage de s0,

lim
t→∞

1

t
log c(ats) = 0.

Cela montre ce qu’on veut, car la décomposition de Siegel de ats montre que dans
une représentation rationnelle V de plus haut poids χ,

λ1(atsV (Z)) ≍ etχ(c(ats)) = eo(t).
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Chapitre 8

Approximation dans les
sous-variétés

Dans ce chapitre, nous nous donnons une sous-variété analytique M dans la variété
de drapeaux X, et étudions les propriétés diophantiennes d’un point x choisi aléa-
toirement suivant la mesure de Lebesgue sur M . Plus précisément, nous cherchons
d’abord à déterminer sous quelles conditions la conclusion du théorème 2.4.5 reste
valable, et montrons un critère analogue à celui du théorème 5.2.5 obtenu pour les
points algébriques. Ensuite, nous étudierons le cas où la variété M est algébrique
et définie sur Q, où nous pouvons donner une formule pour l’exposant presque sûr
d’un point choisi aléatoirement dans M . Avec quelques modifications mineures des
démonstrations, les résultats de ce chapitre auraient aussi pu être énoncés de ma-
nière locale, pour des mesures localement régulières, comme ceux du chapitre 6.
Nous renvoyons le lecteur à la conclusion du mémoire pour une brève discussion
de ce sujet et d’éventuelles applications à l’approximation sur des sous-variétés
différentiables sans hypothèse d’analyticité.

Dans toute la suite, X = P\G désigne une variété de drapeaux obtenue comme
quotient d’un Q-groupe semi-simple G par un sous-groupe parabolique P défini
sur Q. On munit X de la métrique de Carnot-Carathéodory introduite au para-
graphe 2.2, et d’une hauteur Hχ provenant d’une représentation irréductible de G
engendrée par une unique droite de plus haut poids χ. Enfin, on suppose que G est
de rang rationnel r, et on note Vi, i = 1, . . . , r ses représentations fondamentales.

8.1 Variétés analytiques réelles

Si M est une sous-variété analytique de SLd(R) de dimension m, on note λM la
mesure de Lebesgue sur M , i.e. la mesure de Hausdorff de dimension m restreinte à
M . Comme nous nous intéresserons seulement à des événements de mesure pleine
ou nulle, seule la classe de λM aura une importance pour nous, et l’on aurait aussi
bien pu définir λM localement comme l’image de la mesure de Lebesgue sur RdimM

par un paramétrage analytique local de M .
La mesure λM est localement régulière. Ce résultat, dû à Kleinbock et Margulis

[43], donne la première application importante du théorème 7.1.2. Nous rappelons
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donc ici les grandes lignes de sa démonstration. L’argument repose sur la proposi-
tion suivante [37, Proposition 2.1].

Proposition 8.1.1. Soit U un ouvert de Rn, et F un sous-espace de dimension
finie de fonctions analytiques sur U à valeurs réelles. Pour tout x dans U , il existe
des constantes C,α > 0 et un voisinage W ∋ x tels que toute fonction f ∈ F soit
(C,α)-régulière sur W pour la mesure de Lebesgue.

Remarque. Le critère de Kleinbock et Margulis [43, Proposition 3.4] pour obtenir
un sous-espace d’applications (C,α)-régulières au voisinage d’un point est plus
général que l’énoncé donné ci-dessus, et peut s’appliquer aussi à des applications
non analytiques.

Corollaire 8.1.2. Soit M une sous-variété analytique de X, λM une mesure de
Lebesgue sur M , x0 ∈ M et s : X → G une section analytique locale au voisinage
de x0. Il existe des constantes C,α > 0 et une boule ouverte B = B(x0, r) telles
que pour tout g ∈ G, pour tout i ∈ {1, . . . , r} et tout v ∈ Vi, l’application

x 7→ ∥gs(x)v∥

est (C,α)-régulière sur B pour la mesure λM .

Démonstration. Soit U un ouvert de Rm et φ : U →M un paramétrage local de M
au voisinage de x0 tel que λM = φ∗λ soit l’image par φ de la mesure de Lebesgue
λ sur U . Supposons en outre que φ(0) = x0. Soit F0 l’espace vectoriel engendré
par les applications coefficients :

F0 = Vect{u 7→ ⟨v, s(φ(u))w⟩; v, w ∈ Vi, i ∈ {1, . . . , r}},

et
F = Vect{f1f2; f1, f2 ∈ F0}.

Ces espaces de fonctions analytiques sur U sont de dimension finie, donc d’après
la proposition 8.1.1, il existe un voisinage W de 0 dans Rm et C,α > 0 tels que
toute fonction f ∈ F soit (C,α)-régulière sur W pour la mesure de Lebesgue. Les
applications de la forme u 7→ ∥gs(φ(u))v∥2 sont des éléments de F , donc satisfont
l’égalité souhaitée.

Une première application de ces propriétés de régularité des variétés analytiques
et des résultats du chapitre précédent est que l’exposant diophantien est constant
presque sûrement sur une sous-variété analytique.

Théorème 8.1.3 (Exposant diophantien d’une sous-variété analytique). Si M
est une sous-variété analytique connexe de X, alors il existe une constante βχ(M)
telle que pour presque tout x ∈M , βχ(x) = βχ(M). De plus βχ(M) est entièrement
déterminé par l’adhérence de Zariski de M dans G.

D’après la proposition 2.4.4, l’exposant βχ(x) est entièrement déterminé par le
taux de fuite

γχ(x) = lim sup
t→∞

−1

t
min

{
log∥v∥ ; v ∈ atsxVχ(Z) \ {0} tel que ∥π+(v)∥ ≥ ∥v∥

2

}
,

et le théorème 8.1.3 est donc une conséquence du lemme ci-dessous appliqué pour
l’action du sous-groupe (at)t∈R dans la représentation Vχ ≃ RD.
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Lemme 8.1.4. Soit (at)t∈R un sous-groupe diagonal à un paramètre dans SLD(R).
On note π+ : RD → RD la projection sur le sous-espace propre de (at)t∈R associé à
la valeur propre la plus contractante, parallèlement aux autres espaces propres, et
pour ∆ un réseau dans RD,

γχ(∆) = lim sup
t→∞

−1

t
min

{
log∥v∥ ; v ∈ at∆ \ {0} tel que ∥π+(v)∥ ≥ ∥v∥

2

}
.

Si M ⊂ SLD(R) est une sous-variété analytique connexe, alors il existe γM ∈ R tel
que pour presque tout s ∈M ,

γ(sZd) = γM .

De plus, γM ne dépend que de l’adhérence de Zariski de M .

Démonstration. Pour s ∈M et t > 0, notons

cst =
(
logµ1(atsZD), . . . , logµD(atsZD)

)
la suite des logarithmes des covolumes successifs du réseau atsZD. Notons aussi
C l’ensemble des fonctions convexes sur le segment d’entiers {0, . . . , D} telles que
f(0) = f(D) = 0. Ayant fixé s0 dans M , le théorème 6.2.1 appliqué dans le groupe
GL(RD) dans un voisinage adéquat U de s0 — dont l’existence est assurée par le
corollaire 8.1.2 — montre qu’il existe une application

R+ → C
t 7→ cMt

telle que pour tout ε > 0 et tout t ∈ R+,

λM ({s ∈ U | ∥cst − cMt ∥ ≥ tε}) ≤ e−tαελM (U).

En outre, d’après la proposition 6.5.1 appliquée dans G = SLD, si

IMt (ε) = {i1(M, ε, t), . . . , ik(M, ε, t)} ⊂ {1, . . . , D}

désigne l’ensemble des points où la dérivée de i 7→ cMt (i) fait un saut de taille
supérieure à tε, il existe un drapeau partiel

{0} < V i1
t,ε < · · · < V ik

t,ε < ZD

tel qu’avec probabilité supérieure à 1 − Ce−tαε, pour chaque ℓ = 1, . . . , k, les iℓ
premiers minima successifs de atsZD soient atteints dans atsV iℓ

t,ε. En outre, les
applications t 7→ cMt et t 7→ (V iℓ)1≤ℓ≤k sont déterminées par l’adhérence de Zariski
de M .

Notons E+ l’espace propre de at associé à la valeur propre la plus contractante,
et E− la somme des autres espaces propres, de sorte que RD = E+ ⊕E−. Si V est
un sous-espace de RD, on note la distance de V à E−

d(V,E−) = max
v∈V \{0}

d(v,E−)

∥v∥
.

L’égalité d(V,E−) = 0 correspond à l’inclusion V ⊂ E−, qui est équivalente à ce que
V rencontre non trivialement tout sous-espace de E− de codimension dimV −1. Par
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suite, si v est un représentant de V dans ∧dimV RD et (uj)j∈J une base orthonormée
de ∧1+dimE−−dimV E−,

d(V,E−) ≍ max
j∈J

∥uj ∧ v∥
∥v∥

.

Toutes les fonctions s 7→ ∥atsw∥, où w ∈ ∧∗Rd, sont (C,α)-régulières au voisinage
de s0 pour la mesure de Lebesgue surM ; l’égalité ci-dessus permet donc de montrer
que pour chaque iℓ ∈ It, il existe fℓ = fℓ(t, ε) ≥ 0 tel que

λM ({s ∈ U | e−t(fℓ+ε) ≤ d(atsV
iℓ , E−) ≤ e−t(fℓ−ε)}) ≥ (1−Ce−αεt)λM (U). (8.1)

En effet, si vℓ est un représentant de V iℓ dans ∧iℓRD et (uj)j∈J une base ortho-
normée de ∧dimE−−i+1E−,

d(atsV
iℓ , E−) ≍ max

j∈J

∥uj ∧ atsvℓ∥
∥atsvℓ∥

.

Or, par (C,α)-régularité des fonctions s 7→ ∥uj ∧ atsvℓ∥ et x 7→ ∥atsvℓ∥ pour la
mesure λM au voisinage de s0, on a avec λM -probabilité 1− Ce−αεt,

∥uj ∧ atsvℓ∥ ≥ e−εt sup
h∈U∩M

∥uj ∧ athvℓ∥

et
∥atsvℓ∥ ≥ e−εt sup

h∈U∩M
∥athvℓ∥.

Par conséquent, si fℓ est choisi tel que e−fℓt = maxj
suph∈U∩M∥uj∧athvℓ∥

suph∈U∩M∥athvℓ∥ , on a avec
probabilité supérieure à 1− Ce−αεt, pour s ∈ U ∩M ,

d(atsV
iℓ , E−) ≤ max

j

suph∈U∩M∥uj ∧ athvℓ∥
∥atsvℓ∥

≤ e−t(fℓ−ε)

et
d(atsV

iℓ , E−) ≥ max
j

∥uj ∧ atsvℓ∥
suph∥athvℓ∥

≥ e−t(fℓ+ε),

ce qui montre (8.1). De plus, à une erreur près négligeable lorsque t tend vers l’infini,
les applications t 7→ fℓ(t, ε) sont déterminées par l’adhérence de Zariski de M , car
chaque application h 7→ ujathvℓ est linéaire donc vérifie, pour certaines constantes
indépendantes de uj , at et vℓ, suph∈B∩M∥uj∧athvℓ∥ ≍ suph∈B∩L(M)∥uj∧athvℓ∥,
où L(M) est l’adhérence linéaire de l’image deM dans la représentation ∧dimV iℓRd.
De même pour h 7→ athvℓ.

Avec le lemme de Borel-Cantelli, on déduit de (8.1) que pour presque tout s
dans U ∩M , pour tout t > 0 suffisamment grand,

∥cst − cMt ∥ ≤ tε
∀ℓ = 1, . . . , k, cst (iℓ) = log∥atsV iℓ∥
d(atsV

iℓ , E−) ∈ [e−t(fℓ+ε), e−t(fℓ−ε)]

Notons que fi1 ≥ fi2 ≥ · · · ≥ fik . Soit jt = jt(ε) ∈ It le plus petit indice tel que
fjt ≤ 2ε. Montrons que pour presque tout s dans U ∩M ,

γ(sZD) = lim sup
t→∞

−1

t
(cMt (jt)− cMt (jt − 1)) +O(ε).



8.1. VARIÉTÉS ANALYTIQUES RÉELLES 113

Tout d’abord, l’inégalité fjt ≤ 2ε implique d(atsV jt , E−) ≥ e−3tε, et comme les
minima successifs du sous-réseau atsV

jt(Z) sont majorés par ec
s
t (jt)−cst (jt−1) =

ec
M
t (jt)−cMt (jt−1)+tO(ε), le lemme 8.1.5 ci-dessous montre qu’il existe un vecteur

v ∈ atsV
jt(Z) tel que

∥π+(v)∥ ≥ e−tO(ε)∥v∥ et ∥v∥ = ec
M
t (jt)−cMt (jt−1)+tO(ε).

Comme π+ est la projection sur l’espace le plus contracté, on peut remplacer t par
t−O(ε) pour s’assurer l’inégalité un peu plus forte ∥π+(v)∥ ≥ ∥v∥

2 , et cela n’affecte
la norme de v que d’un facteur eO(ε)t. Par suite,

γ(sZD) ≥ lim sup
t→∞

−1

t
(cMt (jt)− cMt (jt − 1))−O(ε).

Réciproquement, soit V j′t le sous-espace qui précède V jt dans le drapeau V i1 <
· · · < V ir . Comme, pour presque tout s ∈ U ∩M , pour tout t > 0 assez grand

d(atsV
j′t
t,ε, E

−) ≤ e−(fj−1−ε)t ≤ e−εt

aucun vecteur v ∈ atsV
j′t ne saurait satisfaire ∥π+(v)∥ ≥ ∥v∥

2 . Or, tout vecteur
v ∈ atsZD hors de atsV j′t vérifie

∥v∥ ≳ ec
M
t (j′t+1)−cMt (j′t) ≥ ec

M
t (jt)−cMt (jt−1)−(jt−j′t)tε,

où la deuxième inégalité provient de ce que les sauts de la dérivée de i 7→ cMt (i)
sont majorés par tε sur tout l’intervalle ]j′t, jt[. Par suite,

γ(sZD) ≤ lim sup
t→∞

−1

t
(cMt (jt)− cMt (jt − 1))−O(ε).

Ainsi, il existe un voisinage U de s0 tel que pour tout ε > 0, il existe un réel
γε = lim supt→∞

−1
t (cMt (jt) − cMt (jt − 1) entièrement contrôlé par l’adhérence de

Zariski de M et tel que pour presque tout s dans U ∩M , γ(sZD) ∈ [γε − ε, γε + ε].
En faisant tendre ε vers 0, cela montre que γ(sZD) est constant presque partout
au voisinage de tout point s0 ∈M , et comme M est connexe, γ(sZD) est constant
presque sûrement sur M .

Dans la démonstration ci-dessus, nous avons utilisé le lemme élémentaire ci-
dessous, qui exprime qu’une famille de vecteurs réalisant les minima successifs
d’un réseau est essentiellement orthogonale.

Lemme 8.1.5 (Direction des minima successifs). Étant donné un entier d ≥ 1, il
existe c = c(d) > 0 tel que l’énoncé suivant soit vérifié.
Soit ∆ un réseau dans Rd et (v1, . . . , vd) une famille de vecteurs linéairement in-
dépendants dans ∆ qui réalisent les minima successifs. Pour tout u ∈ Rd unitaire,
il existe i tel que

|⟨vi, u⟩| ≥ c · ∥vi∥.

Démonstration. D’après le second théorème de Minkowski, les vecteurs vi vérifient,
pour une constante c ne dépendant que de d,

∥v1 ∧ · · · ∧ vd∥ ≥ c ·
d∏

i=1

∥vi∥.
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En d’autres termes, si l’on pose ui = vi
∥vi∥ , alors

det(u1, . . . , ud) ≥ c.

Par conséquent, l’application ϕ : u 7→ (⟨ui, u⟩)1≤i≤d est inversible, de norme infé-
rieure à 1 et de déterminant supérieur à c. Son inverse est donc de norme au plus
c−1. Ainsi, si u est unitaire,

max
1≤i≤d

|⟨ui, u⟩| ≍ ∥ϕ(u)∥ ≥ c · ∥u∥ = c.

8.2 Un critère d’extrémalité
La distance de Carnot-Carathéodory et la hauteur sur X nous ont permis de définir
au paragraphe 2.4 l’exposant diophantien βχ(x) d’un point x ∈ X(R). Nous avons
vu en outre qu’il existe une constante βχ(X) telle que pour presque tout x ∈ X(R),
βχ(x) = βχ(X). Pour suivre la terminologie existant dans le cadre de l’espace
projectif, nous posons la définition suivante.

Définition 8.2.1. Une mesure borélienne µ sur X est dite extrémale si pour µ-
presque tout x dans X, βχ(x) = βχ(X). Dans le cas où µ est une mesure de
Lebesgue sur une sous-variété analytiqueM , nous dirons aussi queM est extrémale.

Nous voulons énoncer une condition suffisante pour qu’une sous-variété analy-
tique M ⊂ X soit extrémale. Pour cela, rappelons que si θ ⊂ Π est l’ensemble de
racines simples associé sous-groupe parabolique P , on définit alors un sous-groupe
à un paramètre dans G en posant

at = etY où Y ∈ a est défini par α(Y ) =

{
0 si α ∈ θ
−1 si α ̸∈ θ.

(8.2)

Rappelons qu’une sous-variété de Schubert dans X est une sous-variété de la forme

Xwg = PwBg, avec w ∈WP et g ∈ G,

et qu’une variété de Schubert Xwg est dite instable pour le flot at = etY s’il existe
un poids dominant ω tel que ω(Y w) < 0. Les résultats de la partie précédente
permettent de montrer le théorème suivant.

Théorème 8.2.2 (Critère d’extrémalité pour les variétés analytiques). Une sous-
variété analytique connexe M dans X qui n’est incluse dans aucune sous-variété
de Schubert instable est extrémale.

Démonstration. Soit x0 ∈ M et s : X → G une section analytique locale au
voisinage de x0. Notons λM la mesure de Lebesgue sur M et µ = s∗λM la mesure
image de λM par la section s. D’après le corollaire 8.1.2, la mesure µ est localement
régulière au voisinage de s0 = s(x0). Comme M n’est incluse dans aucune sous-
variété de Schubert instable, la variété Hµ(s0) n’est incluse dans aucune sous-variété
de Schubert instable. Le corollaire 7.3.2 s’applique donc : pour λM -presque tout x
au voisinage de x0,

lim
t→∞

1

t
λ1(ats(x)Vχ(Z)) = 0.
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Le lemme 2.4.6 permet d’en conclure que βχ(x) = βχ(X). Comme cela vaut pour
λM -presque tout x au voisinage d’un point x0 ∈ M arbitraire, la variété M est
extrémale.

Remarque. Une sous-variété M ⊂ P\G est dite dégénérée si M est contenue dans
une variété de Schubert stricte. Naturellement, toute sous-variété incluse dans une
variété de Schubert instable est dégénérée. Le théorème ci-dessus implique donc
que toute sous-variété analytique M ⊂ X non dégénérée est extrémale. Cependant,
il peut exister des sous-variétés dégénérées extrémales ; nous en verrons quelques
exemples au chapitre 9.

Avec une condition supplémentaire sur les coefficients qui définissent la sous-
variété analytique M , on peut même améliorer ce critère.

Théorème 8.2.3 (Critère d’extrémalité pour les variétés définies sur Q). Soit M
une sous-variété analytique connexe de X dont l’adhérence de Zariski est définie
sur Q. Si M n’est incluse dans aucune sous-variété de Schubert rationnelle instable,
alors M est extrémale.

Démonstration. La démonstration est identique à celle du théorème 8.2.2, en ap-
pliquant le corollaire 7.4.3 au lieu du corollaire 7.3.2.

Remarque. Ce critère n’est pas toujours optimal. Pour certains choix de X, il
peut exister des sous-variétés de Schubert instables telles que pour presque tout x
dans M , βχ(x) < βχ(X). Nous verrons toutefois plus loin que le critère ci-dessus
est optimal lorsque le sous-groupe parabolique P est maximal. C’est le cas par
exemple lorsque X = Pn est un espace projectif, ou lorsque X = Grass(ℓ, d) est
une variété grassmannienne. Ainsi, dans ces deux cas, si M est incluse dans une
sous-variété de Schubert rationnelle instable, alors M n’est pas extrémale.

Plus généralement, lorsque l’adhérence de Zariski de M est définie sur Q, on
peut donner une formule pour l’exposant diophantien presque sûr d’un point de
M . C’est ce que nous expliquons au paragraphe suivant.

8.3 Sous-variétés algébriques définies sur Q
Ce paragraphe a pour but le théorème suivant, analogue du théorème 5.3.1, qui
permet de calculer l’exposant diophantien βχ(x) pour un point x arbitraire dans
X(Q). Dans toute la suite, le groupe à un paramètre (at)t∈R est celui défini qui
permet la correspondance entre l’exposant diophantien βχ(x) et le taux de fuite
γχ(x) dans l’espace de réseaux G/Γ, et dont la définition est rappelée en (8.2)
ci-dessus.

Théorème 8.3.1 (Exposant diophantien d’une variété définie sur Q). Soit M une
sous-variété analytique connexe de X dont l’adhérence de Zariski est définie sur Q.
Pour chaque x ∈ X, on note sx ∈ G un élément tel que x = Psx. Soit cM , QM ,
γM les éléments donnés par le théorème 7.4.1 pour décrire l’orbite (atsxΓ) dans Ω
lorsque x est choisi aléatoirement sur M , et

Xw ⊃Mγ−1
M , w ∈WP ,

la plus petite variété de Schubert standard contenant Mγ−1
M .
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Alors pour presque tout x ∈M ,

γχ(x) = −⟨χw, pa−(Y w)⟩,

et par conséquent,

βχ(x) =
1

−⟨χ, Y ⟩+ ⟨χw, pa−(Y w)⟩
.

Démonstration. La démonstration est presque identique à celle du théorème 5.3.1,
avec les changements qui s’imposent : il faut appliquer le théorème 7.4.1 au lieu du
théorème 5.1.1, et remplacer les éléments c∞, γ∞, P∞ par cM , γM , PM , ...etc. Les
détails sont laissés au lecteur.

Nous concluons ce chapitre en résumant quelques propriétés importantes de
l’exposant diophantien d’un point x choisi aléatoirement sur une variété algébrique
définie sur Q.

Corollaire 8.3.2. Soit X une variété de drapeaux, munie de la distance de Carnot-
Carathéodory usuelle et d’une hauteur Hχ associée au poids dominant χ. Soit M ⊂
X une sous-variété analytique connexe dont l’adhérence de Zariski est définie sur
Q.

1. L’exposant βχ(M) est déterminé par l’intersection des sous-variétés de Schu-
bert rationnelles contenant M . Et même, il existe une sous-variété de Schu-
bert Xwγ ⊃M avec γ ∈ G(Q) telle que βχ(M) = βχ(Xwγ).

2. Pour tout x ∈ M ∩X(Q) hors de toute sous-variété de Schubert rationnelle
X ′

wγ
′ ̸⊃M , βχ(x) = βχ(M).



Chapitre 9

Quelques exemples

Pour illustrer les théorèmes généraux démontrés dans ce mémoire, nous en décrivons
maintenant quelques cas particuliers. C’est souvent après l’étude approfondie de ces
exemples importants qu’ont pu être démontrés les résultats plus abstraits sur les
variétés de drapeaux générales.

9.1 Espace projectif
L’espace projectif Pd−1 constitue le cadre de l’approximation diophantienne clas-
sique. Dans ce cadre, tous les résultats présentés dans ce mémoire étaient déjà
connus. Nous les rappelons toutefois brièvement, puisque notre objectif était jus-
tement de comprendre ces théorèmes de façon plus générale, à partir des groupes
arithmétiques.

Si x, y ∈ Pd−1 sont engendrés respectivement par les vecteurs u, v ∈ Rd leur
distance est donnée par la formule

d(x, y) =
∥u ∧ v∥
∥u∥∥v∥

.

La hauteur sur Pd−1(Q) est la hauteur usuelle : si v ∈ Pd−1(Q) s’écrit en coordon-
nées homogènes v = [v1 : . . . : vd], où les vi sont des entiers premiers entre eux dans
leur ensemble, alors

H(v) = max
1≤i≤d

|vi|.

Nous commençons par le célèbre théorème de Dirichlet [21], bien que ce résultat
ne semble pas se généraliser aisément dans une variété drapeau arbitraire.

Théorème 9.1.1 (Dirichlet). Pour tout x ∈ Pd−1(R), β(x) ≥ 1 + 1
d−1 .

Une simple application du lemme de Borel-Cantelli permet de montrer que
presque tout x dans Pd−1(R) vérifie l’égalité β(x) = 1 + 1

d−1 . Le théorème de
Khintchine [36] donne un critère simple sur une fonction ψ : R+ → R+ décroissante
pour que l’inégalité

d(x, v) ≤ H(v)−1− 1
d−1ψ(H(v)) (9.1)

ait une infinité de solutions lorsque x est choisi suivant la mesure de Lebesgue sur
Pd−1.

117
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Théorème 9.1.2 (Khintchine). Soit ψ : R+ → R+ une fonction décroissante.

• Si
∫∞
1
ψ(u)d−1 du

u < +∞, alors pour presque tout x ∈ Pd−1(R), l’inégalité
(9.1) admet un nombre fini de solutions v ∈ Pd−1(Q).

• Si
∫∞
1
ψ(u)d−1 du

u = +∞, alors pour presque tout x ∈ Pd−1(R), l’inégalité
(9.1) admet une infinité de solutions v ∈ Pd−1(Q).

L’exposant diophantien d’un point x ∈ Pd−1(Q) a été calculé par Schmidt [60]
grâce à son théorème du sous-espace, qui généralise les résultats de Thue [69], Siegel
[65] et Roth [55] pour P1(Q).

Théorème 9.1.3 (Thue-Siegel-Roth-Schmidt). Si x ∈ Pd−1(Q), alors β(x) =
1+ 1

dx
, où dx est la dimension du plus petit sous-espace projectif rationnel contenant

x.

Le problème de l’approximation diophantienne sur les sous-variétés a été posé
en premier par Mahler [50] pour la courbe [1 : x : x2 : . . . : xd−1] dans Pd−1. Ayant
résolu le problème de Mahler, Sprindzuk a conjecturé dans [67] le résultat suivant,
démontré finalement par Kleinbock et Margulis [43] en 1998. Rappelons qu’une
sous-variété analytique M ⊂ Pd−1(R) est non dégénérée si elle n’est incluse dans
aucun sous-espace projectif strict.

Théorème 9.1.4 (Kleinbock-Margulis). Toute sous-variété analytique connexe
non dégénérée dans Pd−1(R) est extrémale.

Remarque. Le théorème de Kleinbock et Margulis [43, Theorem A] s’applique
aussi à des variétés non analytiques. Étant donné un paramétrage ϕ : Rm → M
de classe Cℓ de la variété M , on dit qu’un point y = ϕ(x) est non dégénéré si
les dérivées partielles d’ordre au plus ℓ au point x engendrent l’espace tangent
TyPd−1(R) ≃ Rd−1 au point y. Avec cette définition, les résultats de Kleinbock et
Margulis impliquent que si presque tout point y de M est non dégénéré, alors la
variété M est extrémale.

Dans un travail en commun avec Emmanuel Breuillard [13], nous avons observé
que les méthodes utilisées pour démontrer ces deux derniers théorèmes permettent
de donner une formule pour l’exposant d’un point pris aléatoirement sur une sous-
variété algébrique définie sur Q.

Théorème 9.1.5 (Exposant d’une sous-variété définie sur Q). Soit M ⊂ Pd−1(R)
une sous-variété analytique connexe. On suppose que le plus petit sous-espace pro-
jectif réel contenant M est défini sur Q. Alors, pour presque tout x ∈ M , β(x) =
1+ 1

dM
, où dM est la dimension du plus petit sous-espace projectif rationnel conte-

nant M . En particulier, si M est non dégénérée, alors M est extrémale.

Remarque. Dans l’espace projectif, les sous-variétés de Schubert ne sont autres
que les sous-espaces projectifs. Toute sous-variété de Schubert stricte est instable
pour le flot (at)t∈R, et par conséquent, si une sous-variété M n’est incluse dans
aucune sous-variété de Schubert instable, elle est non dégénérée.
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9.2 Quadriques
À notre connaissance, ce sont Kleinbock et Merrill [41] qui ont obtenu les premiers
résultats remarquables pour l’approximation diophantienne intrinsèque sur les qua-
driques, en démontrant pour une sphère de dimension arbitraire les analogues des
théorèmes de Dirichlet et de Khintchine. Dans un article avec Fishman et Simmons
[24], ils ont ensuite généralisé leurs résultats à une quadrique arbitraire. Pour une
introduction élémentaire à ces problèmes, on renvoie à l’article [40].

Dans ce cadre,X désigne une quadrique projective non singulière, i.e. l’ensemble
des droites isotropes pour une forme quadratique rationnelle Q non dégénérée sur
Rd. La distance et la hauteur sur X sont obtenues par restriction de la distance
et de la hauteur usuelles sur Pd−1. On suppose en outre que X contient un point
rationnel ; par projection stéréographique, cela implique en fait que X(Q) est dense
dans X(R).

Théorème 9.2.1 (Fishman-Kleinbock-Merrill-Simmons). Soit X une quadrique
rationnelle projective non singulière contenant un point rationnel. Pour presque
tout x ∈ X(R), β(x) = 1.

Soit X0 ⊂ P3 la quadrique définie par l’équation x1x2−x3x4. La généralisation
du théorème de Khintchine aux quadriques nécessite de distinguer deux cas, suivant
que la quadrique X est rationnellement isomorphe à X0, ou non.

Théorème 9.2.2 (Fishman-Kleinbock-Merrill-Simmons). Soit X une quadrique
rationnelle projective non singulière de dimension n contenant un point rationnel,
et ψ : R+ → R+ une fonction décroissante. Pour x ∈ X(R) on considère l’inégalité

d(x, v) ≤ H(v)−1ψ(H(v)). (9.2)

Si X n’est pas rationnellement isomorphe à X0, alors :

• si
∫∞
1
ψ(u)n du

u = +∞, l’inégalité (9.2) admet une infinité de solutions v ∈
X(Q) pour presque tout x ∈ X(R) ;

• si
∫∞
1
ψ(u)n du

u < +∞, l’inégalité (9.2) n’a qu’un nombre fini de solutions
v ∈ X(Q) pour presque tout x ∈ X(R).

Si X est rationnellement isomorphe à X0, alors :

• si
∫∞
1
ψ(u)n(log log u)duu = +∞, l’inégalité (9.2) admet une infinité de solu-

tions v ∈ X(Q) pour presque tout x ∈ X(R) ;

• si
∫∞
1
ψ(u)n(log log u)duu < +∞, l’inégalité (9.2) n’a qu’un nombre fini de

solutions v ∈ X(Q) pour presque tout x ∈ X(R).

Remarque. Écrivons X = P\G, où G = SOQ est le groupe orthogonal associé à
la forme quadratique Q, et P le sous-groupe parabolique stabilisateur d’une droite
rationnelle isotrope dans la représentation standard. Si X ̸∼ X0, le groupe G est
Q-simple et le sous-groupe parabolique P est maximal : rangQ P = rangQG−1. En
revanche, si X ∼ X0, on a un isomorphisme G ≃ SO(2, 2) ≃ SO(2, 1)×SO(2, 1), et
rangQ P = rangQG− 2. Avec les résultats généraux du chapitre 3, et en particulier
les lemmes 3.1.2 et 3.1.3, cette différence explique la distinction de cas dans le
théorème ci-dessus.
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Dans un article récent [19], nous avons poursuivi les travaux de Fishman, Klein-
bock, Merrill et Simmons en étudiant l’approximation diophantienne des points
algébriques et des quantités dépendantes sur les quadriques. Cela nous a permis en
particulier d’établir le résultat suivant.

Théorème 9.2.3 (Exposant diophantien d’une sous-variété algébrique). Soit X
une quadrique rationnelle projective non singulière contenant un point rationnel,
et M une sous-variété analytique de X. On suppose que le plus petit sous-espace
totalement isotrope réel contenant M est défini sur Q. Alors, pour presque tout
x ∈M ,

β(x) = 1 +
1

dM
,

où dM est la dimension du plus petit sous-espace totalement isotrope rationnel
contenant M . (S’il n’existe pas de tel sous-espace, on pose dM = +∞.)

Remarque. Le théorème ci-dessus s’applique en particulier dans les deux cas
suivants :

• si M = {x} est réduite à un seul point x ∈ X(Q), on obtient un analogue du
résultat de Thue-Siegel-Roth-Schmidt pour la quadrique X ;

• si M est non dégénérée, i.e. n’est incluse dans aucun sous-espace totalement
isotrope, alors dM = +∞ et M est extrémale.

Remarque. Dans une quadrique X, les sous-variétés de Schubert sont les sous-
espaces totalement isotropes, toute sous-variété de Schubert stricte est instable.
Comme dans le cas de l’espace projectif, une sous-variété n’est incluse dans aucune
sous-variété de Schubert instable si et seulement si elle est non dégénérée.

9.3 Grassmannienne
Dans l’article [59] écrit en 1967, Schmidt définit la hauteur d’un sous-espace ration-
nel v dans Rd, comme le covolume du réseau v∩Zd dans v : si v∩Zd = Zv1⊕· · ·⊕Zvℓ,
alors

H(v) = ∥v1 ∧ · · · ∧ vℓ∥.

Avec cette notion de hauteur, on peut alors étudier la qualité des approximations
d’un sous-espace réel x par des sous-espaces rationnels. Cela s’inscrit bien dans
le cadre de ce mémoire : si G = SLd et P le sous-groupe parabolique stabilisa-
teur du sous-espace Vect{e1, . . . , eℓ} dans la représentation standard, on obtient la
grassmannienne des ℓ-plans dans un espace de dimension d comme quotient

X = Grass(ℓ, d) ≃ P\G.

La hauteur utilisée par Schmidt est alors celle associée à la représentation fon-
damentale ∧ℓRd, tandis que la distance de Carnot-Carathéodory coïncide avec la
distance riemannienne usuelle. Cela permet de définir l’exposant diophantien d’un
point x ∈ Grass(ℓ, d). Avec ces définitions, Schmidt obtient une minoration optimale
de l’exposant diophantien d’un point choisi aléatoirement sur la grassmannienne :
pour presque tout x ∈ Grass(ℓ, d), β(x) ≥ 1

ℓ + 1
d−ℓ . Le théorème 2.4.5 permet de

préciser ce résultat en une égalité presque sûre.
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Théorème 9.3.1. Pour presque tout x ∈ Grass(ℓ, d), β(x) = 1
ℓ +

1
d−ℓ .

On peut montrer directement l’inégalité β(x) ≤ 1
ℓ +

1
d−ℓ , en utilisant le lemme

de Borel-Cantelli et le fait que le nombre de points de hauteur au plus T dans
X = Grass(ℓ, d) est majoré par O(T d). Ce même argument permet d’obtenir la par-
tie « convergence » du théorème ci-dessous, analogue du théorème de Khintchine,
pour laquelle on n’a d’ailleurs pas besoin de l’hypothèse que ψ est décroissante.
La partie « divergence » est plus subtile, et à l’heure actuelle, la seule démonstra-
tion disponible passe par le mélange exponentiel, suivant la méthode présentée au
chapitre 3.

Théorème 9.3.2. Soit X = Grass(ℓ, d) la variété grassmannienne des sous-espaces
de dimension ℓ dans un espace de dimension d. Étant donné une fonction ψ : R+ →
R+ on considère l’inégalité

d(x, v) ≤ H(v)−
1
ℓ−

1
d−ℓψ(H(v)). (9.3)

• Si
∫∞
1
ψ(u)ℓ(d−ℓ) du

u < +∞, alors (9.3) n’admet qu’un nombre fini de solutions
v ∈ X(Q) pour presque tout x ∈ X(R).

• Si ψ est décroissante et vérifie
∫∞
1
ψ(u)ℓ(d−ℓ) du

u = +∞, alors (9.3) admet
une infinité de solutions v ∈ X(Q) pour presque tout x ∈ X(R).

Remarque. On remarque que l’exposant ℓ(d − ℓ) qui apparaît dans la condition
d’intégrabilité sur ψ est égal à la dimension de X. Pour calculer cet exposant,
on peut utiliser le lemme 3.1.2. Avec les notations de Bourbaki [12, Planche I], la
somme des racines apparaissant dans le radical unipotent de P est

ρℓ =
∑

1≤i≤ℓ
ℓ<j≤d

εi − εj

= (d− ℓ)(ε1 + · · ·+ εℓ)− ℓ(εℓ+1 + · · ·+ εd)

= d(ε1 + · · ·+ εℓ) = dωℓ.

L’exposant recherché est donc

aχ
βχ

=
d

1
ℓ +

1
d−ℓ

= ℓ(d− ℓ).

Toute sous-variété de Schubert Xwg dans X = Grass(ℓ, d) est de la forme

Xwg = {x ∈ X | ∀i = 1, . . . , d− 1, dimx ∩ Vi ≥ mi},

où {0} = V0 < V1 < · · · < Vd = Rd est un drapeau total de Rd et m1 ≤ · · · ≤ md

une suite d’entiers naturels. On peut montrer que toute sous-variété de Schubert
distincte de X = Grass(ℓ, d) est incluse dans un pinceau

PW,r = {x ∈ X | dimW ∩ x ≥ r} avec r > d− ℓ− dimW,

et qu’une sous-variété de Schubert est instable si et seulement si elle est incluse
dans un pinceau PW,r contraignant, i.e. satisfaisant

r

dimW
>
ℓ

d
.

Dans le cadre des variétés grassmanniennes, le théorème 8.2.2 peut donc se refor-
muler de la façon suivante.
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Théorème 9.3.3 (Critère d’extrémalité dans la grassmannienne). Soit M une
sous-variété analytique connexe de Grass(ℓ, d). Si M n’est incluse dans aucun pin-
ceau contraignant, alors M est extrémale.

À toute partie M ⊂ Grass(ℓ, d), on peut associer un drapeau rationnel partiel
{0} = Vd0 < Vd1 < · · · < Vdr−1 < Vdr = Qd avec pour chaque k, dimVdk

= dk. Pour
cela, on définit Vd1 comme l’unique sous-espace rationnel de dimension maximale
qui maximise la quantité minx∈M

dim x∩V
dimV , parmi tous les sous-espaces vectoriels

V ≤ Qd ; ensuite Vd2
est l’unique sous-espace rationnel contenant Vd1

, de dimension
maximale, et qui maximise minx∈M

dim x∩V−dim x∩Vd1

dimV−d1
, ...etc. Avec ces notions, on

peut rendre plus explicite la formule obtenue au théorème 8.3.1 pour l’exposant
d’un point choisi aléatoirement sur une sous-variété définie sur Q.

Théorème 9.3.4 (Exposant d’une sous-variété définie sur Q). Soit M une sous-
variété analytique connexe de Grass(ℓ, d) dont l’adhérence de Zariski est définie sur
Q, et V0 < Vd1

< · · · < Vdr
le drapeau partiel associé à M . Pour k = 1, . . . , r, on

note
ik = min

x∈M
dimx ∩ Vdk

et ck = − ik
ℓ
+
dk − ik
d− ℓ

.

(Par convention, i0 = d0 = 0, ir = ℓ, dr = d, et cr = 0.)
Alors, pour presque tout x dans M ,

β(x) =

(
1

ℓ
+

1

d− ℓ

)
1

1− γM
,

où

γM =

r∑
k=1

ik − ik−1

dk − dk−1

(
ik − ik−1

ℓ
− dk − dk−1 − ik + ik−1

d− ℓ

)

=
ℓ(d− ℓ)

d

r∑
k=1

(ck − ck−1)
2

dk − dk−1
.

En particulier, M est extrémale si, et seulement si, M n’est incluse dans aucun
pinceau rationnel contraignant.

Démonstration. Ce théorème est un cas particulier du théorème 8.3.1 ; il suffit de
voir que le drapeau partiel {0} < Vd1

< · · · < Vdr
s’identifie à la variété de Schubert

XwγM contenant M , et de faire le calcul explicite de la quantité ⟨χw, pa−(Y w)⟩.
Les détails sont laissés au lecteur. Pour vérifier l’égalité entre les deux formules
pour γM , il suffit d’observer que

ik =
ℓ

d
dk − ℓ(d− ℓ)

d
ck,

et donc

ik − ik−1

dk − dk−1
(
ik − ik−1

ℓ
−dk − dk−1 − ik + ik−1

d− ℓ
) = − ℓ

d
(1− ck − ck−1

dk − dk−1
(d−ℓ))(ck−ck−1).

L’égalité souhaitée s’en déduit en sommant sur k, et en observant que 0 = cr =∑r
k=1 ck − ck−1.
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Si M n’est incluse dans aucun pinceau rationnel contraignant, alors le drapeau
associé est le drapeau trivial {0} = V0 < Vd = Qd, donc γM = 0 et β(x) = 1

ℓ +
1

d−ℓ
pour presque tout x dans M . Réciproquement, s’il existe un pinceau rationnel
contraignant contenantM , alors le drapeau associé àM est non trivial, et la formule
ci-dessus montre donc que γM > 0. Cela implique que M n’est pas extrémale.

Le théorème ci-dessus permet déjà de minorer optimalement l’exposant de tout
point de X(Q). En fait, dans l’écriture X = P\G, le sous-groupe parabolique est
maximal, et le corollaire ci-dessous est donc un cas particulier du corollaire 5.3.2.

Corollaire 9.3.5. Soit X = Grass(ℓ, d). Pour tout x ∈ X(Q), β(x) ≥ 1
ℓ+

1
d−ℓ , avec

égalité si et seulement si x n’est inclus dans aucun pinceau rationnel contraignant.

Exemple. Soit X = Grass(2, d) la variété des 2-plans dans Rd. Dans ce cas,

at = etY , avec Y =
1

1
2 + 1

d−2

diag

(
−1

2
,−1

2
,

1

d− 2
, . . . ,

1

d− 2

)
.

On considère la sous-variété

M = {x ∈ X | dimx ∩ V1 ≥ 1}, où V1 = Vect(e1, . . . , ek).

Si k < d
2 , la variété M est un pinceau contraignant. Pour presque tout x dans M ,

c∞ = lim
t→∞

1

t
c(atsx)

= diag

(
−1

k

d− 2k

2(d− 2)
, . . . ,−1

k

d− 2k

2(d− 2)
,

1

d− k

d− 2k

2(d− 2)
, . . . ,

1

d− k

d− 2k

2(d− 2)

)
.

En fait, si w est une matrice de permutation telle que w−1{1, 2} = {k, d} (cela
détermine un élément de WP ), alors

M = PwB.

Si l’on identifie a− au fonctions convexes sur {0, . . . , d} telles que f(0) = f(d) = 0,
la projection pa− associe à une fonction son plus grand minorant convexe. Avec
cette identification, on vérifie sans peine l’égalité c∞ = pa−(Y w) donnée par le
théorème 8.3.1.

0 1 2 3 4 5

Y
−1

Y w

pa−(Y w)
− 1

6

Figure 9.1 : Dessin de c∞ = pa−(Y w) pour d = 5, ℓ = 2, k = 2, et x ∈ P⟨e1,e2⟩,1

D’ailleurs, θ∞ = {1, . . . , d − 1} \ {k} et si p∞ : a → a est la projection sur⋂
i∈θ∞

α⊥
i (l’espace des fonctions dont le seul point angulaire est en k), alors c∞ =

pa−(Y w) = p∞(Y w).
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La hauteur associée au plongement de Plücker correspond au plus haut poids
χ = ε1 + ε2, et χw = εw−1(1) + εw−1(2) = εk + εd. Par conséquent, pour presque
tout x ∈M ,

γχ(x) = ⟨χw, p∞(Y w)⟩ = −1

k

d− 2k

2(d− 2)
+

1

d− k

d− 2k

2(d− 2)
= − (d− 2k)2

2(d− 2)k(d− k)
,

et

β(x) =

(
1

2
+

1

d− 2

)
1

1− γχ(x)
.

Dans cet exemple, le sous-groupe QM est égal au stabilisateur de V1 dans la
représentation standard. Si V2 = Vect(ek+1, . . . , ed), on peut identifier le facteur
de Levi de QM à LM = GL(V1) ×GL(V2). La représentation Vχ se décompose en
irréductibles pour LM de la façon suivante :

Vχ = ∧2V1 ⊕ V1 ⊗ V2 ⊕ ∧2V2.

La représentation irréductible contenant weχ = ek ∧ ed est V1⊗V2. Grâce à la base
(ei ∧ ej)1≤i≤k;k+1≤j≤d, on calcule facilement le taux de contraction de V1 ⊗ V2 par
awt = etY

w

:

τ(V1 ⊗ V2, a
w
t )

= 2
d−2 (k − 1)(d− k − 1) +

(
1

d−2 − 1
2

)
(k − 1) +

(
− 1

2 + 1
d−2

)
(d− k − 1)− 1

= − (d−2k)2

2(d−2)

Comme dimV1 ⊗ V2 = k(d − k), et γχ(x) =
τ(V1⊗V2,at)
dimV1⊗V2

on retrouve bien la valeur
obtenue ci-dessus pour γχ(x).

Dans son article [59], Schmidt propose d’étudier plus généralement les approxi-
mations à un sous-espace x de dimension l dans Rd par des sous-espaces rationnels
de dimension k. Pour chaque k = 1, . . . , l, cela mène à la définition d’un expo-
sant diophantien βk(x), et l’exposant étudié ci-dessus correspond au cas k = l : on
cherche à approcher x par un sous-espace rationnel de même dimension. Un des
problèmes posé par Schmidt est celui de la détermination de la borne inférieure

inf
x∈Grass(ℓ,d)

βk(x).

Les résultats ci-dessus montrent que infx∈Grass(ℓ,d)(Q) βℓ(x) =
d

ℓ(d−ℓ) . Dans l’article
[20], rédigé peu après ce mémoire, nous montrons que cette borne inférieure reste
inchangée si x décrit l’ensemble de tous les sous-espaces de dimension ℓ dans Rd,
non nécessairement définis sur Q. On a même en général, pour tout k = 1, . . . , ℓ,

inf
x∈Grass(ℓ,d)

βk(x) =
d

k(d− ℓ)
.

Le lecteur intéressé est renvoyé à [20] pour la démonstration de ce résultat.
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9.4 Variété des drapeaux dans Rd

Drapeaux dans R3.
Ici G = SL3 et P est le sous-groupe parabolique minimal constitué des matrices
triangulaires supérieures. La variété quotient X = P\G s’identifie à l’ensemble des
drapeaux dans R3 :

X = {x = (x1, x2) ; x1 ∈ Grass(1, 3), x2 ∈ Grass(2, 3), x1 ≤ x2}.

Cette fois, la distance de Carnot-Carathéodory sur X n’est pas riemannienne. Géo-
métriquement, pour se déplacer en partant d’un drapeau x = (x1, x2), on s’autorise
à déplacer infinitésimalement x1 dans x2, et x2 contenant x1 ; cela définit un champ
de plans surX, et les seuls chemins autorisés sont ceux qui sont tangents à ce champ
de plans.

Le flot diagonal est donné par l’élément Y = diag(1, 0,−1). Les éléments I,
(1, 2) et (2, 3) du groupe de Weyl S3 donnent les variétés de Schubert instables.
Dire qu’une M est incluse dans une cellule instable revient donc à dire que tous les
éléments de M ont la même droite, ou le même plan.

Les autres sous-variétés de Schubert sont stables. Par exemple, la variété M =
{(x1, x2) | x2 ∋ e1} est extrémale quel que soit le choix de hauteur sur X(Q).

D’après le corollaire 5.3.3, si X est munie de la hauteur anti-canonique, alors

∀x ∈ X(Q), βχ(x) ≥ βχ(X),

avec égalité si et seulement si x n’est inclus dans aucune sous-variété de Schubert
rationnelle instable. En fait, pour la variété X des drapeaux dans R3, ce résultat
est encore valable quelle que soit la hauteur Hχ sur X.

Drapeaux dans R4.
Cette fois, G = SL4 et P = B est le sous-groupe parabolique minimal constitué
des matrices triangulaires supérieures. La variété quotient X = P\G s’identifie à
l’ensemble des drapeaux dans R4 :

X = {x = (x1, x2, x3) ; x1 < x2 < x3, xi ∈ Grass(i, 4), i = 1, 2, 3}.

C’est une variété de dimension 6, et la distance de Carnot-Carathéodory sur X est
déterminée par un champ de 3-plans : au voisinage de (x1, x2, x3), on s’autorise à
déplacer infinitésimalement x1 dans x2, x2 contenant x1 et à l’intérieur de x3, et
x3 contenant x2.

Le flot diagonal (at)t∈R est donné par l’élément

Y =
1

2
diag(−3,−1, 1, 3).

En écrivant la liste des Y w, pour w ∈ S4 on vérifie que

1. Si w−1(4) = 4, tous les éléments de M = BwB ont le même hyperplan, et M
est instable.

2. Si w−1(4) = 3, il existe un plan p tel que pour tout (x1, x2, x3) dans M =
BwB, p ⊂ x3. La variété M est instable sauf si w−1 : (1, 2, 3, 4) 7→ (4, 2, 1, 3).
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3. Si w−1(4) = 2, il existe une droite d tel que pour tout (x1, x2, x3) dans M =
BwB, d ⊂ x3. La variété M est instable sauf si w−1 : (1, 2, 3, 4) 7→ (4, 3, 1, 2)
(aucune autre contrainte) ou w−1 : (1, 2, 3, 4) 7→ (3, 4, 1, 2) (on impose en
outre qu’il existe un hyperplan h tel que pour tout x dans M , x1 ⊂ h.)

4. Si w−1(4) = 1, il n’y a pas de contrainte sur x3, et M = BwB n’est pas
instable, sauf pour w−1 : (1, 2, 3, 4) 7→ (2, 3, 4, 1) et w−1 : (1, 2, 3, 4) 7→
(3, 2, 4, 1).

Le corollaire 5.3.3 montre que si X est munie de la hauteur anti-canonique,
alors tout point x ∈ X(Q) vérifie βχ(x) ≥ βχ(X). Cela cependant n’est pas vrai en
général, comme le montre l’exemple suivant.

Exemple (Des points très mal approchables). Pour certains choix de hauteur sur
la variété X des drapeaux dans R4, il peut exister un point algébrique moins bien
approchable qu’un point générique. On choisit un point x tel que ⟨e1, e2, e4⟩ soit
stable par atsx, et générique pour le reste. En d’autres termes, pour un élément b
algébrique générique de B(Q),

sx =


0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0

 · b =


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ 0
∗ ∗ ∗ ∗

 .

Le sous-espace ⟨e1, e2, e4⟩ est semi-stable, contracté globablement par e−
t
2 , donc les

trois premiers minima successifs de atxZ4 sont atteints dans ⟨e1, e2, e4⟩, de longueur
approximativement e−

t
6 . Le dernier minimum est donc de longueur e

t
2 . On choisit

alors le poids χ induit par la représentation de plus haut poids (k + 2)ε1 + (k +
1)ε2 + kε3, avec k suffisamment grand. Cela correspond au diagramme de Young
de longueurs (k+2, k+1, k), ou en termes de poids fondamentaux : ω1+ω2+kω3.
Une base de Vχ est donnée par les tableaux de forme (k+2, k+1, k) ne contenant
que les entiers 1, 2, 3 et 4, i.e. les diagrammes de Young de forme (k + 2, k + 1, k)
remplis par les entiers 1, 2, 3 et 4 de sorte que les lignes soient croissantes et les
colonnes strictement croissantes [26, Theorem 1, page 110]. Le vecteur eχ est donné
par le tableau rempli avec des 1 sur la première ligne, des 2 sur la deuxième, et des
3 sur la troisième. [26, Lemma 4, page 113]

Les premiers minima successifs de atxV (Z) sont atteints avec des tableaux
contenant seulement (1, 2, 4) ; il valent à peu près e−

(3k+3)t
6 . Ensuite viennent ceux

qui contiennent une occurrence de 3, puis deux occurrences de 3, ...etc. Mais pour
avoir une projection positive sur eχ, il faut au moins k occurrences de 3, et alors la
norme du vecteur est minorée par ek

t
2−(2k+3) t

6 = e(k−3) t
6 . Dès que k > 3, on voit

que rχ(atx) tend vers l’infini à vitesse exponentielle, ce qui montre que γχ(x) < 0,
et donc βχ(x) < βχ(X).

Remarque. On peut même donner un exemple pour la variété X des drapeaux
dans R3, si l’on autorise une quasi-distance différente de la distance de Carnot-
Carthéodory. À une petite perturbation près de at et χ, pour que P soit bien le
sous-groupe de Borel, l’exemple est le suivant : at = diag(e−2t, et, et), et x est tel
que ⟨e1, e3⟩ soit stable par atsx. Les deux premiers minima successifs de atsxZ3

sont atteints dans ⟨e1, e3⟩, et de longueur e−
t
2 ; le troisième est de longueur et.
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On choisit le poids χ donné par ε1 + ε2, ce qui correspond à la représentation
∧2R3. On a alors eχ = e1 ∧ e2. Le premier minimum de atx ∧2 Z3 est de longueur
e−t mais sa projection sur eχ est nulle. Les deux suivants sont de longueur e

t
2 , et

cela montre bien que rχ(atx) tend vers l’infini à vitesse exponentielle.
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Chapitre 10

Conclusion

Nous concluons ce mémoire par quelques problèmes ouverts qui nous semblent
mériter d’être mentionnés.

Mesures localement régulières et variétés différentiables. Pour simplifier la
présentation, nous nous sommes restreints au chapitre 8 à l’étude d’un point choisi
aléatoirement suivant la mesure de Lebesgue sur une sous-variété analytique. Il
convient toutefois d’observer que les techniques de non divergence quantitative qui
permettent cette étude de l’approximation diophantienne sur des sous-variétés sont
de nature locale, et non pas globale (comme pourrait le laisser penser l’hypothèse
que la sous-variété M est analytique et connexe). D’ailleurs, les résultats de ce
chapitre auraient pu être énoncés plus généralement pour des mesures localement
régulières1, comme dans le chapitre 6. Par exemple, pour le théorème 8.1.3, si µ est
une mesure localement régulière au voisinage d’un point x0 dans X(R), l’exposant
diophantien d’un point x choisi aléatoirement suivant µ est constant au voisinage
de x0, et entièrement déterminé par l’adhérence de Zariski locale du support de µ
au voisinage de x0. De plus, si cette adhérence de Zariski locale est irréductible et
n’est incluse dans aucune sous-variété de Schubert stricte, la mesure µ est extrémale
au voisinage de x0.

Cette approche peut aussi permettre d’obtenir des résultats pour des variétés
différentiables non nécessairement analytiques, comme dans les travaux fondateurs
de Kleinbock et Margulis [43, 39]. En effet, dans le cadre de l’espace projectif, le
critère différentiel de Kleinbock et Margulis [43, Proposition 3.4] montre qu’une
condition suffisante pour qu’une sous-variété M de classe Ck soit localement régu-
lière est que les dérivées partielles successives d’ordre inférieur à k en x0 engendrent
le plus petit sous-espace projectif contenant M au voisinage de x0. En particulier,
si ces dérivées partielles engendrent tout l’espace projectif — nous dirons alors que
M est non dégénérée au sens différentiel — cela donne le critère suffisant d’extré-
malité pour les variétés Ck obtenu par Kleinbock et Margulis [43, Theorem A]. De
plus, dans le cas où M est analytique, ce critère équivaut à dire que M n’est pas
incluse dans un sous-espace projectif strict.

Cependant, pour les variétés de drapeaux plus générales, il n’est pas toujours
évident de vérifier que la mesure de Lebesgue sur une variété M de classe Ck est

1Une mesure sur X(R) est dite localement régulière si elle peut s’écrire comme l’image par
projection d’une mesure localement régulière sur G(R).
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localement régulière en un point x0. Une application directe du critère différentiel
[43, Proposition 3.4] montre qu’il suffit de supposer que chacun des plongements
de M dans les représentations fondamentales P(Vi) est non dégénéré au sens dif-
férentiel, ce qui donne déjà un critère suffisant d’extrémalité. Malheureusement,
même pour une sous-variété analytique, cette condition est strictement plus forte
que celle de n’être incluse dans aucune sous-variété de Schubert, comme cela se voit
déjà lorsque X est une variété grassmannienne qui n’est pas un espace projectif.
Il pourrait donc être intéressant d’obtenir dans le cadre des variétés de drapeaux
générales un critère d’extrémalité pour les sous-variétés différentiables, qui coïn-
cide avec le critère géométrique simple obtenu dans ce mémoire pour les variétés
analytiques.

Valeur minimale de l’exposant. Soit X = P\G une variété de drapeaux munie
de la distance de Carnot-Carathéodory usuelle et de la hauteur induite par un
poids dominant χ. Nous avons vu au dernier exemple du chapitre 9 que l’exposant
presque sûr βχ(X) n’est pas toujours une borne inférieure pour l’exposant βχ(x)
lorsque x varie dans X(R) ou X(Q). On conjecture cependant que l’égalité

inf
x∈X(R)

βχ(x) = inf
x∈X(Q)

βχ(x) (10.1)

est toujours valable. Si cette formule est vérifiée, le théorème 5.3.1 permet un
calcul explicite de cette borne inférieure, et montre qu’elle est toujours un nombre
rationnel.

Si l’on prend χ = ρ égal à la somme des racines apparaissant dans le radical
unipotent de P , la variété X est munie de sa hauteur anti-canonique Hcan. Dans
ce cas, il est encore possible que l’exposant diophantien βcan correspondant vérifie,
pour tout x ∈ X(R),

βcan(x) ≥ βcan(X).

Si (10.1) est vérifiée, il suffira pour montrer cette borne inférieure de vérifier que
pour tout w dans W , ⟨χw, pa−(Y w)⟩ ≤ 0. Nous avons vu aux corollaires 5.3.2
et 5.3.3 que cette inégalité est valable lorsque X est de rang 1 ou lorsque G est
déployé et P minimal. Pour les variétés grassmanniennes X = Grass(ℓ, d), nous
avons montré dans [20] que les propriétés ci-dessus sont vérifiées.

Métrique riemannienne. Soit X une variété de drapeaux rationnelle. Lorsque
X est munie d’une distance riemannienne, peut-on montrer des résultats analogues
à ceux établis dans ce mémoire pour la métrique de Carnot-Carathéodory ?

Autres variétés algébriques. SoitX une variété algébrique irréductibleX définie
sur Q, munie d’une distance et d’une hauteur, ce qui permet de définir l’exposant
diophantien β(x) d’un point x dans X(R). L’exposant diophantien est-il constant
presque sûrement sur X(R) ? Peut-on calculer sa valeur ? Plus généralement, en
dehors des variétés de drapeaux, pour quelles variétés algébriques peut-on obtenir
une théorie de l’approximation diophantienne intrinsèque satisfaisante ?
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