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Résumé

Nous étudions ’approximation diophantienne intrinséque dans la va-
riété grassmannienne des sous-espaces vectoriels de R, Grace a une nou-
velle correspondance entre les propriétés diophantiennes d’un sous-espace
x dans R? et certaines orbites diagonales dans 1'espace des réseaux, nous
donnons quelques éléments de réponse & plusieurs questions posées par
Schmidt en 1967.
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Introduction

A Torigine, ’approximation diophantienne consiste en 1’étude des approxi-
mations rationnelles % a un nombre réel 6 donné. De fagon équivalente, dans

'espace projectif P!(R), on cherche & approcher une droite irrationnelle = de
coordonnées homogenes [1 : 0] par une droite rationnelle v = [p : g]. Ainsi par
exemple, si 'on note d(z,v) la distance usuelle sur P! (R) et H(v) = max(|p|,|q|)
la hauteur du point rationnel v, le célébre théoréme de Dirichlet implique
que pour tout z € P1(R) irrationnel, I'inégalité

d(z,v) < H(v)™?

admet une infinité de solutions v € P!(Q). Par ailleurs, il n’est pas difficile
de voir que la droite z = [1 : \/5] vérifie, pour un certain ¢ > 0, pour tout
v € PL(Q), d(z,v) > cH(v)~2, et cela montre que 'exposant 2 est optimal.



En dimension supérieure, il existe différentes fagons de généraliser le pro-
bléme. Par exemple, étant donnée une droite réelle © € P*(R), on peut étudier
les approximations de z par des droites rationnelles (on parle alors d’approxi-
mation simultanée) ou bien chercher & comprendre les hyperplans rationnels
proches de z (on parle alors d’approximation par des formes linéaires). Dans
un article fondateur |24], Schmidt a proposé la question générale suivante pour
placer ces différents problémes dans un cadre géométrique naturel :

Fizons des entiers d, k et £ tels que d > 2 et 0 < k,¢ < d. Etant donné un
sous-espace = de dimension £ dans RY, étudier les sous-espaces rationnels v de
dimension k proches de x.

Admettant momentanément que les notions de distance et de hauteur sur la
variété grassmannienne sont bien définies, on peut résumer en trois points les
problémes que nous voulons étudier ici, suggérés par Schmidt & la fin de son
article [24] §16].

(A) Principe de Dirichlet : Déterminer la borne supérieure des 8 > 0 tels que
pour tout z € X,(R), I'inégalité d(z,v) < H(v)~? admette des solutions
v € X;(Q) arbitrairement proches de x.

B) Analogue du théoréme de Roth : Calculer les exposants diophantiens Sy (x
Y
(définis ci-dessous) d’un sous-espace z qui admet une base de vecteurs a

coordonnées dans Q.
(C) Théorie métrique : Etudier les propriétés diophantiennes d’un point z
choisi aléatoirement dans X,(R).

Pour mener a bien ce programme, nous utiliserons une correspondance entre
les propriétés diophantiennes d’un point « € X,(R) et le comportement asymp-
totique d’une orbite diagonale bien choisie dans I'espace des réseaux. Mais tout
d’abord, nous devons préciser quelques définitions.

Dans toute la suite, les entiers d, k et £ sont fixés, et satisfont 0 < k,{ <
d. On note Xy = Grass({,d) la variété grassmannienne des sous-espaces de
dimension ¢ dans R?, et de méme, X}, = Grass(k,d). Les points rationnels de
ces variétés, i.e. les sous-espaces définis sur Q, sont notés X,(Q) et Xi(Q),
respectivement.

Exposants diophantiens d’un sous-espace vectoriel
P |Y |8

Pour mesurer la qualité d’une approximation rationnelle & un sous-espace
réel, nous devons en premier lieu définir la distance utilisée sur la variété grass-
mannienne. Pour cette définition, on utilise momentanément une notation un
peu encombrante en notant en exposant la dimension d’un sous-espace : 2! est
une droite, y? un plan, etc. Lorsque z = x' et y = y! sont des droites, la distance
utilisée est la distance usuelle sur 'espace projectif, donnée par la formule

_ N Ayl

d(z',y') = sin L(2t,y!) = YT
[ [y

ol u, et u, sont des vecteurs non nuls portés par x et y, respectivement. Ensuite,
si x = x! est une droite et y = y* un sous-espace de dimension k, on pose

d(xl,yk) = min{d(z',y") ; ¥' C yk}



Enfin, en général, si = 2¢ est de dimension £ et y = y* de dimension F,

d(a’ o) :{ maxyicpe d(zt,y) sil<k

max,ic,e d(yt,zt) sik >/

Remarque. Si dimz = dimy = ¢, cela définit bien une distance sur X,(R),
équivalente & une distance riemannienne. En général, I’égalité d(z,y) = 0 équi-
vaut seulement a dire que x et y sont comparables, i.e. x C y ou y C =x.

Nous aurons aussi besoin d’une hauteur sur les sous-espaces rationnels. Si
v € X1(Q), on choisit une base (v;)1<i<k de v constituée d’éléments de Z¢ sans
diviseur commun et on pose

H@w) = |log A=+ Awgl|

ot la norme sur la puissance extérieure A*R? est la norme euclidienne usuelle.
D’ailleurs, le choix d’une autre norme pourrait aussi convenir, car la nouvelle
hauteur ainsi obtenue serait comparable & H & une constante multiplicative prés,
et les propriétés que nous étudierons dans cette article ne seraient pas affectées
par ce changement.

La distance et la hauteur définies ci-dessus permettent d’associer a tout
sous-espace vectoriel de R? une famille d’exposants diophantiens de la facon
suivante.

Définition (Exposants diophantiens). Pour x € Xy(R) et k =1,...,d —1, on
définit ’exposant diophantien de x pour I'approximation par des sous-espaces
rationnels de dimension k par

Br(z) =if{f>0]3ec>0: Vve Xp(Q), dv,z) > cH(v) "}

Pour calculer 'exposant diophantien S (), on peut toujours se ramener au
cas k < /£, car pour tout z € X;(R) et v € Xj(R), d(x,v) = d(zt,v") et donc

Bi(x) = Ba—r(zh). (1)

Par conséquent, sauf mention explicite du contraire, nous supposerons toujours
dans la suite k < ¢, ce qui simplifie un peu certaines formulesﬂ

Résultats principaux

D’aprés Schmidt [24, Theorem 3], le nombre N, (H) de points v dans X (Q)
de hauteur inférieure a H vérifie

Nx, (H) <p 00 H”. (2)

Or, pour chaque v € X}, l'inégalité d(x,v) < r définit dans X;(R) un voisinage
de taille r d’une sous-variété de codimension k(d — ¢). Le volume d’un tel voisi-
nage est de I'ordre de r*(4=9 et 'on peut s’attendre a ce que la réunion de ces
voisinages pour les points v de hauteur au plus H soit de mesure environ égale

d
a Hekd=8 tout au moins si 7 < H #@-0 . Si I'on prend r = H—?, ce calcul

met en évidence la valeur critique 8 = a dd7 7

1. Cette convention différe de celle de Schmidt, qui restreint plutét son étude suivant la
condition k + £ < d. Il est facile de transcrire les résultats d’un cadre a 'autre a ’aide de .



Le résultat principal de cet article est que cette valeur critique est en fait
une minoration uniforme de Si(x) pour tous les points z € X,(R). Il n’est
pas difficile de voir que cette borne est optimale, soit en considérant un point
x choisi aléatoirement suivant la mesure de Lebesgue, soit en construisant un
exemple explicite & 'aide de corps de nombres, comme dans |24, Theorem 15].
Lorsque k ou ¢ est égal a 1 ou d — 1, ce résultat n’est autre que le célébre
principe de Dirichlet |8]. Mais en général, les minorations obtenues par Schmidt
[24, Theorem 12] et méme les améliorations trés récentes dues a Elio Joseph [13]
ne sont optimales que si d, k et ¢ satisfont 1'inégalité trés contraignante d >
min(k, £)(d — max(k, £)).

Théoréme 1 (Principe de Dirichlet pour la grassmannienne). Pour tout x dans
Xi(R), et tout k € [1,£], Br(x) > W‘ie). Cette minoration est optimale, car si
x est choisi aléatoirement suivant la mesure de Lebesgue sur X,(R), ’égalité a
lieu presque sidrement.

Lorsque le sous-espace z est défini sur @, nous donnerons méme une formule
explicite pour les exposants diophantiens de x, qui dépend des dimensions des
intersections de z avec un sous-espace rationnel de R%. On renvoie au théoréme
pour I’énoncé précis de la formule, qui implique le résultat suivant, analogue au
célébre théoréme de Roth sur I’approximation des nombres algébriques par des
rationnels. On rappelle qu’un pinceau dans X, est une sous-variété de la forme

Pwyr={ze X, | dimznW >r}

pour W un sous-espace dans R¢ et r € [0,d], et que le pinceau est dit rationnel

. ” . . . r e
si W est défini sur Q, et contraignant si g+ > 5-

Théoréme 2 (Théoréme de Roth pour la grassmannienne). Soit © € X,(Q).
Si x nappartient & aucun pinceau rationnel contraignant, alors pour tout k €
[1,d—1], Bx(x) = ﬁ. Réciproquement, si x appartient ¢ un pinceau rationnel
contraignant, alors pour tout k=1,...,d—1, Br(z) > ﬁ.

En ce qui concerne 'approximation diophantienne métrique, nous démon-
trerons d’abord une généralisation du théoréme de Khintchine.

Théoréme 3 (Théoréme de Khintchine pour la grassmannienne). Soit ) : Rt —
R une fonction décroissante. Pour z € X¢(R) et v € Xi(Q), on s’intéresse a
linégalité

d(z,v) < H(v) Fd-04(H(v)). (3)
(i) Si f;roo P(u)Pd=09% < 4o alors, pour presque tout x € X,(R), inéga-

u
lité n'a qu’un nombre fini de solutions v € X (Q).
(ii) Si 1+°° w(u)k(d*@% = 400, alors, pour presque tout x € X,(R), l'inéga-
lité admet une infinité de solutions v € X1 (Q).
Puis nous démontrerons une formule, analogue a celle du théoréme de Jarnik,

pour la dimension de Hausdorff de l’ensemble Wy, ((7) des sous-espaces x €
X¢(R) dont 'exposant diophantien i (x) est supérieur a un réel 7 donné.

Théoréme 4 (Théoréme de Jarnik pour la grassmannienne). Soient des entiers

1§k§€<d.P0ur7’2k(dL_@,

dimp Wi o() = (£ = k)(d - ) + %



Enfin, nous étudierons les exposants diophantiens d’un point z choisi aléa-
toirement sur une sous-variété analytique de Xy(R) et montrerons le résultat
suivant, inspiré des travaux de Kleinbock et Margulis [16] et de Kleinbock [18].

Théoréme 5 (Approximation sur une sous-variété analytique). Soit M C X,(R)
une sous-variété analytique connexe.

1. Pour chaque k = 1,...,¢, il existe un exposant B (M) tel que pour presque
tout x dans M, Br(x) = Br(M).

2. L’exposant Br(M) est déterminé par l'adhérence de Zariski de M.

8. Si M n’est incluse dans aucun pinceau contraignant, alors, pour tout k =
17 Tt 76; /Bk‘(M) = k(dd_[) .

Lorsque 'adhérence de Zariski de M est définie sur Q, on peut donner une
formule pour les exposants [ (M) ; on renvoie le lecteur a la partie @ pour son
énoncé précis.

Plan de Darticle

Les démonstrations de tous les théorémes énoncés ci-dessus sont basées sur
une correspondance entre les propriétés diophantiennes du point x € X(R) et
le comportement asymptotique d’une orbite diagonale bien choisie dans I’espace
de réseaux © = SL4(R)/SL4(Z). L’énoncé précis de cette correspondance est
donné & la proposition [I} et sa démonstration fait I'objet de la partie

Dans la partie |2 nous appliquons cette correspondance et les résultats de [5]
basés sur le théoréme du sous-espace de Schmidt, pour calculer les exposants
diophantiens Bi(x), k = 1,...,d — 1 d’un point € X,(Q) arbitraire, et nous
en déduisons le théoréme

Le but de la partie [3] est le théoréme [I] La démonstration utilise encore
la correspondance avec les orbites diagonales dans €2, mais cette fois on ne
dispose pas du théoréme du sous-espace, et leur comportement asymptotique ne
peut pas se décrire aussi simplement. Cela complique considérablement notre
approche. Néanmoins, & ’aide d’outils inspirés de la géométrie paramétrique des
nombres introduite récemment par Schmidt et Summerer [25], et développée
en particulier par Roy [21] et par Das, Fishman, Simmons et Urbanski [7], on
parvient & décrire l'orbite suffisamment précisément pour conclure.

Les parties [4] [f] et [6] sont consacrées a I’approximation diophantienne mé-
trique, on y démontre les théorémes [3] [ et [p] respectivement.

1 Orbites diagonales et exposant diophantien

Nous exposons maintenant les liens entre ’approximation diophantienne sur
la variété grassmannienne Xy et ’étude des orbites diagonales dans I'espace des
réseaux de ’espace euclidien.

Le groupe algébrique G = SL, agit transitivement sur la variété grassman-
nienne X,. Notons P le stabilisateur dans G du point base zy = Vect(eq, ..., es),
i.e. 'ensemble des éléments de G dont la matrice dans la représentation standard

est de la forme (61 g), avec A € My(R), B € Myq—¢(R) et C € My_p(R).



L’action de G permet d’identifier X, a la variété quotient P\G via l'isomor-
phisme

P\G — Xy

Pg +— g lxg

Le résultat essentiel de cette partie est une correspondance entre les propriétés
diophantiennes d’un point x = Ps, dans Xy(R) et le comportement asympto-
tique de 'orbite du réseau

A, = s, 7%

sous le flot diagonal

t t

LeTT, L e ),

Sles

. _t
a; = diag(e™ ¢,...,e

¢ fois d—{ fois

Comme auparavant, on suppose pour simplifier £ < ¢. Les valeurs propres de a;
dans AFR? sont alors

ettt iG]ty min(kd—0 (471

Nous noterons 7+ : AKR? — AFR? la projection sur le sous-espace propre associé
R ik X

a la valeur propre e~'7, parallélement aux autres espaces propres de a;. Notons
enfin

1
Cy ={veN'R! | |m(v)] = SlIvI}
et posons
() =inf{y €ER | Fec>0: V¢t >0,V e Cy NA*a:A,, ||[v] > ce ).

Le résultat principal de cette partie est le théoréme [6] ci-dessous, qui relie le
taux de fuite yx(x) de 'orbite diagonale dans 'espace des réseaux a ’exposant
diophantien fj(z) pour l'approximation de x par des sous-espaces rationnels
de dimension k. Dans le cas particulier o k = 1, cette correspondance a été
abondamment utilisée depuis les travaux de Dani [6], en particulier par Klein-
bock et Margulis |16} |17, |15]. La nouveauté ici est que nous étudions les réseaux
dans A*R? pour comprendre ’approximation par des sous-espaces de dimension
k; cela nécessite d’introduire le cone C; pour contrdler la direction des petits
vecteurs.

Théoréme 6 (Taux de fuite et exposant diophantien). Pour tout x dans X,(R),

d
(k = by(x))(d = £)
Ce théoréme est une conséquence facile de la proposition ci-dessous, qui

donne une correspondance plus précise entre les bonnes approximations de z et
les petits vecteurs dans L’orbite de réseaux A*fa;A,.

Br(z) =

Proposition 1 (Correspondance de Dani pour la grassmannienne). Soit z dans
Xi(R) et s, € GLy(R) tel que © = Ps,.

1. Soit v € X (Q) proche de x, et t > 0 tel que e~tatae) = (v,2). Le
vecteur pur v € A*Z4 associé a v vérifie

ik
74 (arsav)|| > llaisav] et |asv] < e "7 H(v).



2. Soitt > 0 et v e A*Ze un vecteur pur tel que |74 (ars,v)|| > ||ais.v]-
Le point rationnel v € X (Q) associé a v vérifie

Hv) < et%||atsmv|| et dv,z) < et T,

La démonstration de cette proposition repose sur deux lemmes. Le premier
exprime la distance entre deux sous-espaces vectoriels en termes de vecteurs
dans une puissance extérieure de R%. Pour un vecteur v € A*R?, nous noterons

V=Vvg+V]+Vy+...

la décomposition selon les espaces propres de a;, ou pour ¢ = 0, ..., min(k, d—?),
N (k11
v; est un vecteur propre associé a la valeur propre e He—izta=)),

Lemme 1. Soit z € X,(R) et s, € GLg(R) tel que © = Ps,. A une constante
multiplicative prés qui dépend du choiz de s, pour tout v € X (R) proche de x,
si v € AR est un représentant de v et v = s,v, on a,

[¥1]|

) = %)

Démonstration. 11 suffit de démontrer cet équivalent lorsque d(v,z) < ¢, ou
¢ > 0 est une constante fixée. Quitte & composer par une isométrie de R¢, on
peut supposer que x = Vect(e,...,es) et que la projection orthogonale de v
sur APz est m,(v) = e1 A -+ Aeg. On peut alors choisir une base (u;)1<i<k de
v telle que pour i =1,...,k,

u; = €; + E Uj s€s,

s>0

de sorte que

Vo=e[,. k) €t vi= ZUi,se{l,“.,k}u{s}\{i}'

1,8

Comme s, préserve le sous-espace x = Vect(eq,...,ep), on doit avoir, pour
chaque i, v; = s,Vv;. Par suite,

Il _ vl
L L afu.
Voll = fivoll "

D’autre part,

(v, z) = lunz] _ lus Az

T X T X Max Uy ).
uews full=t [Juflllz] — 1<isk fuifl[le] -~ es

ou la deuxiéme égalité provient du fait que la base (u;) de v est presque or-
thonormée (les coeflicients u; s sont assez petits si 'on restreint v & un petit
voisinage de ). O

L’énoncé du second lemme est un peu plus technique ; il permet de controéler
les composantes v;, ¢ > 2 d’un vecteur pur v en termes des deux premiéres
composantes vg et vy.



Lemme 2. Siv € AFR? est un vecteur pur, alors, pour tout r > 1,
[voll™HIvell < [lva ™

Démonstration. La démonstration procéde par récurrence sur r, en utilisant les
relations de Grassmann |4] chapitre III, §13] (ou relations de Pliicker). Pour r =
1 le résultat est trivial, et I’on suppose donc le résultat connu pour r > 1. Il s’agit
de voir que si I est une partie de [1, d] & k éléments telle que card T\ [1, ] = r+1,
alors || vol|"[v| < [lva["**.

Soit Jy C [1,£] une partie de cardinal k telle que |vj,| < ||voll et ip € T\
[1,¢]. La relation de Grassmann [4, équation (84-(J,H)), page 172, chapitre II1]
correspondant aux ensembles H = I\ {ig} et J = Jy U {ip} s’écrit

Vi VI = Z EVAGYVHUGY
JEJO\I

Pour chaque j € Jo\ I, on a card[1,/]NJ\{j} = k—1, et donc [v ;3] < [[vi]-
De méme, card H U {j} \ [1,£] = r, et donc [vgyug;3| < [[ve]]. Cela implique
Vi, vil < [[villl|vell, Aot [[vol[lvisill < [[vill[[ve]|- Lhypothése de récurrence
permet de conclure. O

Grace aux deux lemmes ci-dessus, nous pouvons maintenant démontrer la
proposition [T}

Démonstration de la proposition[1. Soit v € X;(Q) proche de x et ¢ > 0 tel que
e~titae) = d(v,z).

Soit v € A*Z? un vecteur primitif représentant v et v = s,v € APA,. Le
k-vecteur pur a;v se décompose suivant les espaces propres de a; :

atf/ = at{fo +at\~11 —+ ...

—tk - Y G R B
=e vy te tz (f+d%)]vl+...

Or, d’apres le lemmel “:’

%o = d(v,x) et donc, par notre choix du paramétre

t>0,
e - GraDl||gy | < e G T) |19 d(v, 2) < et |9 .
Par conséquent, I}Zil” < 1, et par le lemmel pour tout i > 1, H‘Zt:',;'\ll < 1
Ainsi,
Ime @ o) ot o) < % Hw),
l|a:v]]

ce qui montre la premiére partie de la proposition.

Pour la seconde assertion, soit t > 0 et v € AFZ? tels que || (a5, V)| >
HatswvH Comme ci-dessus, posons v = s,v. Notons que 74 (a;Vv) = a;vy =
e~t¥ Vo et donc, pour tout ¢ > 0,

9il] < TG+ TT N 0,9 < e+ T) |3 .
Siv € Xi(Q) est le sous-espace représenté par v, on trouve bien

~ ~ k ~
H(v) = |v]l = [¥] < [¥oll < e flacv|



et, avec le lemme [I]
_ vl
[[voll

d(v,z) i ar=2

O

Démonstration du théoreme[d. Soit 8 < Bi(z). On peut trouver v € X;(Q)
arbitrairement proche de x tel que d(v,z) < H(v)~?. La premiére partie de
la proposition |1| montre que si ¢ > 0 est tel que e tita) = d(v, ), alors
74 (arsev]| > [larssvi| et

lars.v]| < e ' H(v) < e Fd(v,z) "% < e E-5G+ao),

En remplacant ¢ par t — C, ou C' est une constante qui ne dépend que de
d, on peut s’assurer que ||y (a;s,v)|| > %[lais,v|, et I'inégalité ci-dessus est

essentiellement préservée. Cela montre que g (z) > % - %(% + 744), et en

faisant tendre (8 vers By (z), que fi(x) < W.
Pour montrer l'inégalité réciproque, fixons v > ~i(z), de sorte que pour
t > 0 arbitrairement grand, il existe un vecteur non nul v € A*Z? tel que
7 (arsav)|| > Llarsev]| et |lazsyv] < e 7. A priori, la définition de ()
n’impose pas que v est un vecteur pur. Cependant, la théorie de la réduction de
Siegel fournit une base essentiellement orthogonale (uy,...,up), ou D = (i),
du réseau AFa;s,Z% constituée de vecteurs purs. Si ’on décompose v = ; Aillg,
Ai €Z,on a
vl = ma Al (4)

Par ailleurs, 74 (v) = 32, A (), done Sl (wi)| > [l ()| > v et
il existe i tel que [As|[|m4(u)|| > [[v]l. Vu (), cela implique |74 (u;)[| > [Ju;],
et comme |A;| > 1, ||u;|| < ||v]|. En d’autres termes, quitte & remplacer v par
u;, on peut supposer que v est un vecteur pur dans AFR?. D’aprés la seC(Ignde
partie de la proposition 1] le point v € X;(Q) associé & v vérifie H(v) < e!(¢=7)
d
et d(v,z) < e "t ta7)  ce qui donne d(v,z) < H(v)” &=m@0 puis Bi(x) >
d
@) =

L’ergodicité du flot (at)>0 sur 'espace des réseaux implique que le taux de
fuite de lorbite (a;Az)i>0 est nul pour presque tout x € X,. Cela permet de
retrouver facilement la valeur presque siire de ’exposant.

Corollaire 1 (Vitesse de fuite nulle et exposant diophantien). Soient des entiers
1<k <t<d. Pourtout x € Xy(R) tel que lim;_, 4o %log A (as,Z%) =0, on
a Br(x) = ﬁ, C’est le cas en particulier pour presque tout x € X,(R).

Démonstration. Soit x € Xp(R) tel que limy_; o, %log A1 (ats,Z%) = 0. Pour tout
€ > 0 on a, pour tout ¢ > 0 suffisamment grand, Al(atstd) > e7¢. Par le
second théoréme de Minkowski, cela implique

e < Al(at%Zd) <... < )\d(atsde) < e,

Soient w1, ..., uq dans a;s;Z% des vecteurs qui réalisent ces minima successifs.
D’aprés un lemme de Mahler |19, Theorem 3], les vecteurs

Uy =Uny A AU, T={n<--- <7} C[l,d], cardT =k



réalisent les minima successifs de A*a;s,Z% A une constante multiplicative prés
qui ne dépend que de d. En particulier, en faisant tendre ¢ vers 0, on trouve
limy o0 %log A (A*a;s,Z%) = 0 ce qui implique Y (7) < 0 ie. By(z) < W.

Pour 'inégalité réciproque, notons qu’il existe 7 tel que le vecteur u = u,
vérifie |7 (u)|| > [ju||. En effet, les vecteurs u, engendrent un sous-réseau
d’indice borné et forment une famille essentiellement orthogonale, i.e. ||A;u, || >
[T, |[us]. Comme on a aussi |[u,| < €%, le second point de la proposition
implique alors que le sous-espace v € Xp(Q) associé & v = s;'a_su vérifie
H(v) < el +kde) puig

1, 1 5 (3t a) __d
d(v,z) < e tGTT7) « H(v) Frrae " T = g (p) "m0 O,
En faisant tendre € vers zéro, on trouve bien fj(x) = ﬁ.

Pour la derniére assertion, il suffit de remarquer que l'ergodicité de l'ac-
tion du flot (a;) sur 'espace des réseaux unimodulaires implique que pour
presque tout z dans X,(R) au sens de la mesure de Lebesgue, on a méme
lim; oo %log Al(atsIZd) = 0. Pour le voir, on peut remarquer que si f est
une fonction intégrable sur un systéme dynamique ergodique, alors presque
stirement, lim 1 f(T"z) = 0. Cela s’applique a la fonction f(z) = 1ogﬁ(w)
sur 'espace des réseaux unimodulaires, dont on vérifie qu’elle est intégrable :
m({log 3= > t}) = m({\ < e *}) = c-e7? (formule de Siegel) donc Eflog y-] =

f0+oo m({log % >tH)dt =c 0+°C e 2tdt < +o0. O

Définition. Un point = dans X,(R) est dit trés bien approchable par des k-
plans rationnels si B (x) > ﬁ. On note VWA (X/) 'ensemble des points

de X,(R) qui sont trés bien approchables par des k-plans rationnels.

Le corollaire ci-dessus montre que I’ensemble des points trés bien appro-
chables est de mesure de Lebesgue nulle. Une autre application de la proposition
concerne les inégalités qui contraignent les exposants les uns par rapport aux
autres.

Proposition 2 (Comparaison des exposants i, k > 1). Pour tout z € X,(R),
pour tout k € [1, 4], B1(x) > kBr(x). En particulier, VWA (X,) C VWA (Xy).

Démonstration. Notons que par définition, v (z) < limsup,_, ’71 log A1 (a;5,7%),
et montrons qu’il y a en fait égalité. Cela provient du fait que a; n’a qu’une
seule valeur propre contractante dans Z<. En effet, pour v € Z%, on peut écrire
V=5,v=vg+ vy douaq;v= e*%flo + eﬁfll puis

lav]| = max(e ™ [|¥ol|, e T ||¥1 ).

Par conséquent, si pour certains t > 0 et v €]0, 1[, on a [|ais,v|| < e, la
fonction f: RT — R définie par

F(t) = max(e™" V%], e TV 34

vérifie f(t) < 1 pour un certain ¢ > 0. Or, cette fonction admet son minimum
[[voll
Tl &
par définition de t,,, |74+ (at,, V)|| > ||at,, V||. Cela montre I’égalité souhaitée.

pour t, tel que et (7 tas) = On trouve donc [ja;,, V|| < e~ 7' tandis que
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Cette observation, combinée avec le premier théoréme de Minkowski et la

définition de 7, (x), montre que v (z) > A”“T(I), et donc

d S d
(I=m)(d=£6) ~ (1 =F)d -0

Bi(x) = = kB (x).

Remarque. L’argument utilisé pour montrer 1’égalité
-1
~1(x) = limsup - log A1 (a5, Z%)

peut se généraliser de la fagon suivante : si le flot (a;) n’a qu'une seule valeur
propre contractante sur A’R?, alors

-1
v;(x) = limsup - log \j(a;s,Z%).

Supposons pour simplifier j < ¢. Comme la seconde valeur propre de a; sur
NR? est égale a 4 — ﬁ, cette condition peut se réécrire 4 < ﬁ, ie.

< d
I=a=
(Par exemple, si j = £ ce n’est possible que si ﬁ + % > 1,ie. £ =1, ou
¢ =d—-1ou (d,¢) = (4,2).) Sous cette condition, on a toujours v;(z) =
limsup =* Y7 log Ai(ats,Z%) > 0, et donc

d
i(r) > —————.
Cette minoration optimale lorsque j < ﬁ avait déja obtenue par Schmidt |24,
Theorem 15, page 462], avec une autre démonstration. Par ailleurs, sous cette
condition, on peut aussi adapter la démonstration de la proposition [2]et montrer
que pour tout k € [,€], B;(x) > £ Br(x).

Remarque. On peut énoncer le théorémelf]et la proposition pour couvrir aussi
le cas k > £. Pour cela, on note e~ la plus petite valeur propre de a; dans
la puissance extérieure AFR?, i.e.

o E o osik<e
PETL 9k sik >
On obtient alors S (z) = m(% + 44, et les relations de comparaisons

deviennent

L’inclusion VWA (X,) C VWA, (X/) est toujours valable.

k 1k</?
ﬁl(x)Z{ kﬁg’,i((f}) nrs

Remarque. Il serait souhaitable plus généralement d’étudier le domaine décrit
par B(z) = (B1(x),...,Ba—1(x)) lorsque = varie dans X,(R), mais les exposants
Br(x), avec k > 2 sont plus subtils a étudier car la condition sur la direction du
petit vecteur n’est plus automatiquement vérifiée.
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2 Approximation des points algébriques

Dans cette partie, comme premiére application du théoréme 6] nous donnons

une formule pour les exposants diophantiens d'un point © € X,(Q) arbitraire.
La démonstration est basée sur l'interprétation du théoréme du sous-espace de
Schmidt en termes d’orbites diagonales dans ’espace des réseaux, exposée dans
[5]- Nous utiliserons en particulier le théoréme suivant |5, Theorem 3.

Théoréme 7. Soit (at)t>0 un flot diagonal dans GL4(R) et L un élément de
GL4(Q). Pour chaque i € [1,d], la limite A; = lims_, o0 % log \; (a; LZ%) existe.
De plus, si les indices i1 < --- < i, sont choisis de sorte que

Alz"':Ail <Ai1+1:"':Ai2<"'<Air+1:"':Ad7
alors il existe un drapeau partiel
0=To<Ty <---<Tpyy =17°

de sous-espaces rationnels tel que pour chaque s € [1,7],

— dim Ty = is ;
— pour tout t > 0 assez grand, a; LTy contient les i premiers minima de
G,tLZd,

Lorsqu’on considére le sous-groupe & un paramétre

. t t i
a; = diag(e™¢,...,e t,ed ...  ed7)

et un représentant L = s, d’un point x = FP;s, dans la variété grassmannienne

X¢(Q), on peut interpréter géométriquement le comportement asymptotique de

l'orbite (a¢s;Z%);~o dans I'espace des réseaux. En effet, T} est I'unique sous-
espace rationnel de dimension maximale qui maximise le quotient 7‘11521;;?1, et
par récurrence, T est I'unique sous-espace rationnel contenant Ts_1 de dimen-
dim xNTs—dim zNTs_1
dim Ts—dim Ts_4

sion maximale et qui maximise . De plus,

1
d—1?

1 )dimxﬂTS —dimaxNTs_4
d—"/ dim Ty — dimTs_4

1
Ai: _(Z‘i‘ Sii5<7;§is+1.
Avec la correspondance établie & la partie précédente, ces observations per-
mettent de donner une formule générale pour les exposants diophantiens S (2)
d’un sous-espace x de R¢ défini sur Q. D’aprés le théoréme @ cela revient a don-
ner une formule pour (), et c’est donc sous cette forme que nous énongons

le résultat.

Théoréme 8 (Exposants d’un sous-espace algébrique). Soit z € X,(Q) et {0} =
To<Th < - <T, <Tryq = Z% e drapeau partiel défini ci-dessus. Pour
s=1,...,r, posons

is=dimTs et js=dimaxNT;.

Alors, pour k =1,...,£, notant ks = min(js, k),

r

Ye(z) = — ;(k5+1_ks)Ais+l = m+(*+ 2

T

(ks+1 B kS)(js+1 - ]s)

i5+1 - is



Démonstration. Considérons le sous-réseau de AFZ4 défini par
S = ATy A (AFRTRIT) A A (AR TR ),

Le théoréme [7] implique que pour tout € > 0, pour tout ¢ > 0 suffisamment
grand, le réseau a;s;S admet une base de vecteurs dont la norme est majorée
par

explt(e + Z(ks+1 — ks)Ai 1))
s=0

De plus, par définition des entiers kg, ce sous-espace contient un vecteur pur
v, € AFz. On peut toujours choisir le représentant s, de sorte que s,v, =
e1 A\ Aey, et alors, il existe dans a;s,S un vecteur v tel que || (v)[| > [|v||
et ||v]| < etoizo(kori—=he)Aii+140(2))  Comme ¢ > 0 est arbitrairement petit,
cela montre déja 'inégalité
-
(@) = =Y (ks = ko) Aig11-
s=0

Réciproquement, le théoréme [7] montre aussi que pour € > 0, pour tout ¢ > 0
suffisamment grand, tout vecteur v dans AFZ? tel que

lagsev| < et(—e+2 i o(Ret1—ks) iy +1)

appartient & un sous-espace
S = ATy A (/\ké—’fiTQ) A A (/\kr/r+1—k:»TT+1)

avec pour un certain u, k!, > k > k,,. Par définition des entiers ks, s=1,...,r,
le sous-espace S’ ne contient aucun vecteur pur non nul de AFz, et donc il existe
¢ > 0 tel que pour tout vecteur pur v € S, ||s,v — w1 (s,V)|| > ¢||szV]|. Cela
implique

ags, v > ce ™ E T ||, v
> T |1y (ags,v) |

et montre que le vecteur a;s,v ne saurait appartenir & CT. Ainsi, vi(z) <
e — > _o(ksy1 — ks)Ai +1. Lorsque € tend vers zéro, on obtient le résultat
souhaité. O

Cette formule permet déja de montrer que I'exposant diophantien 8y () d’un
sous-espace défini sur QQ est toujours supérieur a I’exposant générique ﬁ, et
donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait une égalité.

Corollaire 2. Pour tout z € X4(Q) et tout k < ¢, on a Bi(z) > k(%%, avec
égalité si et seulement si x n’est inclus dans aucun pinceau rationnel contrai-
gnant.

Démonstration. D’apreés la proposition Pexposant diophantien Sy (z) est donné
par Bi(z) = W et il suffit donc de montrer que v, (z) > 0, avec éga-
lité si et seulement si z n’est inclus dans aucun pinceau rationnel contraignant.
Lorsque k =/, on a ks = js pour chaque s, et donc

_ _g d . (j8+1_js)2
@) = T T e e i

s=0
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On écrit alors
”

dzr: (js+1 7.7'5)2 — ( a (is—l-l - 29)2)(

(js+1 - js)2)

is+1 - is Z'erl - Z.s

) —1
s+1 s 0 5—0

s=0 s=

r

2 ( js+1 7‘7.5)2 = 82
s=0

et cela montre que v¢(x) > 0. L’inégalité v;(z) > 0 pour k < £ découle du cas

particulier £ = ¢, car comme la fonction s % est décroissante,

T

Z (ki1 —ke)(Jsp1 — (Js+1 —Js)?

is-&-l - Zs - E Zs-ﬁ-l - 7/5

s=0 s=0

Js+1—Js
' +1 1
décroissante, et 1’égalité ci-dessus s’écrit simplement fo x)da > 7 fo x)dx.
Si yi(x) = 0, les calculs ci-dessus montrent que v1(x) = 0, et cela 1mphque
% = 5 ce qui par définition de T} n’est possible que si T} = Q¢ i.e. & n’est
inclus dans aucun pinceau rationnel contraignant. Réciproquement, si x n’est
inclus dans aucun pinceau rationnel contraignant, on doit avoir 77 = Q% et

donc v (z) = 0 pour tout k=1,...,¢. O

En effet, la fonction constante par morceaux f: z > sijs <@ < jsy1 €st

3 Valeur minimale de ’exposant diophantien

Nous avons vu dans la partie précédente que tout point de X,(Q) vérifie
Br(x) > T d a0 pour tout k € [1,¢]. En d’autres termes, Pexposant diophantien
presque sir minore uniformément I’exposant diophantien de tous les points de
X¢(Q). Grace a la remarque qui suit la démonstration de la proposition [2, on
peut montrer que cette minoration encore valable sur tout X;(R) si k& < ﬁ
Le but de cette partie est d’6ter cette condition restrictive en démontrant que
cette minoration est valable en toute généralité. Pour cela, nous utiliserons la
correspondance de la partie [I] et une description générale des orbites diagonales
dans un espace de réseaux, dans l'esprit des travaux récents de Schmidt et
Summerer [25], Roy [21], et Das, Fishman, Simmons et Urbanski [7].

Nous voulons maintenant démontrer la premiére partie du théoréme [1| an-
noncé dans I'introduction. Cela découle de ’énoncé un peu plus précis ci-dessous.

Théoréme 9 (Principe de Dirichlet sur X,(R)). Etant donné trois entiers 1 <
k <t < d, il existe une constante C = Cq 1, telle que pour tout x dans Xy(R),
il existe v € Xy(Q) arbitrairement proche de x tel que

d(v,x) < C’H(v)_ﬂdd*f).

Nous commencons par associer a tout réseau A de I’espace euclidien R? une
fonction convexe ca sur le segments d’entiers [0, d]. Cette fonction permet de
retrouver la suite des minima successifs de A ; c’est une variante du polygone
de Grayson décrit dans [11], pour laquelle on remplace la norme euclidienne
par la norme égale au maximum des coordonnées dans la base canonique. Le
comportement trés simple de cette derniére norme par rapport a 'opérateur de
dérivation sera particuliérement commode dans la suite de nos arguments.
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Un polygone de Grayson

Rappelons que (e;)1<i<q désigne la base canonique de R?, et que pour I =
{i1 < -+ <ix} C[1,d], on note ey = e;; A--- Ae;,. Pour tout k € [1,d], on
munit A¥R? de la norme

||$|| Zmax|x1\, ou x:ZxIeI.
=k 1

Ensuite, si W = Zw; @ - - - @ Zwy, est un sous-groupe discret de R? de rang k, on
note |W|| = ||w]||, ot w = w; A --- A wy est un représentant de W dans AFR9.
Cette définition ne dépend pas du choix de la base (w;)1<i<k-

Lemme 3. Il existe une constante A > 0 ne dépendant que de d telle que la
fonction ¢ définie sur les sous-groupes discrets de RY par

p(W) =log||W |+ A - (dim W)(d — dim W)
soit sous-modulaire, i.e. vérifie
YV, W, ¢(V)+ (W) > ¢(VNW) + ¢(V +W).

Démonstration. Pour la norme euclidienne ||-|| sur R? et ses puissances exté-
rieures, on a, pour tous V,W, [|V||2|[W|2 > [V N W]|2||V + W]||2. Comme les
normes ||-|| et ||-||2 sont équivalentes sur A*R?, il existe une constante 4 > 0
telle que pour tout V', |log||V'|| —log|[V||2| < 4. Par conséquent, pour tous V, W,

log||V|| + log||W|| > log||[V N W|| + log||V + W|| — 2A.

Posons alors £ = dimV, ¢ = dimW, m = dimV NW et n = dimV + W, de
sorte que k+£¢ = m+m. Si V, W ne sont pas comparables pour I'inclusion, alors
m < min(k, £), n > max(k,£), et un calcul élémentaire montre que

k(d—k)+4d—1¢) >2+m(d—m)+n(d—n).
L’inégalité de sous-modularité pour ¢ découle de ces observations. O

Définition (Polygone de Grayson). Etant donné un réseau A, le polygone de
Grayson ca: [0,d] — R associé a la fonction ¢ sur ’ensemble des sous-groupes
discrets de A est la plus grande fonction convexe dont le graphe est situé au-
dessous de tous les points (dim W, p(W)), W < A.

On rappelle que si Jo = {j1 < -+ < j,} désigne I'ensemble des points
angulaires de ca, il existe un unique drapeau partiel

{0} <V, <---<V;, <A

de sous-groupes de A tels que pour s = 1,...,r, dimV}, = js et ¢(V,) =
ca(Js). Clest la filtration de Harder-Narasimhan de A. Tout sous-groupe primitif
W < A tel que ¢(W) = ca(dim W) est compatible avec cette filtration. On
renvoie & [5] pour la construction de la filtration de Harder-Narasimhan et la
démonstration de ses propriétés élémentaires. En ce qui nous concerne, nous
aurons surtout besoin de la relier aux minima successifs de A; c’est le but
de la proposition suivante, qui est une reformulation du second théoréme de
Minkowski.
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Proposition 3 (Filtration de Harder-Narasimhan et minima successifs). Soit
A un réseau de RY ayant pour filtration de Harder-Narasimhan {0} < V;, <
<<V < A et pour diagramme de Grayson ca. Alors,
1. Il exziste une famille de vecteurs (vy,...,vq) dans A telle que pour tout 1,
log||lvs|| = ca(i) —ea(i—1)+O(1) et v; € V;, sii < jy,.
2.Vi=1,...,d, logAi(A)=ca(i)—cali—1)4+0();

Démonstration. Construisons par récurrencesur s = 1,...,r une base vy, ..., v;,
de Vj, telle que log||v;|| = ca(i)—ca(i—1)+O(1) et v; € Vj, sii < j,. Pour s =0,
la famille vide convient, supposons donc s > 0 et vq,...,v;, construits. Par dé-

finition du diagramme de Grayson, le réseau quotient Wy, =V ., /V;, est de

covolume comparable & e¢as+1)=¢alis) ot ne contient aucun vecteur de norme
CA(j§+1)*C‘A(js)

plus petite que e~ Is+177s . On identifie le réseau quotient a la projection de

Vj.., sur I'orthogonal de V. Si wj, 41,...,w;, ., est une famille d’éléments qui

réalisent les minima successifs de W, le second théoréme de Minkowski montre

donc que pour j = js+1,..., 7541,

toglju | = AUt Z€al) | o1y — ey () — eaG — 1) + OQ1).
Js+1 — Js

Pour relever convenablement ces vecteurs en des éléments de V;,_,, on utilise
I’hypothése de récurrence : comme la fonction ca est convexe, on peut majorer,
pour tout i < j, |jvil| < ecaUs)=ealis=1) et par conséquent, tout élément
de I'espace vectoriel engendré par V;, est a distance O(ecals)=ealis=1)) d'un

élément de V; . Cela permet de relever chaque wj, j =Js+1,...,js+1 en un
vecteur v € V., tel que [loy]| = [Juo;| + O(ewaG=ea 0= <l | ce qui
implique

log|v; || = log[|lw;[| + O(1) = ca(j) — ca(i = 1) + O(1).

Cela montre déja que pour chaque i, log \;(A) < ca(i) —eca(i — 1) + O(1).
Mais on doit aussi avoir > log A\;(A) > 0, car A est unimodulaire. Comme
>oica(i) —ea(i —1) = 0, cela implique que pour tout i, log A\;(A) = ca(i) —
ea(i—1) +0(1). O

Trajectoire et dérivée le long d’une orbite diagonale

Pour minorer les exposants diophantiens d’un point z € X,(R), nous voulons
étudier I’évolution du polygone de Grayson le long de I'orbite (a;5,Z%)¢0, ol

. i i _t
a; = diag(e ¢,...,e t,ed 2 ...  ed7)

et s, € GG est tel que x = Ps,. Dans toute la suite, le point = est fixé, ainsi que
son représentant s, dans G. Nous noterons pour simplifier

. dey
Ct = Cq,s5,74 €0 ¢t = e

On munit l'espace a des fonctions sur [0,d] nulles en 0 et en d de la norme
euclidienne définie par

d—1

IF17 =D (Fi+1) = f(0))*

=0
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et du produit scalaire associé. Le coeur de la démonstration du théoréme [9] est
la proposition suivante.

Proposition 4. Pour tout t > 0, il existe une famille de vecteurs vy,...,vp
dans apszZ% telle que

[l (v1 A= Awg)|| > el A+ Ao

et

—L(d—¥),,
log|lvg A+ Al < ¥(Ct,0t> + O(1).

d

Nous noterons aussi Jy = {j1(t) < --- < j-(t)} ensemble des points angu-

laires de ¢;, et {0} < V;, < --- <V, < Z% la filtration de Harder-Narasimhan
au temps t. Les pentes du diagramme de Grayson ¢; sont notées

Alz"':Ajl <Aj1+1:"':Aj2 <"'<Ajr+1:"':Ad~
Pour ¢ > 0, on note £1, ..., ¢, les entiers tels que pour s =1,...,7,
d —ls  Js— L
%bgllatsm‘/jsll =— ;_Z-

Les réels A; et les entiers £, dépendent de ¢, bien que cela ne soit pas explicite
dans la notation.

Lemme 4. Avec les notations ci-dessus,

T

. 1 1
(Ct,cr) = —(z + m) (Usg1 = Ls)Aj, 11
s=0

Démonstration. Pour chaque i, ¢;(i + 1) — ¢;(i) = A;, tandis que par définition
des entiers ¢, pour s =1,...,7,

. . o . 's - .5 1 1
é(fasn) = én(s) = FHE = (b = 0 (5 + 7).

Par conséquent,

T
L

(ryc0) = _ (ee(i+1) = ép(4)) A

s
I
=

[
]~

(ét(ds+1) = Ce(Js))Aj, 41

'

~ . 11
Ust1 = Js) g1 = (5 + 5=5) 2_ (s = L) Aj
s=0 s=0

Il
)

T d—t

ce qui donne le résultat souhaité, car Y., (js+1 —Js)Aj, 11 = Ele A;=0. O

En principe, on devrait avoir ¢; < --- < £, mais il est envisageable qu’en
certains mauvais points, ce ne soit pas le cas. On définit donc ¢} < --- < ¢/ par

0 = max {;.
- i<s
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Pour construire la famille de vecteurs vy, ..., vy, on procéde par induction, en
commengant par vy,. .., vy dans Vj,, et en complétant cette famille successive-
ment en une famille vy, ..., vy d’éléments du sous-espace V;, de la filtration de
Harder-Narasimhan. Pour controler la projection 7 du vecteur vy A -+ A vy,
nous aurons besoin d’un lemme élémentaire. Notons L = Vect(ey, ..., ez). Pour
j € [1,d], on considére la décomposition

NRY=NLo(NILoLY)®- - o N L

Pouri=0,...,j,onnote m;: ANRY = AN ' L&A!L"T la projection parallélement
aux autres espaces de la décomposition ci-dessus.

Lemme 5. Soient i < j deuz entiers de [1,d] et soit V. .C R? un sous-espace
de dimension j dont le représentant v dans NR? vérifie

(V) > vl
Il existe une famille orthonormée uq,...,u; d’éléments de V telle que
e (A Aug)]] > 1.

Plus généralement, pour tout s < i, sivy,...,vs est une famille d’éléments de V'
telle que ||y (V1 A+ Avg)|| > ||[viA- - -Augl|, on peut trouver des vecteurs unitaires
Vst1,.-.,0; dans V, deux a deux orthogonauz, tels que ||mi(vy A -+ Aw)|| >
[log A= Al

Démonstration. Partant d’une base orthonormée uq,...,u; de V, on écrit pour
chaque s, us = u? +ul, ot u? € L et ul € L. Alors,

mj—i(v) = Z u3?t /\-~-/\u§j,

(55)6{071}j
e1t-tej=5—1

de sorte que l'inégalité ||m;_;(v)|| > ||v|| = 1 implique qu’il existe (&5)s tel que
[lugt A A ujJ || > 1. Quitte a réordonner les ug, on peut supposer que 5 = 0
si s <1ieteg =1 sinon. On trouve alors

L fJud A Aud Aujyy A Auj|
< A A gy A A

< Ao Aud]l

Cela montre la premiére partie du lemme, car 71 (ug A« Au;) = ud A Aud.

Pour la seconde partie, écrivons v; A --- A vy, = u’ + ul, avec u® € A°L
et ul € (A°L)*. Si s =4, il n’y a rien & démontrer. Sinon, il doit exister un
éléement uy, de la famille construite ci-dessus tel que [u® A ul| > 1. En effet, si
ce n’est pas le cas, tous les ug sont proches du sous-espace U° correspondant a
u’ mais comme dimU° = s < 4, cela contredit |[ud A -+ Au?]] > 1. On pose

donc vsy1 = uy pour obtenir ||mi (v A+ Avsir)] > |lvr Ao Awvgpq]]. Par

récurrence, cela permet de montrer le résultat souhaité. O
Démonstration de la proposition[J] On construit la famille de vecteurs vy, ..., vy

par récurrence, de sorte que pour chaque s, on ait :
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Losill_, <i</, alors v €V et|vl] <\ (ars:Z%);

2. ||7T+(1)1 AR /\1}@/5)” > ||’U1 N -"/\Ug; .
Pour s =1, le lemme EI appliqué & V = a;s,V;, montre qu’il existe une famille
orthonormée uy, ..., ug, dans a;s,Vj, telle que |74 (ug A---Aug,)|| > 1. Comme
tous les minima successifs de a;s,V}, (Z) sont comparables a A (a¢s,Z%), le pre-
mier théoréme de Minkowski permet de trouver des vecteurs vy, ..., v, dans
ats;Vj, de norme au plus C'A\; et tels que d(v;, Ry;) < ﬁ Si C' est choisi
assez grand, cela implique

(%1 Vy
Irator A el =TT ol e - )|
AL o] oe, ]
> Tl
1<i<ty
> ||’U1 AR /\’L)ng.
Supposons maintenant que vy, ..., vy ont ét¢ définis, et satisfont les propriétés
requises. D’aprés le lemme E il existe une famille orthonormée (S TN 17}

dans V}_ telle que
7s (A Avg Aug i A Aug )| > (lor A Avg - Augr g A A

En effet, on peut compléter une base orthonormée de vy A--- A vy en une
famille orthonormée qui satisfait la bonne inégalité. Comme ci-dessus, le premier
théoréme de Minkowski appliqué dans a;s,Vj,(Z) permet d’approcher les u;,
i > l,_, par des vecteurs de a;s,V;,(Z) dont on controle la norme : on obtient
Ve 41, -,V dans ags;Vj, (Z) de norme au plus CAj, et tels que d(v;, Ru;) <
% Cela donne le résultat souhaité.

Reste & montrer que lorsque ¢, = ¢, on a bien

0(d— )

logllug A - Awg|] < — T (e, ) + O(1).

Pour cela, on écrit

¢
logllva A -+ Al < Zlogllvi\l
i=1
<O A+ (6 = 0) A1+ (G = L) Ay 41+ O(1)
=0 (Ar — Ajip)+- -+ ‘gls—l(Ajs—l‘i’l = Aj o) = A +O()
SO(A = Ajypn) o LNy — Ay o) — LA, +O(1)
=01 A1+ (b — ) Aj g1+ -+ (oo = L) Aj 41 + O(1).

Le lemme [4 permet de conclure. O

Conclusion de la démonstration

Nous voulons maintenant démontrer le théoréme [J] qui montre que la valeur
presque sire de exposant diophantien S (x) sur X, est aussi égale a sa valeur
minimale. En bref, étant donné un point « € X,(R), on applique le second point
de la proposition [I] aux vecteurs v1,...,v, donnés par la proposition [4 pour
construire de bonnes approximations rationnelles de x.
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Démonstration du théoréeme[d On reprend les notations du paragraphe précé-
dent. En particulier x = Ps, est un point de Xy, et ¢; désigne le polygone de
t

. N . _t _t  _t_ _t R
Grayson du réseau a;s,Z%, ol a; = diag(e~2,...,e"7,e77, ... ed7). D'aprés
la, proposition {4 pour tout ¢t > 0, il existe des vecteurs v1, ..., v, dans a;s,Z%
tels que

74 (o1 A== Awg)l] > eflor A== Aw|

et
—(d—-17),,
log|lvg A+ Al < %(Ct, c) + O(1).
Fixons k£ < /. Sans perte de généralité, on peut supposer que les vecteurs
v1,...,Vp réalisent les minima successifs du sous-réseau qu’ils engendrent et

dans ce cas, on a aussi,
[y (v Ao Al > ellor A A

et
—k(d—2¢
log|lvy A+ Awvg|| < ¥

d (¢, ) + O(1).

2
Notons que (¢, ¢ty = %@ et que comme on a toujours |c¢||*> > 0, on doit
avoir, pour ¢t > 0 arbitrairement grand, (¢, ¢;) > —1, et alors

log|lvg A -+ - Avgll < O(1).

Le second point de la proposition[I]appliqué au vecteur v = v; A- - - Avg montre
que le point rationnel v € X, (Q) associé a v vérifie

H(v) < et et d(z,v) < e tetate)

Par conséquent, d(z,v) < H(U)—Wﬂz). 0

Remarque. On peut se demander quelle peut étre la valeur minimale de Cq ¢ 1.
A ma connaissance, le seul cas connu est Cy 11 = % (Hurwitz). Notons que

contrairement & I’exposant diophantien, la constante Cy ¢ 1 dépend du choix de
la distance sur X,(R).

4 Le théoréme de Khintchine

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme [3| de I'introduction,
qui généralise le céleébre théoréme de Khintchine [14], correspondant au cas
particulier £ = £ = 1. Comme pour le théoréme de Khintchine usuel, le cas
ou l'intégrale est convergente est le plus facile a traiter, et découle d’une simple
application du lemme de Borel-Cantelli.

Démonstration du théoreme @ : somme convergente. Pour chaque v € X (Q),
d

l’ensemble des points = € X,(R) tels que d(z,v) < H(v)” ¥a-0)(H (v)) définit

un voisinage de la sous-variété {z | x D v}. Cette sous-variété est de codimen-

sion k(d — ¢) dans Xp, et donc, & une constante multiplicative bornée pres, le

voisinage considéré est de mesure

H(v) = (H (0))H9),
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Comme le nombre de points de hauteur au plus H dans X,(Q) est majoré par
O(H?), on peut majorer la somme des mesures de ces voisinages en regroupant
les points v tels que 27 < H(v) < 2PF1 :

3 He € Xo(R) | d(v,2) < H(v) 55 §(H(v))}]

veEXK(Q)

< Y H(u) "W(H()H Y

vEX,(Q)
< Z 2—d;l>¢(2p)k(d—€)2dp — Z Z/J(Qp)k(d—@)_
p>1 p>1

Puis on majore

Z,(/)(Qp)k(d—z) < w(2t)k(d—z)dt

o1 >0
= (log 2) / w(u)k(d_a% < +o0.
Ainsi,

S o€ Xu(R) | do,2) < (o) T p(H )} < +oo,
veEX(Q)

et d’aprés le lemme de Borel-Cantelli, pour presque tout z € X,(R), I'inéga-
lité n’a qu'un nombre fini de solutions. O

Pour montrer la seconde assertion du théoréme, concernant I'intégrale di-
vergente, nous suivons I'approche de Kleinbock et Margulis [17], basée sur la
correspondance expliquée a la partie[I] et sur le mélange exponentiel de 'action
du sous-groupe (a¢);>o sur I'espace des réseaux.

Démonstration du théoréme|q(it) : somme divergente. Notons
U(u) = u_ﬁw(u).

D’aprés le second point de la proposition [T} il suffit de montrer que lorsque
lintégrale diverge, pour presque tout x € X,¢(R), pour ¢ > 0 arbitrairement
grand, il existe v € AFZ? tel que

|7 (aguav)[| > aruev]] et [lagugv]| < e tFUt (et i),

En effet, si v € X;(Q) est le sous-espace associé & v, on aura alors H(v) <
\Il_l(e_t(%“d%ﬂ)) et d(z,v) < e~tita) < U (H(v)). Comme on peut toujours
remplacer 1 (u) par éw(u) sans changer la nature de 'intégrale, cela donne bien
le résultat souhaité. Pour r > 0, notons €/ 'ensemble des réseaux A tels qu’il
existe un vecteur pur v € AFA qui vérifie |7, (v)|| > ||v] et ||v] < 7. Pour
t > 0, soit

Ty = e_t%\ll_l(e_t(%"’ﬁ)).
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On veut donc montrer que pour presque tout © € X,(R), la trajectoire (a; Az )iso
rencontre ;. pour ¢ > 0 arbitrairement grand. Cela découle de la proposition
ci-dessous, et du fait que

DI, | = +oc.

t>1

En effet, & une constante multiplicative prés, la théorie de la réduction [3, cha-
pitre I, théoréme 1.4 et §4] dans SL4(R)/SL4(Z) permet de minorer la mesure
de Haar de Q. par

2] > r?

et il s’agit donc de vérifier que
d
/(e*t%\llfl(eft(%ﬂif))) dt = +o0.

Notons pour simplifier 5 = ﬁ. Comme 1) est décroissante, on peut majorer,

pour tout u > 1, W(u) < uPi(1) puis ¥1(s) < Cs™% et enfin
U (s) = s ()7 2 s P U(Cs )

Cela permet de minorer 'intégrale
/(e—t%qj—l(e—t(%‘*‘ﬁ)))ddt > /w(geﬁ(%ﬁ))k(d—adt

et avec le changement de variable u = Ce_%(%-"ﬁ), dT“ = B(3 + 75)dt,

> /w(u)“d*‘)d—u = 400.

U
O

C’est la proposition suivante qui utilise de maniére essentielle le mélange
exponentiel de 'action de (a;) sur l'espace des réseaux, suivant la stratégie de
Kleinbock et Margulis [17]. Pour sa démonstration, on renvoie a [22, proposi-
tion 3.4.1] ou le résultat est démontré dans un cadre légérement différent, mais
qui s’adapte sans peine & notre probléme.

Proposition 5. Soit (1) une suite de réels positifs telle que 3, ma(€2;,) =
+oo. Alors, pour presque tout x = Ps, € Xy(R), pour t € N arbitrairement
grand,

ats:V(Z) € ...

5 Le théoréme de Jarnik

Etant donné 7 > ﬁ, on considére maintenant ’ensemble Wy, (7) des

points de X;(R) approchables a lordre 7 par des sous-espaces rationnels de
dimension k
Wie(r) ={z € X¢ | Br(x) = 7}
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Lorsque k = ¢ = 1 le célebre théoréme de Jarnik [jarnik2, 12] donne une
formule pour la dimension de Hausdorff de Wy 1(7), et Dodson [9] a généralisé
ce résultat a ’approximation d’un sous-espace par des droites rationnelles, ce qui
correspond a k = 1 et ¢ quelconque. Le théoréme [] de I'introduction, que nous
voulons maintenant démontrer, donne une formule analogue pour des valeurs
quelconques 1 < k </l < d:

U=k (d—0+< sit>Apm
dimpg Wy, o(1) = T (d-f)
7 Wie(T) { od—10) s17§ﬁ.

Démonstration du théoreme[]l SitT < ﬁ le théorémemontre que Wy, (1) =

X¢(R), et le résultat est clair. On suppose donc dorénavant 7 > ﬁ.
Pour s > 0, notons H(*) la mesure de Hausdorff en dimension s sur X,(R)
et montrons que pour s > £ + (€ — k)(d — ¢), on a H®)(Wy (1)) < +o0. Pour

chaque rationnel v € X;(Q) de hauteur 2P < H(v) < 2P*1) on a l'inclusion
{z € X¢(R) | d(z,v) < H(v) "} C LE ")

ott LY est le p-voisinage de la sous-variété L, = {x | ¢ D v}. La variété L, est
de dimension (£ — k)(d —£), donc on peut recouvrir L{? ) par O(2p7(¢=R)(d—0))
boules de rayon 27P7. Prenant la réunion sur v € X;(Q) de tous ces recouvre-

ments, on obtient un recouvrement de W,g? dont on peut majorer la mesure de
Hausdorff :

HEO W) < card{v € X,(Q) | 27 < H(v) < 2+ jorr(t=hd=0g=prs

p

< Z 2p(d+7'(f—k:) (d—£)—7s)
p

et comme on a supposé s > g + (£ — k)(d — {), cette somme converge, et
dimy Wi (1) < &+ (0= k)(d = 0).

Pour démontrer 'inégalité réciproque, nous nous basons sur ’article de Dod-
son, Rynne et Vickers [10] et la notion d’ubiquité qui y est introduite. Etant
donnée une fonction p: Rt — R™, nous dirons que la famille d’ensembles L,
v € Xi(Q) a la propriété d’ubiquité par rapport a p si

lim | | L) =1

H—o0
Hw)<H

Montrons que (L,)vex, (@) @ la propriété d’ubiquité par rapport a la fonction
définie par

p(H) = (log H) - H™ -7,

Pour cela, on remarque que pour presque tout point z dans X,(R), pour tout
t > 0 suffisamment grand A\g(a;s,Z%) < t. En effet, la mesure de I’ensemble
{Aa < 671} est égale a celle de {\; < 6}, qui est de l'ordre de 6%, par la
formule de Siegel. Donc si @ > 1, la somme Y, [{z | Aa(a5,Z2%) < t°}] <
D oten t* < 400, et le lemme de Borel-Cantelli montre que presque stirement,
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pour tout ¢ > 0 suffisamment grand, A\g(a;s,Z?) < t*. Par conséquent, on peut
trouver dans Z? un vecteur v tel que |[a;s,v| <t et |7y (ass,V)| > [|a¢sv]-
D’aprés la proposition et posant H = et%7 cela implique que pour tout H > 1
suffisamment grand, il existe un élément v € X;(Q) tel que

Hw)<H
{d(:c v) < (logH) - H

Comme ceci est valable pour presque tout « dans X,(R), on trouve

hm ﬂ U L(p(H =1

H>H' H(v)<H

puis

U L'Sfp(H m U —“H—oo 1

H(v)<H’ H>H' H(v)<H

ce qui est la propriété d’ubiquité souhaitée. D’aprés |10, Theorem 1], sit): RT —
RT est une fonction décroissante, on peut minorer la dimension de ’ensemble

W) = lmsup LEE = () | L)
H—o00 H>1H(v)>H

par
dimg W(y) > dim £ + v codim £

oudim £ = ({—k)(d—{) et codim £ = k(d—¥¢) sont respectivement les dimension
et codimension communes & tous les L,, v € Xy, et

log p(H)
min(1, limsup ———=
7= ( H—)oop 10g1/)(H))

Pour la fonction ) définie par ¢v(H) = H~", on a W (y) = W,S'e) et v = m
d’on
dimp W) > (0~ k)(d—0) + =
O

Remarque. Pour l'inégalité réciproque, le principe de transfert de Beresne-
vich et Velani |2, Theorem 3| est insuffisant lorsque k # ¢, car les ensembles
de résonance L, considérés ici ne sont pas des points, mais des sous-variétés
de dimension strictement positives. C’est pour cette raison que nous sommes
revenus a la notion d’ubiquité.

6 Approximation sur des sous-variétés

Dans cette partie, on considére une sous-variété analytique connexe M C
X¢(R), et on étudie les propriétés diophantiennes d’un point x choisi aléa-
toirement sur M. Le premier résultat remarquable est que l’exposant d’un
point choisi aléatoirement sur une sous-variété analytique est presque stirement
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constant. Lorsque k = 1, ce résultat est du a Kleinbock |18]. Comme dans ce
cas particulier, la démonstration est basée sur la correspondance de Dani et
sur l'inégalité de non divergence quantitative. Mais si k = 1, il faut contréler
la direction des petits vecteurs le long de l'orbite diagonale, et cela complique
sensiblement ’argument.

Théoréme 10 (Existence de l'exposant d’une sous-variété analytique). Pour
chaque k =1,... ¢, il existe un exposant B (M) tel que pour presque tout x dans
M, Br(z) = Br(M). De plus B (M) est entierement déterminé par l’adhérence
de Zariski de M.

Comme exposant () est entiérement déterminé par le taux de fuite
vi(z), le théoréme découle du lemme @ ci-dessous, appliqué au flot diagonal
AFa, sur lespace RP = AFRY. Rappelons que si G est un espace métrique,
C,a > 0 deux constantes et p une mesure borélienne finie sur G, une fonction
f+ X — R est dite (C, a)-réguliére pour p si pour toute boule B = B(z,7)
centrée en x € Supp p, pour tout € > 0,

n{g € BIf(9 <ellfllsn}) < Ce®u(B),

ot 'on note || f|| 5., = SUP,e prgupp x| f (¥)|- Dans la démonstration du lemme ci-
dessous, nous utiliserons plusieurs fois la propriété importante des fonctions ana-
lytiques, qui résulte des travaux de Kleinbock et Margulis |16l proposition 2.3] :
si F est un sous-espace de dimension finie de fonctions analytiques sur un ouvert
O CR? et z € O, il existe un voisinage U de z et des constantes C, a > 0 telles
que toute fonction f € F soit (C, «)-réguliére sur U.

Lemme 6. Soit (a;)i>0 un sous-groupe diagonal & un parametre dans GLp(R).
On note my : RP — RP la projection sur le sous-espace propre de (a;) associé
a la plus petite valeur propre, parallélement aux autres espaces propres, et pour
A un réseau dans RP,

. -1 . 1
v(A) = hinsup Tmln{logHvH ;v e AN\{0} tel que ||ry(v)]] > §||v||}
—o0

Si M C GLp(R) est une sous-variété analytique connexe, alors il existe vy € R
tel que pour presque tout g € M,

Y(9Z*) = Y.

De plus, yar ne dépend que de l’adhérence de Zariski de M. Et méme seulement
des adhérences linéaires de M dans chacune des représentations NFRP, k =
1 D.

PR

Démonstration. Pour g dans GLp(R), et ¢ > 0, on note ¢ le polygone de
Grayson associé au réseau a;gZ”. C’est un élément du cone at des fonctions
convexes c: [0, D] — R telles que ¢(0) = ¢(D) = 0. Soit gg € M fixé. L’inégalité
de non divergence quantitative et le lemme de Borel-Cantelli montrent qu’il
existe une application ¢ : ¢t — aT telle que pour presque tout g au voisinage
de gy, pour tout € > 0, pour tout ¢ > 0 assez grand,

lef — M)l < et.
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(On renvoie a corollaire 7.2.2] pour une démonstration détaillée de ce point,
dans un cadre un peu plus général.) Ensuite, d’aprés corollary 1] si

ILi={i1<---<i}C[1,D]

désigne 'ensemble des indices ol le graphe de i — ¢} (i) admet un saut de

pente supérieur a te i.e. M (i) —cM (i — 1) +te < cM(i+1) —cM(i), il existe un
drapeau partiel
0} <V <---<V;, <Z°
—aet

tel que pour g dans un voisinage de gg, avec probabilité supérieure 4 1 —Ce ,
pour chaque s = 1,...,r, les iy premiers minima successifs de athD sont at-
teints dans a;gV;i,. En outre, les applications t +— ¢M et t — (V;,)1<s<, sont
entiérement déterminées par I'adhérence de Zariski de M. L’application ¢ +— ¢}
est considérée « a une constante additive prés ».

Notons ET I’espace propre de a; associé & la valeur propre la plus contrac-
tante, et £~ la somme des autres espaces propres, de sorte que R = E+ @ E~.

Si V est un sous-espace de R, on note la distance de V a E~

d(v,E~
d(V,E7) = max M
veV\{o} [l
L’égalité d(V, E~) = 0 correspond a l'inclusion V' C E~, qui est équivalente a
ce que V rencontre tout sous-espace de £~ de codimension dim V' — 1. Par suite,

si v est un représentant de V dans A VRLD et (u;);es une base orthonormée
de /\1+dim E~ —dim VE—
)

u; Av
d(V, E7) < max I A vl
sl vl
Toutes les fonctions g — ||a,gw||, ot w € A*R?, sont (C, a)-réguliéres au voisi-
nage de gy pour la mesure de Lebesgue sur M ; I’égalité ci-dessus permet donc
de montrer que pour chaque i € I, il existe f; = f;(t,e) > 0 tel que

Mr({g e U | et ite) < d(agVi, E7) < e tim91) > (1 — Ce ) A (U).

En effet, si v; est un représentant de V; dans A‘RP et (u;);jcs une base ortho-
normée de AdImET—i+1l p—
u; N\ aigv;
d(atgVi, E~) < max 7” J 19vil
iel  lacgvill
Or, par (C, a)-régularité des fonctions g — ||u; A argv;|| et  — ||a;gv;|| pour
la mesure \j; au voisinage de g, on a avec \p-probabilité 1 — C'e™%¢t,

[uj A argvill > e

sup |lu; A aghv,|]
et
lacgvill > €= sup_[la;hvi].
heUNM

supjcunmllwjNathvi ||
subpcunallathvil

avec probabilité supérieure & 1 — Ce™ %!, pour g € U N M,

Par conséquent, si f; est choisi tel que e~ fit = max;

on a

d(atg‘/i-, E—) S max SupheUﬁM”uj A athVi” S e—t(fi—f;‘)
j lacgvil
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et

d(agVi, E7) > maxw > e t(fite)
i supy|lachv;]|

Ici encore, les applications ¢ — f; sont déterminées par ’adhérence de Za-
riski de M. Cela provient de ce que les applications h — w;a;hv; sont li-
néaires et vérifient donc, pour certaines constantes indépendantes de u;, a; et
Vi, SWppepaum Wi A athvill < suppepaeonllai A athvill, ot L(M) est 'adhé-
rence linéaire de I'image de M dans la représentation A4™ViR9, De méme pour
h +— aihv;. Avec le lemme de Borel-Cantelli, ces inégalités montrent que pour
presque tout g dans U N M, pour tout ¢ > 0 suffisamment grand,

llc? —cM|| < te
Vs=1,....,r, c(is) =loglawgV|
d(argVi,, E™) € [etUite) tlfime))]

Notons que f;; > fi, > -+ > fi.. Soit j; = ji(e) € I, le plus petit indice tel que
fj. < 2e. Montrons que pour presque tout g dans U N M,

1(g) = tmsup (e (i) — G — 1)) + 0.

t—o0

Tout d’abord, l'inégalité f;, < 2¢ implique d(atgVj,, E~) > e 3¢ et comme
a:gVj, (Z) admet une base constituée de vecteurs de norme au plus e (7t)=¢ (7 =1)
et (1=’ (je=1)+t0(e) ] existe un vecteur v € atgVj,(Z) tel que |7t (v)|| >
etOE) ||u|| et ||v]| = et @)= G:=D+OE) Comme 7+ est la projection sur
Pespace le plus contracté, on peut remplacer ¢ par t — O(e) pour s’assurer I'in-
égalité un peu plus forte |7+ (v)| > @, et cela n’affecte la norme de v que d’un
facteur et Par suite,

1(9ZP) > Timsup (e (i) — (e ~ 1)) ~ O(e).

t—o0

Réciproquement, soit Vj; le sous-espace qui préceéde Vj, dans le drapeau V;, <
-+- < V; . Comme pour presque tout g € U N M, pour tout ¢ assez grand

HangVi E) < ool < oo

aucun vecteur v € argVj, ne saurait satisfaire |7 (v)| > @ Or tout vecteur
v € a;gZP hors de atgVj, vérifie

o] > et GiAD=e' () > e’ (G)—et Ge=1)=(Ge—ip)te

ott la deuxiéme inégalité provient de ce que les sauts de la dérivée de i — ¢ (i)
sont majorés par te sur tout intervalle |j;, j:[. Par suite,

1(9ZP) < timsup == (e (o) — (e — 1)) — O(e).
t— o0
Ainsi, il existe un voisinage U de gg tel que pour tout € > 0, il existe un réel
Ye = limsup,_, o 5 (¢ (jit) — ¢}’ (j: — 1) entiérement controlé par 'adhérence de
Zariski de M et tel que pour presque tout g dans UNM, v(9ZP) € [y. —¢, 7. +¢].
En faisant tendre € vers 0, cela montre que (gZ"”) est constant presque partout
au voisinage de tout point gy € M, et comme M est connexe, y(gZ”) est
constant presque stirement sur M. O
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On peut chercher & comprendre quelles sous-variétés M C X,(R) vérifient
Be(M) = ﬁ, et le critére suffisant obtenu dans |1| lorsque k& = 1 s’étend
naturellement aux autres exposants O, k=1,...,¢.

Théoréme 11 (Critére suffisant d’extrémalité). Soit M C X;(R) une sous-
variété analytique connexe. Si M n’est incluse dans aucun pinceau contraignant,
alors, pour tout k =1,...,¢, pour presque tout x € M,

d

ST

Démonstration. D’aprés la proposition [2 on a toujours 18:(z) > Bi(z) >
ﬁ7 il suffit donc de démontrer que (1 (z) = ﬁ pour presque tout x dans

M. C’est exactement ce que donne |1, Corollary 1.6]. O

Ce critére suffisant est essentiellement optimal, puisque lorsque M est incluse
dans un pinceau rationnel contraignant, M n’est pas extrémale. La réciproque
est fausse en général, mais valable si I’on suppose que l'adhérence de Zariski de
M est définie sur Q. Dans ce cas, le théoréme ci-dessous donne méme une
formule pour les exposants S (M), analogue a celle du théoréme

Etant donnée une sous-variété analytique connexe M C Xy, la fonction

ér: Grass(QY) — R
14 —  mingepy dima NV

est sous-modulaire, et suivant |5, §1.3] on peut lui associer un drapeau partiel
0=Ty<T) < - <Tpyy =Q°

tel que pour chaque s =1,...,r, T, est 'unique sous-espace rationnel contenant
dm(Ts)—dpnm (Ts—1)
dim T —dim T5_1

|5, Theorem 3] ce drapeau détermine le comportement asymptotique de I'orbite
ats, 7% lorsque le point z est choisi aléatoirement sur M :

Ts_1 de dimension maximale et qui maximise . De plus, d’aprés

— pour tout t > 0 assez grand, a;s,Ts contient les ¢s premiers minima de
arsy 2% ;

— pour i € [ig,is+1 — 1], imy— o %log i(ars,Z%) = Ay, ot

L ém(Ts) — o (Ts—1)

1
+d—€) dimT, —dimTs_;

1
M=77G

Théoréme 12 (Variétés définies sur Q). Soit M C X;(R) une sous-variété ana-
Iytique connexe, dont l'adhérence de Zariski est définie sur Q. Le drapeau ra-
tionnel {0} = Ty < Ty < -+ < Tpy1 = Z¢ associé a M détermine tous les
exposants Bk(M) : st l’on pose, pour s=1,...,r,

is=dimT, et js=onu(Ts) = mizrv}dimxﬁTs,
fAS

alors, pour k =1,...,¢, notant ks = min(js, k),

r k11 s (key1 — o) (a1 — Js)
== (her1—k) i1 = ——+(5 . . :
V() S:O( +1 i 41 d_€+(€+d—€) e 1541 — s




Démonstration. La démonstration est identique a celle du théoréme [§] 11 suffit
d'utiliser le comportement asymptotique de 'orbite (a;5,Z%);~0 décrit ci-dessus
au lieu du théoréme [ O

Remarque. Attention! Le drapeau sur Q associé & M ne détermine pas le
drapeau rationnel.

Conclusion

Pour conclure cet article nous mentionnons d’autres problémes dont 1’étude
permettrait de généraliser les résultats obtenus ci-dessus. Les deux premiers
apparaissent déja dans larticle originel de Schmidt [24].

Corps de nombres On peut remplacer le corps Q des nombres rationnels
par un corps de nombres K réel quelconque, et étudier 'approximation d’un
sous-espace réel par des sous-espaces définis sur K. Une fois définie la hauteur
sur I’ensemble des sous-espaces définis sur K, les exposants diophantiens S (x),
k=1,...,d—1dun point € X,(R) se définissent exactement comme aupara-
vant. Pour adapter nos méthodes a ce cadre, on remplace 1’espace des réseaux
SL4(R)/SL4(Z) par Pespace SL4(Kg)/SLg(Ok), ot 0: K — Kg ~ R™ x C"
désigne le plongement canonique de K, et 'anneau des entiers O de K est
plongé dans Kg via 0. Cela permet notamment de montrer un principe de Diri-
chlet analogue au théorémel|l} et ’on observe alors que I’exposant critique ﬁ
pour B ne dépend pas du choix de K, ce qui avait été conjecturé par Schmidt.
C’est en outre une fonction symétrique de k et £. (Cela ne se voit pas sur la
formule, car on a supposé k < £.)

Approximation sur une dimension intermédiaire Comme auparavant, on
suppose 1 < k < ¢ < d. On fixe en outre un entier j < k. Pour  dans X,(R) et
y dans X (R), Schmidt définit

¥ (y, ) = min{d(y’,x) | y’ C y de dimension j}.

Les quantités ¢;(y,x), j = 1,...,k, décrivent totalement la position de y par
rapport & x. Schmidt suggére d’étudier ’approximation diophantienne en termes
des fonctions ¥;(y,x), j = 1,...,k. Lorsque j = k, on a bien str 9;(y,x) =
d(y, ), et cela correspond au probléme que nous avons étudié. Mais en général, le
probléme du principe de Dirichlet pour %; est largement ouvert. Elio Joseph |13,
théoréme 3.3] a récemment résolu ce probléme dans le cas d = 4, £ = k = 2
et 7 = 1. Moshchevitin |20] a de son c6té commencé I’étude de approximation
diophantienne métrique dans ce cadre. On renvoie & Joseph |13, chapitre 1| pour
une présentation historique détaillée des différents résultats du domaine.

Spectre des exposants Nous avons vu que 'ensemble des valeurs prises par
Pexposant S (x) lorsque = varie dans X,(R) est égal a l'intervalle [W, +o0l.
Plus généralement, il serait intéressant de déterminer l’ensemble des valeurs
qui peuvent étre prises par la famille d’exposants (8;(z))1<k<a lorsque x décrit
X¢(R). La proposition [2{ donne un résultat trés partiel dans cette direction.
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