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Chapitre 7

Transformation de Fourier

7.1 La transformation de Fourier dans S(Rd)

7.1.1 L’espace de Schwartz S(Rd)

De façon classique, la transformée de Fourier est définie sur L1(Rd) par la formule

∀ξ ∈ Rd, f̂ (ξ) = F ( f )(ξ) =
∫ ∞

−∞
f (x)e−ix·ξdx

où x · ξ désigne le produit scalaire usuel dans Rd. Cette théorie classique n’est pas entièrement
satisfaisante : en effet la transormation de Fourier n’est pas une bijection de l’espace L1(Rd) : la
transformée de Fourier d’une fonction intégrable est continue, et donc une fonction intégrable
non continue ne peut pas s’écrire comme la transformée de Fourier d’une fonction intégrable.
Par la formule d’inversion de Fourier cela implique aussi que la tranformée de Fourier d’une
fonction intégrale non continue n’est pas intégrable.
Dans ce chapitre nous allons étendre la tranformation de Fourier à une bijection d’un espace
contenant L1 (et en fait tous les espaces Lp) dans lui même, en utilisant la théorie des distribu-
tions. Pour cela, nous allons définir la transformation de Fourier d’une distribution par dualité,
comme nous l’avons fait pour la multiplication et la dérivée des distributions, en posant :

< FT, ϕ >=< T,F (ϕ) >

pour toute fonction test ϕ. Nous voyons tout de suite que cette définition pose problème : si
ϕ ∈ D(Rd), rien ne permet d’affirmer que F (ϕ) est dans D(Rd). En fait la transformée de
Fourier d’une fonction à support compact non nulle n’est jamais à support compact !
Nous commencerons donc par agrandir l’espace des fonctions test, en introduisant un espace
S(Rd), contenant D(Rd) et strictement inclus dans L1(Rd), et qui est invariant par la trans-
formée de Fourier. Nous allons ensuite étendre la transformation de Fourier par dualité au
dual S ′(Rd) de S(Rd), qui peut-être identifié à un sous-espace strict de D′(Rd). Comme nous
l’avons noté dans des situations analogues, il est intéressant de choisir l’espace S(Rd) le plus
petit possible, pour que son dual S ′(Rd) soit le plus grand possible. Cette approche peut
paraı̂tre paradoxale : pour étendre la transformation de Fourier à un espace plus grand que
L1(Rd), on commence par l’étudier sur un espace plus petit !
Dans cette partie on introduit l’espace S(Rd), puis on étudie la transformation de Fourier
sur cet espace. Pour pouvoir dériver les éléments de S ′, on commence par se restreindre à
C∞(Rd). Dans L1(Rd), une condition suffisante pour que f̂ soit dérivable est que f et x 7→ x f (x)
soient toutes deux intégrables. Plus généralement, pour avoir f̂ de classe C∞, il suffit d’avoir
x 7→ xp f (x) intégrable pour tout p ≥ 0. On veut aussi avoir le même contrôle pour toutes les
dérivées de f . Cela conduit à introduire l’espace de Schwartz.
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Chapitre 7. Transformation de Fourier

Définition 7.1.1. L’espace S = S(Rd), appelé espace de Schwartz, est constitué des fonctions f ∈
C∞(Rd) telles que

∀α, β ∈Nd, ∃Cα,β > 0, ∀x ∈ Rd, |xα∂β f (x)| ≤ Cα,β. (7.1)

L’espace S est naturellement muni d’une structure de C-espace vectoriel (on considère ici des
fonctions à valeurs complexes).

Exemple 7.1.2. 1. C∞
0 (Rd) ⊂ S .

2. Pour z ∈ C avec Re z > 0, la fonction x 7→ e−z|x|2 est dans S .

3. Toutes les fonctions de la forme x 7→ P(x)e−z|x|2 avec z ∈ C, Re z > 0 et P une fonction
polynomiale, sont dans S.

Remarque 7.1.3. Dans la définition 7.1.1, nous aurions pu remplacer (7.1) par la condition

∀α, β ∈Nd, lim
|x|→+∞

|xα∂β f (x)| = 0.

Avant de définir la transformée de Fourier sur S nous donnons encore quelques propriétés de
cet espace. Commençons par le munir d’une topologie. Pour cela on défini les normes

∀N, p ∈N, ∀ϕ ∈ S , qp,N( f ) = sup
x∈Rd

|α|≤N

|(1 + |x|)p∂α ϕ(x)|, qN( f ) = qN,N( f ) (7.2)

et la distance :

d(ϕ, ψ) =
+∞

∑
N=0

1
2N min(qN(ϕ− ψ), 1)

Théorème 7.1.4. Muni de cette distance, S est un espace vectoriel métrique complet.

Nous laissons la démonstration (sans surprise) de ce théorème au lecteur intéressé. Nous avons
alors les propriétés suivantes que nous ne démontrerons pas.

1. Pour tout α ∈Nd, les applications f 7→ xα f et f 7→ ∂α f sont continues de S dans S .

2. Le produit de deux éléments de S est un élément de S (c’est une conséquence de la
formule de Leibniz).

3. L’espace C∞
0 (Rd) est dense dans S .

4. Pour tout 1 ≤ p ≤ +∞, S ⊂ Lp(Rd).

5. Soit (ϕn)n une suite d’éléments de S(Rd) et ϕ ∈ S(Rd). Par la définition de la distance
sur S(Rd), (ϕn)n converge vers ϕ dans S(Rd) quand n tend vers l’infini si et seulement
si

∀p ≥ 0, lim
n→∞

qp(ϕ− ϕn) = 0.

7.1.2 Transformation de Fourier dans S(Rd)

On remarque que, pour f ∈ S , la fonction x 7→ e−ix·ξ f (x) est dans L1(Rd) pour tout ξ ∈ Rd.
La définition qui suit a donc bien un sens.

Définition 7.1.5. Pour f ∈ S , la transformée de Fourier de f , que l’on note f̂ ou F ( f ) est la fonction
définie par

∀ξ ∈ Rd, f̂ (ξ) = F ( f )(ξ) =
∫

Rd
f (x)e−ix·ξdx

où pour x = (x1, . . . , xd) et ξ = (ξ1, . . . , ξd), x · ξ = x1ξ1 + · · · xdξd.
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7.1 La transformation de Fourier dans S(Rd)

Commençons par calculer la transformée de Fourier d’une Gaussienne. Cet exemple est essen-
tiel non seulement dans un cadre théorique pour obtenir la formule d’inversion de Fourier,
mais aussi dans diverses applications, comme dans le calcul des probabilités (voir théorème de
Lévy ou le Théorème Central Limite).

Exemple 7.1.6. Soit λ ∈]0,+∞[. Soit f : x 7→ e−λ|x|2 . Alors f ∈ S et

∀ξ ∈ Rd, f̂ (ξ) =
(π

λ

) d
2

e−
|ξ|2
4λ . (7.3)

Etape 1. On commence par effectuer le calcul dans le cas où d = 1 et z = λ > 0 est réel. Le théorème
de dérivation sous le signe intégral montre que f̂ est de classe C1 sur Rd et

d f̂
dξ

(ξ) =
∫

Rd
−ixe−ixξe−λx2

dx.

L’usage du théorème est justifié par domination à l’aide de la fonction x 7→ e−λx2
qui décroı̂t plus vite à

l’infini que n’importe quel polynôme et en particulier xe−λx2 ∈ L1(Rd).
Comme xe−λx2

= − 1
2λ

d
dx e−λx2

, on a

d f̂
dξ

(ξ) =
i

2λ

∫
Rd

e−ixξ d
dx

e−λx2
dx

et une intégration par parties montre que

d f̂
dξ

(ξ) = − ξ

2λ

∫
Rd

e−ixξe−λx2
dx.

Ainsi f̂ est solution de l’équation différentielle d f̂
dξ = − ξ

2λ f̂ avec comme condition initiale f̂ (0) =∫
Rd e−λx2

dx =
√

π√
λ

. L’unique solution de ce problème de Cauchy est bien

f̂ (ξ) =
√

π√
λ

e−
ξ2
4λ .

Etape 2. On passe au cas où d ≥ 2. Le résultat est alors une conséquence directe du théorème de Fubini :∫
e−ix·ξe−λ|x|2dx =

(∫
e−ix1ξ1e−λx2

1 dx1

)
· · ·
(∫

e−ixdξd e−λx2
d dxd

)
,

ce qui donne, par propriété de morphisme de l’exponentielle, la formule voulue.

Remarque 7.1.7. On peut étendre la formule précédente à l’ouvert Ω = {λ ∈ C, Re λ > 0}, en
utilisant la technique du prolongement analytique.

La formule donnée dans cet exemple se généralise ainsi : soit une matrice réelle symétrique
A ∈ Sd(R) définie positive. Si on considère la densité Gaussienne centrée

∀x ∈ Rd, GA(x) =
1√

(2π)d det(A)
e−

1
2 (A−1x|x),

alors GA ∈ S et on a
∀ξ ∈ Rd, F (GA)(ξ) = e−

1
2 (Aξ|ξ).

Cela s’obtient à partir de la formule que l’on a démontré en diagonalisant A en base ortho-
normée.

Une des propriétés fondamentales de la transformation de Fourier est qu’elle échange mul-
tiplication et dérivation :
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Chapitre 7. Transformation de Fourier

Théorème 7.1.8. Soit f ∈ S . Alors,

1. la fonction F ( f ) est de classe C1 sur Rd et on a, pour tout j ∈ {1, . . . , d},

∀ξ ∈ Rd, ∂ξ jF ( f )(ξ) = F (−ixj f )(ξ). (7.4)

2. Pour tout j ∈ {1, . . . , d},

∀ξ ∈ Rd, F (∂xi f )(ξ) = iξ jF ( f )(ξ). (7.5)

Démonstration. La fonction (x, ξ) 7→ e−ix·ξ f (x) est de classe C1 sur Rd ×Rd et pour tout j ∈
{1, . . . , d},

|∂ξ j(e
−ix·ξ f (x))| = | − ixje−ix·ξ f (x)| = |xj f (x)|

et x 7→ xj f (x) est dans L1(Rd) car f ∈ S . On peut donc appliquer le théorème de dérivation
sous le signe intégral pour obtenir

∂ξ jF ( f )(ξ) =
∫

Rd
∂ξ j(e

−ix·ξ f (x))dx =
∫

Rd
−ixje−ix·ξ f (x)dx

ce qui établit le premier point.
Pour montrer le second point, intégrons pas parties par rapport à xj :∫

R
e−ix·ξ∂xj f (x)dxj =

[
e−ix·ξ f (x)

]xj=+∞

xj=−∞
−
∫

R
(∂xj e

−ix·ξ) f (x)dxj = iξ j

∫
R

e−ix·ξ f (x)dxj

car xj 7→ f (x1, . . . , xj, . . . , xd) tend vers 0 lorsque |xj| → +∞ puisque f ∈ S . Puis, comme
|e−ix·ξ∂xj f (x)| = |∂xj f (x)| et que cette fonction est intégrable sur Rd, de même que x 7→
e−ix·ξ f (x), on peut intégrer l’égalité issue de l’intégration par parties selon les variables autres
que xj pour obtenir, via Fubini,∫

Rd
e−ix·ξ∂xj f (x)dx = iξ j

∫
Rd

e−ix·ξ f (x)dx,

ce qui prouve le second point.

La transformée de Fourier F échange donc dérivation et multiplication par x. Par conséquent,
F échange régularité et décroissance à l’infini : quand nous aurons défini cette transformation
sur un espace plus large de fonctions, nous verrons que plus une fonction est dérivable, plus
sa transformée de Fourier décroı̂t rapidement à l’infini.

La propriété précédente permet en particulier de démontrer l’invariance de S(Rd) par F :

Corollaire 7.1.9. La transformation de Fourier F est une application linéaire continue de S → S .

Démonstration. En itérant le théorème 7.1.8, on obtient que pour tous multiindices α, β, F (g)
est de classe C|β| et

∀ξ ∈ Rd, |ξα∂
β
ξF (g)(ξ)| ≤

∫
Rd
|Dα

x(xβg(x))|dx < +∞.

Ceci implique facilement que F (g) est un élément de S et, en utilisant la formule de Leibniz et
en remarquant que x 7→ 1

(1+|x|)d+1 est intégrable sur Rd :

∀N ≥ 0, ∃CN > 0, qN (F (g)) ≤ CNqN+d+1(g).

Ceci prouve que F (g) ∈ S et que l’application g 7→ F (g) est continue de S dans S par la
formule de Leibniz.
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7.1 La transformation de Fourier dans S(Rd)

7.1.3 Formule d’inversion de Fourier

À l’aide de la transformée de Fourier de la Gaussienne, nous allons maintenant démontrer le
théorème d’inversion de Fourier dans le cadre de la classe de Schwartz.

Théorème 7.1.10. La transformation de Fourier F : S → S est une application linéaire bijective,
continue et d’inverse continu. Son inverse F est donné par

∀g ∈ S , ∀x ∈ Rd, F (g)(x) =
1

(2π)d

∫
Rd

eix·ξ g(ξ)dξ. (7.6)

Remarque 7.1.11. La formule (7.6) peut s’écrire :

∀g ∈ S , ∀x ∈ Rd, F (g)(x) =
1

(2π)dF (g)(−x).

Remarque 7.1.12. Ce théorème montre en particulier que la transformation de Fourier est bien une
bijection de S , comme nous l’avons souhaité lors de sa construction.

Démonstration. Il nous reste à prouver que FFg = g pour tout g ∈ S . Pour cela il faudrait pou-
voir considérer l’intégrale

∫
eix·ξ (∫ e−iy·ξ g(y)dy

)
dξ. Mais, la fonction (y, ξ) 7→ eix·ξe−iy·ξ g(y)

n’appartient pas à L1(Rd
y × Rd

ξ) et on ne peut donc pas intervertir les intégrales par Fubini.
On va procéder par approximation. On remarque que, d’après le théorème de convergence
dominée,

lim
ε→0,ε>0

∫
eix·ξe−ε|ξ|2 ĝ(ξ)dξ = lim

ε→0
Iε =

∫
eix·ξ ĝ(ξ)dξ.

Or, la fonction (y, ξ) 7→ eix·ξe−ε|ξ|2e−iy·ξ g(y) appartient à L1(Rd
y ×Rd

ξ) pour tout ε > 0. On peut
donc lui appliquer le théorème de Fubini et obtenir :

Iε =
∫ (∫

ei(x−y)·ξe−ε|ξ|2dξ

)
g(y)dy.

D’après la formule (7.3), on a

Iε =

(√
π√
ε

)d ∫
e−

|x−y|2
4ε g(y)dy = π

d
2 2d

∫
e−|z|

2
g(x− 2

√
εz)dz.

D’après le théorème de convergence dominée,

lim
ε→0

Iε = π
d
2 2dg(x)

∫
e−|z|

2
dz = (2π)dg(x).

D’où,
∫

eix·ξ ĝ(ξ)dξ = (2π)dg(x) et FF = IdS . On montre de même que FF = IdS .

Il est courant de noter ǧ la fonction x 7→ g(−x). Avec cette notation, la relation d’inversion de
Fourier s’écrit :

FFg = (2π)d ǧ.

7.1.4 Théorème de Plancherel

Passons à présent aux propriétés hilbertiennes de la transformation de Fourier. Le théorème de
Plancherel montre que cette transformation est une isométrie de L2 et donc que lorsque l’on
passe de l’espace classique à l’espace de Fourier on ne “perd” aucune information du point de
vue de l’espace L2.

Théorie des Distributions page 5



Chapitre 7. Transformation de Fourier

Théorème 7.1.13. Soient f et g dans S . On a∫
Rd

f̂ (ξ)g(ξ)dξ =
∫

Rd
f (x)ĝ(x)dx (7.7)

et ∫
Rd

f (x)g(x)dx =
1

(2π)d

∫
Rd

f̂ (ξ)ĝ(ξ)dξ. (7.8)

En particulier pour f = g, ∫
Rd
| f (x)|2dx =

1
(2π)d

∫
Rd
| f̂ (ξ)|2dξ. (7.9)

Démonstration. Le premier point est une application directe de la définition de la transformée
de Fourier et du théorème de Fubini. Les fonctions dans l’intégrale double étant dans S , elles
sont intégrables.
On applique alors (7.7) aux fonctions f et h = 1

(2π)d ĝ pour obtenir

∫
Rd

f̂ (ξ)h(ξ)dξ =
∫

Rd
f (x)ĥ(x)dx.

Par ailleurs, par la formule d’inversion de Fourier,

ĥ(x) =
1

(2π)d

∫
e−ix·ξ ĝ(ξ)dξ =

1
(2π)d

∫
eix·ξ ĝ(ξ)dξ = F ĝ(x) = g(x).

D’où le résultat.
La dernière identité est alors évidente.

7.1.5 Convolution

Voyons à présent comment la transformée de Fourier se comporte vis-à-vis des translations
avant de voir la relation entre produit de convolution et transformée de Fourier.

Proposition 7.1.14. Soit a ∈ Rd. Si τa : x 7→ x + a, alors pour toute f ∈ S , (τa)∗ f = f ◦ τ−a a pour
transformée de Fourier

∀ξ ∈ Rd, F ((τa)∗ f )(ξ) = e−iξ·aF ( f )(ξ).

Réciproquement,

∀ξ ∈ Rd, F (eia·x f )(ξ) = (τa)∗(F ( f ))(ξ) = F ( f )(ξ − a).

Démonstration. Pour le premier point, on effectue le changement de variables z = x − a dans
l’intégrale de Fourier

F ((τa)∗ f )(ξ) =
∫

Rd
e−iξ·x f (x− a)dx =

∫
Rd

e−iξ·(z+a) f (z)dz = e−iξ·aF ( f )(ξ).

Le second point découle directement de la définition de la transformée de Fourier.

Proposition 7.1.15. Soient f et g dans S . Alors f ? g ∈ S et F ( f ? g) = F ( f ) · F (g).
Réciproquement, F ( f · g) = 1

(2π)dF ( f ) ?F (g).

page 6 Théorie des Distributions



7.2 L’espace S ′(Rd) des distributions tempérées

Démonstration. Rappelons tout d’abord la définition du produit de convolution pour deux
fonctions, l’une intégrable et l’autre bornée :

∀ f ∈ L1(Rd), ∀g ∈ L∞(Rd), ∀x ∈ Rd, ( f ? g)(x) =
∫

Rd
f (y)g(x− y)dy.

Cette définition est licite pour f et g dans S . De plus, à y fixé, la fonction x 7→ f (y)g(x− y) est
C∞ et pour tout β ∈ Nd, |∂β

x( f (y)g(x− y))| = | f (y)(∂βg)(x− y)| ≤ C0,β| f (y)| en reprenant les
notations de la définition de S . Or, y 7→ C0,β| f (y)| est intégrable sur Rd, donc par dérivation
sous le signe intégral, f ? g est de classe C∞ et ∂β( f ? g) = f ? (∂βg).
Soit α ∈Nd. Comme xα = (x− y + y)α = ∑γ≤α (

α
γ)(x− y)γyα−γ, on peut écrire

xα∂β( f ? g) = xα f ? (∂βg) = ∑
γ≤α

(
α

γ

)
(xα−γ f ) ? (xγ∂βg)

et cette fonction est dans L∞(Rd). D’où f ? g ∈ S . On peut alors appliquer le théorème de
Fubini à la fonction intégrable (x, y) 7→ f (y)g(x− y) pour obtenir, pour tout ξ ∈ Rd,

F ( f ? g)(ξ) =
∫

Rd

∫
Rd

e−ix·ξ f (y)g(x− y)dydx

=
∫

Rd
e−iy·ξ f (y)

(∫
Rd

e−i(x−y)·ξ g(x− y)dx
)

dy

= F ( f )(ξ)F (g)(ξ).

On a donc obtenu le premier point. Pour le second nous allons utiliser la transformée de Fourier
inverse. On applique le premier point à ϕ = F ( f ) et ψ = F (g). Alors, ϕ̂ = (2π)d f̌ et ψ̂ =
(2π)d ǧ d’où :

F (ϕψ)(x) = F ( f̂ · ĝ)(x) = F (F ( f ? g))(x) = (2π)d( f ? g)(−x).

En appliquant la transformation de Fourier aux deux membres de cette égalité, on obtient le
second point.

7.2 L’espace S ′(Rd) des distributions tempérées

Pour pouvoir définir la transformée de Fourier d’une fonction, il nous a fallu contrôler sa
croissance à l’infini. C’est la cas pour une fonction dans L1(Rd) ou dans S . Par contre, il n’est
pas possible de définir cette transformée pour une fonction seulement localement intégrable. Il
en résulte que par dualité, nous n’allons pas pouvoir définir la transformée de Fourier sur tout
D′(Rd) mais seulement sur l’un de ses sous-espaces, celui des distributions dites tempérées.

Définition 7.2.1. Une distribution tempérée est une forme linéaire continue sur S , c’est à dire telle que
pour toute suite de (ϕn)n de S(Rd), pour tout ϕ ∈ S(Rd),

lim
n

ϕn = ϕ dans S(Rd) =⇒ lim
n→∞

< T, ϕn >=< T, ϕ > .

Proposition 7.2.2. Soit T une forme linéaire sur S(Rd). Alors T est une distribution tempérée si et
seulement si

∃k, l ∈N, ∃C > 0, ∀ϕ ∈ S , |〈T, ϕ〉| ≤ C ∑
|α|≤k,|β|≤l

pα,β(ϕ) (7.10)

où les pα,β sont définies en (7.2). On note S ′(Rd) l’espace des distributions tempérées.
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Remarque 7.2.3. Comme C∞
0 (Rd) ⊂ S , toute distribution tempérée T ∈ S ′(Rd) définit par restriction

une forme linéaire sur C∞
0 (Rd). Cette forme linéaire est bien dans D′(Rd) puisque pour tout compact

K, pour tous α, β ∈ Nd, il existe CK,α > 0 telle que, pour toute fonction test ϕ ∈ C∞
0 (Rd) à support

dans K, pα,β(ϕ) ≤ CK,α supK |∂β ϕ|.
De plus, cette identification à un élément de D′(Rd) est licite car l’application T 7→ T|C∞

0 (Rd) est
injective car si T|C∞

0 (Rd), alors T = 0 sur S par densité de C∞
0 (Rd) dans S . On a donc

S ′(Rd) ⊂ D′(Rd).

Exemple 7.2.4. 1. Pour tout p ∈ [1,+∞], la distribution Tf définie par une fonction f ∈ Lp(Rd)

est un élément de S ′(Rd). C’est une conséquence de l’inégalité de Hölder.

2. Toute fonction continue à croissance polynomiale définit une distribution tempérée sur Rd.

3. Soit (ak)k∈Z une suite à croissance polynomiale, i.e. telle qu’il existe p ≥ 0, ak = O(|k|p)
lorsque k tend vers l’infini. Alors la distribution sur R,

T = ∑
k∈Z

akδk

est tempérée. En effet, il existe C > 0 et p ≥ 0 tels que pour tout k ∈ Z, |ak| ≤ C(1 + |k|2p).
Alors, si ϕ ∈ S(R),

|〈T, ϕ〉| ≤ ∑
k∈Z

|ak||ϕ(k)| ≤ C ∑
k∈Z

(1 + k2p)|ϕ(k)|

≤ C ∑
k∈Z

1
1 + k2 (1 + k2 + k2p + k2p+2)|ϕ(k)|

≤ C ∑
k∈Z

1
1 + k2 ∑

i≤2p+2
pi,0(ϕ)

et C′ = C ∑k∈Z
1

1+k2 < +∞.

4. La distribution définie par la fonction localement intégrable sur R, x 7→ ex n’est pas tempérée.
En effet, soit ψ ∈ C∞

0 (R) à support dans [0, 2] et valant 1 sur [ 1
2 , 1]. Pour j ≥ 1 et x ∈ R, on

pose ϕj(x) = e−
x
2 ψ
(

x
j

)
. Alors ϕj ∈ C∞

0 (R) ⊂ S . Pour tous α, β ∈N, et x ∈ R,

|xα ϕ
(β)
j (x)| =

∣∣∣∣∣ β

∑
γ=0

(
β

γ

)(
−1

2

)γ

xαe−
x
2

1
jβ−γ

ψ(β−γ)

(
x
j

)∣∣∣∣∣
≤ Cα,β sup

x≥0
xαe−

x
2

β

∑
γ=0

sup
x∈R

|ψ(β−γ)(x)| := Mα,β.

Or,

〈Te· , ϕj〉 =
∫ 2j

0
exe−

x
2 ψ

(
x
j

)
dx ≥

∫ j

j
2

e
x
2 dx = 2e

j
2 (e

j
2 − 1) −−−→

j→+∞
+∞.

Donc Te· n’est pas tempérée.
De même, pour tout ε > 0, x 7→ eε|x| /∈ S ′(Rd).

5. Toutefois, pour appartenir à S ′(Rd), il n’est pas nécessaire d’être majoré par un polynôme. Soit
pour x ∈ R, f (x) = exeiex

. Alors | f (x)| = ex, mais f (x) = 1
i

d
dx eiex

et∫
f (x)ϕ(x) dx =

∫ 1
i

d
dx

(
eiex
)

ϕ(x) dx = −
∫

eiex
ϕ′(x) dx,
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7.3 Transformation de Fourier dans S ′(Rd)

par une intégration par parties élémentaire. On en déduit∣∣∣∣∫ f (x)ϕ(x) dx
∣∣∣∣ ≤ sup

x
|ϕ′(x)|,

ce qui montre que f définit bien une dérivation tempérée. Intuitivement, ce sont les oscillations
rapides de la fonction qui compensent le comportement exponentiel (donc non tempéré) du mo-
dule de la fonction.

Une dernière classe importante d’exemples est donnée par les distributions à support compact.
On rappelle qu’une telle distribution définit une forme linéaire continue sur l’espace E(Rd) des
fonctions C∞.

Proposition 7.2.5. Soit T ∈ E ′(Rd). Alors la restriction de T à S(Rd) est une distribution tempérée.

Démonstration. Il est évident que cette restriction est linéaire sur S(Rd). Il reste à vérifier la
continuité. Cette dernière découle immédiatement de la continuité de l’injection de S(Rd) dans
E(Rd) : si (ϕn)n est une suite de fonctions dans S(Rd) qui converge vers ϕ dans S(Rd), alors
(ϕn)n converge également vers ϕ dans E(Rd).

Voyons à présent les liens entre opérations sur les distributions et distributions tempérées.

Proposition 7.2.6. Soit T ∈ S ′(Rd).
1. Pour tout j ∈ {1, . . . , d}, ∂xj T et xjT sont dans S ′(Rd). Donc, si P est un polynôme sur Rd et

α ∈Nd, P∂αT ∈ S ′(Rd).
2. Soit f une fonction C∞ à croissance polynomiale ainsi que toutes ses dérivées i.e.

∀α ∈Nd, ∃C > 0, ∃N > 0, ∀x ∈ Rd, |∂α
x f (x)| ≤ C(1 + |x|)N .

Alors f T ∈ S ′(Rd).

Nous terminons cette section par la définition de la notion de convergence dans S ′(Rd).

Définition 7.2.7. On dit qu’une suite (Tn)n∈N de distributions tempérées converge vers T ∈ S ′(Rd)
lorsque :

∀ϕ ∈ S(Rd), 〈Tn, ϕ〉 −−−−→
n→+∞

〈T, ϕ〉.

Tout comme dans D′(Rd), la convergence est compatible avec les opérations de dérivation et
de multiplication par une fonction C∞ à croissance polynomiale ainsi que toutes ses dérivées.
En revanche, on prendra bien garde au fait que la convergence au sens des distributions n’im-
plique pas la convergence au sens des distributions tempérées. Par exemple, si ψ ∈ C∞

0 (Rd) est
non nulle et fn est définie par

fn(x) = ψ(x− n)en4

est telle que Tfn tend vers 0 dans D′(Rd), mais n’a pas de limite dans S ′(Rd). Remarquons
qu’elle tend aussi vers 0 dans C∞(Rd) (mais bien sûr ni dans C∞

0 (Rd) ni dans S(Rd).

7.3 Transformation de Fourier dans S ′(Rd)

7.3.1 Définition et propriétés

Nous avons déjà démontré au théorème 7.1.13 que pour toute paire de fonctions f et g dans
S(Rd), ∫

Rd
F ( f )(ξ)g(ξ)dξ =

∫
Rd

f (x)F (g)(x)dx. (7.11)

Cette identité nous suggère de définir de manière analogue la transformée de Fourier d’une
distribution tempérée.
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Définition 7.3.1. Soit T ∈ S ′(Rd). La transformée de Fourier de T, notéeF (T) ou T̂ est la distribution
tempérée définie sur S(Rd) par :

∀ϕ ∈ S(Rd), 〈F (T), ϕ〉 = 〈T,F (ϕ)〉.

Le fait que la transformation de Fourier soit une distribution tempérée découle du fait de F
est une application continue de S(Rd) dans S(Rd) : si limn ϕn = ϕ dans S(Rd), alors limn ϕ̂n =
ϕ̂ dans S(Rd). Donc

lim
n

< F (T), ϕn >= lim
n

< T, ϕ̂n >=< T, ϕ̂ >=< F (T), ϕ > .

D’après (7.11), la transformée de Fourier dans S ′(Rd) coı̈ncide avec celle dans S(Rd) pour une
distribution tempérée de la forme Tf avec f ∈ S(Rd).

On définit de manière analogue la transformation F .

Appliquer la transformée de Fourier à une distribution tempérée revient à l’appliquer à des
fonctions tests dans S(Rd). Il est donc naturel que toutes les propriétés de la transformée de
Fourier dans S(Rd) se transposent au cadre des distributions dans S ′(Rd).

Théorème 7.3.2. La transformation de Fourier F : S ′(Rd) → S ′(Rd) est une application linéaire,
continue, bijective et de réciproque continue. De plus, F−1 = F .

Démonstration. La transformation de Fourier est bien sûr linéaire.
Le caractère bijectif de la transformation de Fourier et la formule d’inversion de Fourier

dans S ′ sont conséquences du théorème 7.1.10. En effet, on a, pour toute T ∈ S ′(Rd) et toute
ϕ ∈ S(Rd),

〈FFT, ϕ〉 = 〈FT,F (ϕ)〉 = 〈T,FF (ϕ)〉 = 〈T, ϕ〉.

Donc FFT = T. Puis, si (Tn)n≥0 converge vers T dans S ′(Rd), alors

〈FTn, ϕ〉 = 〈Tn,F ϕ〉 −−−−→
n→+∞

〈T,F ϕ〉 = 〈FT, ϕ〉,

ce qui montre que F (Tn) converge vers F (T) dans S ′, et donc que F est une application conti-
nue de S ′ dans lui-même. De même pour F , la réciproque de F .

Proposition 7.3.3. Soit T ∈ S ′(Rd). On a :

1. FFT = (2π)dŤ, où pour toute ϕ ∈ S , 〈Ť, ϕ〉 = 〈T, ϕ̌〉 et ϕ̌(x) = ϕ(−x) pour tout x ∈ Rd.

2. Pour tout j ∈ {1, . . . , d}, F (∂xj T) = iξ jFT.

3. Pour tout j ∈ {1, . . . , d}, F (xjT) = i∂ξ jFT.

4. Pour tout a ∈ Rd, en notant τa : x 7→ x + a, F (T ◦ τa) = eia·ξFT.

5. Pour tout a ∈ Rd, F (e−ia·xT) = (FT) ◦ τa.

Démonstration. Le premier point est une conséquence immédiate du théorème 7.3.2. Les deu-
xièmes et troisièmes points sont directement obtenus à partir des résultats du théorème 7.1.8.
Les quatrièmes et cinquièmes points sont une conséquence de la proposition 7.1.14.

Pour le moment, nous ne traduisons pas dans S ′(Rd) les relations entre transformée de Fourier
et convolution données dans S(Rd).

Exemple 7.3.4. 1. On a Fδ0 = 1. En effet,

∀ϕ ∈ S , 〈Fδ0, ϕ〉 = 〈δ0,F ϕ〉 = (F ϕ)(0) =
∫

ϕ(x)dx = 〈1, ϕ〉.
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2. En combinant avec la translation τa, on obtient, pour tout a ∈ Rd et tout ξ ∈ Rd, (Fδa)(ξ) =
e−iξ·a.

3. On a F1 = (2π)dδ0. En effet, F1 = FFδ0 = (2π)dδ̌0 = (2π)dδ0.

4. Soient α ∈Nd, a ∈ Rd et ξ ∈ Rd. Alors :

(F∂αδ0)(ξ) = (iξ)α et (F∂αδa)(ξ) = (iξ)αe−iξ·a.

Cela découle directement de la proposition 7.3.3.

5. Soit T = vp
( 1

x

)
. Montrons tout d’abord que T ∈ S ′(R). Pour cela, on écrit

vp
(

1
x

)
= V1 + V2,

où les distributions V1 et V2 sont définies par

< V1, ϕ >= lim
ε→0

∫
ε≤|x|≤1

1
x

ϕ(x) dx et < V2, ϕ >=
∫
|x|>1

1
x

ϕ(x) dx.

La distribution V1 est à support compact, donc dans S ′(R). La distribution V2 est Tf , où f (x) =
11|x|≥1

1
x . Puisque f est dans L2(R), on en déduit V2 ∈ S ′(R). Comme S ′ est un espace vectoriel,

on en déduit vp
( 1

x

)
∈ S ′(R).

Donc, T ∈ S ′(R). Calculons alors T̂. On part de l’égalité xT = 1. Alors, F (xT) = 2πδ0 soit
encore i∂ξ T̂ = 2πδ0. Par intégration, si H désigne la distribution de Heaviside, il existe C ∈ R,
T̂ = −2iπH + C. Or, comme T est impaire, T̂ aussi et −2iπ + C = −C soit encore C = iπ.
On obtient donc

Fvp
(

1
x

)
= −2iπH + iπ.

6. On reprend les notations de l’exemple précédent. Alors, FFT = 2πŤ = −2πvp
( 1

x

)
. Donc,

−2iπFH + iπ2πδ0 = −2πvp
( 1

x

)
. On en déduit que

FH = −ivp
(

1
x

)
+ πδ0.

7.3.2 Retour sur la transformation de Fourier dans L1 et dans L2

On fait ici le lien entre la transformation de Fourier au sens des distributions et la théorie
classique de la transformation de Fourier.

Théorème 7.3.5. Soit f ∈ L1(Rd), et f̂ sa transformée de Fourier au sens classique :

f̂ (ξ) =
∫

Rd
e−ix·ξ f (x) dx.

Alors
F (Tf ) = T f̂ .

Remarque 7.3.6. Dans le théorème précédent, F (Tf ) désigne la transformée de Fourier au sens de
S ′(Rd) de l’élément Tf de S ′(Rd). Le théorème signifie que la transformation de Fourier au sens clas-
sique et la transformée de Fourier au sens des distributions coı̈ncident.
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Démonstration. Remarquons que f̂ est une fonction continue et bornée, donc T f̂ est bien un
élément de S ′(Rd).

Soit ϕ ∈ S(Rd). Alors

< T f̂ , ϕ >=
∫

Rd
f̂ (ξ)ϕ(ξ)dξ =

∫
Rd

∫
Rd

e−ix·ξ f (x)dxϕ(ξ)dξ.

La fonction (x, ξ) 7→ f (x)ϕ(ξ) est intégrable sur R2d. Par le théorème de Fubini,

< T f̂ , ϕ >=
∫

Rd
f (x)

∫
Rd

e−ix·ξ ϕ(ξ)dξdx =
〈

Tf , ϕ̂
〉
=
〈
F (Tf ), ϕ

〉
,

ce qui montre le résultat annoncé.

On passe maintenant à l’étude de la transformation de Fourier dans L2. On rappelle que
les éléments de L2 définissent des distributions tempérées, et donc que leur transformation de
Fourier est bien définie.

Théorème 7.3.7 (Théorème de Plancherel). Soit f ∈ L2(Rd). Alors il existe g ∈ L2(Rd) telle que
F (Tf ) = Tg. De plus,

‖ f ‖L2 =
1

(2π)d/2 ‖g‖L2 .

En pratique, on identifie f à Tf , Tg à g et on note donc g = f̂ . Avec ces conventions, le
théorème précédent s’énonce alors :

“Soit f ∈ L2(Rd). Alors sa transformée de Fourier f̂ est dans L2(Rd) et ‖ f ‖L2 = 1
(2π)d/2 ‖ f̂ ‖L2 .”

Démonstration. Soit ϕ ∈ S . Alors〈
F (Tf ), ϕ

〉
=
∫

f (x)ϕ̂(x)dx

et donc, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, puis le théorème de Plancherel dans S(Rd) :∣∣〈F (Tf ), ϕ
〉∣∣ ≤ ‖ f ‖L2‖ϕ̂‖L2 ≤ (2π)d/2‖ f ‖L2‖ϕ‖L2 .

La forme linéaire ϕ 7→
〈
F (Tf ), ϕ

〉
, définie sur S(Rd), est donc continue pour la topologie

de L2. Puisque S est dense dans L2, on peut la prolonger de manière unique en une forme
linéaire continue sur L2, dont la norme d’opérateur est au plus (2π)d/2‖ f ‖L2 . Par le théorème
de représentation de Riesz, il existe un unique g ∈ L2(Rd) tel que

∀ϕ ∈ S(Rd),
〈
F (Tf ), ϕ

〉
=
∫

Rd
g(x)ϕ(x)dx.

On a donc montré F (Tf ) = Tg. Le raisonnement précédent montre aussi l’inégalité : ‖g‖L2 ≤
(2π)d/2‖ f ‖L2 . En appliquant ce résultat à la fonction g, on obtient qu’il existe h ∈ L2 tel que
F (Tg) = Th et ‖h‖L2 ≤ (2π)d/2‖g‖L2 . Par le théorème d’inversion de Fourier dans S ′, on a en
fait h(x) = (2π)d f (−x), et l’inégalité précédente s’écrit : (2π)d‖ f ‖L2 ≤ (2π)d/2‖g‖L2 , ce qui
termine la preuve.

Exercice 7.3.8. Calculer la transformation de Fourier de 11[−1,+1]. En déduire

∫
R

(
sin x

x

)2

dx.
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7.3.3 Transformée de Fourier des distributions à support compact

On rappelle que E ′(Rd) ⊂ S ′(Rd). Nous pouvons donc voir ce que l’on obtient lorsque l’on
applique la transformée de Fourier à une distribution à support compact. La décroissance à
l’infini étant maximale pour une telle distribution, on s’attend à obtenir une régularité maxi-
male.

Théorème 7.3.9. Soit T ∈ E ′(Rd). Soit eξ : x 7→ eiξ·x de classe C∞ sur Rd. La distribution tempérée
FT est la distribution associée à la fonction ξ 7→ 〈T, e−ξ〉. Cette fonction, notée ξ 7→ FT(ξ) est de
classe C∞ sur Rd et est à croissance polynomiale ainsi que toutes ses dérivées.

La démonstration utilise des résultats de dérivation et d’intégration sous le crochet.
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Chapitre 8

Exemples d’équations aux dérivées
partielles

Dans ce chapitre, on donne deux exemples d’étude d’équations aux dérivées partielles par
la théorie des distributions et la transformation de Fourier. La première partie du chapitre est
consacrée à l’équation elliptique −∆u + u = f , la deuxième partie à l’équation de la chaleur.

8.1 Étude d’une équation elliptique

8.1.1 Résolution de l’équation par la transformation de Fourier

On considère l’équation
(1− ∆)u = f , x ∈ Rd. (8.1)

Le symbole ∆ désigne le laplacien sur Rd :

∆ =
d

∑
j=1

∂2

(∂xj)2 .

Le second membre f est donné dans S ′(Rd). L’inconnue est la distribution u. On a alors le
résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théorème 8.1.1. Soit f ∈ S ′(Rd). Alors il existe une unique solution u ∈ S ′(Rd) de l’équation (8.1)
au sens des distributions.

Remarque 8.1.2. La condition u ∈ S ′(Rd) doit être vue comme une restriction sur la croissance de
u à l’infini. Elle est importante pour l’unicité de la solution. Par exemple, lorsque d = 1, et f = 0,
l’équation devient

−u′′ + u = 0.

L’ensemble des solutions de cette équation dans C2 est un espace vectoriel de dimension 2, qui a une base
formée des deux fonctions x 7→ ex et x 7→ e−x. Le seul élément de cet espace vectoriel qui est également
dans S ′(R) est la fonction constante nulle.

Démonstration. On prend la tranformée de Fourier des deux membres de l’équation (8.1). On
voit que cette équation est équivalente à :

(1 + |ξ|2)û = f̂ , (8.2)
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où

|ξ|2 =
d

∑
j=1

ξ2
j .

La fonction C∞ ξ 7→ 1
1+|ξ|2 est à croissance lente à l’infini. La multiplication par cette fonction

est donc une application continue sur S ′(Rd). En multipliant l’équation (8.2) par cette fonction,
on voit que (8.1) est équivalente à l’équation :

û =
1

(1 + |ξ|2) f̂ ,

ce qui montre l’existence et l’unicité de la solution. On a aussi obtenue une formule pour cette
solution :

u = F
(

1
(1 + |ξ|2) f̂

)
,

où F est la transformation de Fourier inverse sur Rd.

Remarque 8.1.3. La méthode de résolution précédente fonctionne pour toute équation aux dérivées
partielles de la forme :

P
(

1
i

∂

∂x1
, . . . ,

1
i

∂

∂xd

)
u = f ,

où P(ξ1, . . . , ξd) est un polynôme de d variable qui vérifie ;

∀ξ ∈ Rd, P(ξ) 6= 0.

Exemple 8.1.4. Lorsque f est la fonction constante égale à C, l’unique solution de (8.1) dans S ′ est la
fonction constante égale à C.

Plus généralement, si f = xα, on a f̂ = i|α|(2π)d∂α
ξ δ0. La solution u de l’équation (8.1) vérifie donc

û =
i|α|

(2π)d(1 + |ξ|2)∂α
ξ δ0.

Avec la formule de Leibniz, on peut montrer que 1
(1+|ξ|2)∂α

ξ δ0 est une combinaison linéaire de ∂
β
ξ δ0,

β ≤ α, le coefficient de ∂α
ξ étant i|α|

(2π)d . Donc u est une fonction polynôme de d variables, dont le terme
de plus haut degré est xα.

Exemple 8.1.5. On suppose maintenant d = 1 et f = δ0. La restriction de u à ]0,+∞[ et à ]−∞, 0[
est donc solution de −u′′ + u = 0. En résolvant l’équation sur ces deux intervalles, on obtient :

u(x) =
1
2

(
ex11]−∞,0[ + e−x11]0,+∞[

)
.

On dit que u est la solution élémentaire de l’équation (8.1).

Exemple 8.1.6. Lorsque d = 1 et f est la fonction de Heaviside 11]0,+∞[, on obtient (en intégrant par
exemple la solution obtenue dans l’exemple précédent) :

u(x) =
1
2

(
ex11]−∞,0[ − e−x11]0,+∞[

)
+ 11]0,+∞[.

Dans les deux exemples précédents, la solution u est plus régulière que le second membre
f . Dans l’exemple 8.1.5, le second membre est la distribution δ0, qui n’est pas une fonction,
alors que la solution est une fonction continue. Dans l’exemple 8.1.6, le second membre est une
fonction non-continue, la solution est une fonction de classe C1. Ce gain de régularité est en fait
une propriété fondamentale de l’équation (8.1). On peut le mesurer dans une classe d’espace
de Hilbert, qui sont un cas particulier des espaces de Sobolev.
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8.2 Espaces de Sobolev

Définition 8.2.1. Soit s ∈ R. L’espace de Sobolev Hs(Rd) est l’ensemble des éléments u de S ′(Rd) tels
que (1 + |ξ|2) s

2 û ∈ L2(Rd), muni de la norme

‖u‖Hs =

(∫
Rd

(
1 + |ξ|2

)s |û(ξ)|2dξ

) 1
2

.

Proposition 8.2.2. L’espace Hs est un espace de Hilbert.

Démonstration. L’espace Hs, muni du produit scalaire

(u, v)Hs = Re
∫

Rd

(
1 + |ξ|2

)s
û(ξ)v̂(ξ)dξ

est bien un espace pré-hilbertien. L’espace Hs est isométrique à L2(Rd), l’application

u 7→
(
1 + |ξ|2

)s/2
û(ξ)

étant, d’après le théorème de Plancherel et à une constante multiplicative près, une isométrie
de Hs dans L2. La complétude de Hs découle alors de la complétude de L2.

Le paramètre s ∈ R mesure la régularité des éléments de Hs. On a :

s < σ =⇒ Hσ(Rd) ⊂ Hs(Rd).

Lorsque s est entier, l’espace Hs est l’ensemble des éléments de L2 dont toutes les dérivées
d’ordre au plus s sont également dans L2 :

Théorème 8.2.3. Supposons s ∈N∗. Alors

Hs
(

Rd
)
=
{

u ∈ L2(Rd), α ∈Nd, |α| ≤ s⇒ ∂α
xu ∈ L2

}
.

Démonstration. Supposons d’abord u ∈ Hs(Rd). Soit α ∈Nd tel que |α| ≤ s. On a alors

∀ξ ∈ Rd, |ξα| =
∣∣∣∣∣ d

∏
j=1

ξ
αj
j

∣∣∣∣∣ ≤ |ξ||α| ≤ |ξ|s + 1.

(Pour montrer la dernière inégalité, distinguer les cas |ξ| ≤ 1 et |ξ| ≥ 1). En utilisant ∂̂α
xu =

(iξ)αû, on obtient :∫
Rd

∣∣∣∂̂α
xu(ξ)

∣∣∣2 dξ =
∫

Rd
|ξαû(ξ)|2 dξ ≤ C

∫
Rd

(1 + |ξ|s)2 |û(ξ)|2dξ.

On a montré ∂̂α
xu ∈ L2(Rd), et donc, par le théorème de Plancherel 7.3.7, ∂α

xu ∈ L2(Rd).

Réciproquement, supposons ∂α
xu ∈ L2(Rd) pour tout α ∈ Nd tel que |α| ≤ s. En utilisant

l’inégalité :

∀(aj)0≤j≤d ∈ Rd+1
+ ,

(
d

∑
j=0

aj

)s/2

≤ (d + 1)s/2 sup
0≤j≤d

as/2
j ≤ (d + 1)s/2

d

∑
j=0

as/2
j ,

on obtient (
|ξ|2 + 1

)s/2
=

(
1 +

d

∑
j=1
|ξ j|2

)s/2

≤ (d + 1)s/2

(
1 +

d

∑
j=1
|ξ j|s

)
,

et un raisonnement analogue à celui du précédent montre que u est dans Hs.
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Le théorème suivant est un cas particulier des injections de Sobolev.

Théorème 8.2.4. Si s > d
2 + k, alors Hs(Rd) ⊂ Ck(Rd). De plus, u ainsi que toutes ses dérivées

d’ordre inférieur ou égal à s sont bornées et tendent vers 0 à l’infini.

Ainsi, un élément de L2(Rd) dont les dérivées jusqu’à l’ordre N sont dans L2(Rd), où N >
d/2 + k, est en fait de classe Ck.

Démonstration. Soit u ∈ Hs(Rd) avec s > d
2 . On a

û(ξ) = (1 + |ξ|)−s/2(1 + |ξ|)s/2û(ξ). (8.3)

Or ξ 7→ (1 + |ξ|)s/2û (car u ∈ Hs) et ξ 7→ (1 + |ξ|)−s/2 ∈ L2(Rd). Ce dernier point se démontre
aisément en passant en coordonnées polaires, ou en utilisant l’inégalité :

(1 + |ξ|)−s/2 ≤
d

∏
j=1

(1 + |ξ j|)−s/2d,

puis par Fubini-Tonelli :∫
Rd
(1 + |ξ|)−s/2dξ ≤

∫
Rd

d

∏
j=1

(1 + |ξ j|)−
s

2d dξ ≤
d

∏
j=1

∫
R
(1 + |ξ j|)−

s
2d dξ j,

qui donne bien une quantité finie par le critére de Riemann, car s
2d > 1.

En revenant à (8.3), on obtient par Cauchy-Schwarz, û ∈ L1(Rd). La transformation de Fourier
inverse montre alors que u est continue, bornée, et tend vers 0 à l’infini.
On a montré la conclusion du théorème lorsque k = 0. Le cas général s’en déduit en appliquant
le cas k = 0 à ∂α

xu, |α| ≤ k.

Les deux théorèmes précédents concerne des indices s positifs, pour lesquels Hs est inclus
dans L2. Lorsque s < 0, Hs comprend des éléments qui ne sont pas des fonctions. La masse de
Dirac est un exemple de distribution tempérée, n’appartenant pas à L1

loc est qui est dans des
espaces de Sobolev d’indices négatifs :

δ0 ∈ Hs(Rd) ⇐⇒ s < −d/2.

La proposition suivante, qui exprime, pour les solutions de l’équation (8.1), un gain de
régularité de 2 dérivées sur l’échelle des espaces de Sobolev, découle immédiatement de la
définition de ces espaces.

Proposition 8.2.5. Soit f ∈ Hs(Rd) et u ∈ S ′(Rd) la solution de l’équation elliptique (8.1). Alors
u ∈ Hs+2(Rd).

8.3 Introduction rapide à l’équation de la chaleur

On s’intéresse maintenant à l’équation de la chaleur :{
∂tu = ∆u, t > 0, x ∈ Rd

u�t=0 = u0.
(8.4)

L’inconnue u est définie sur [0, ∞[×Rd, et on note (t, x) la variable dans [0, ∞[×Rd, avec t ≥ 0,
x ∈ Rd. Le symbole ∆ désigne le laplacien (ou opérateur de Laplace) par rapport à la variable
x :

∆ =
d

∑
j=1

(
∂

∂xj

)2

.

page 18 Théorie des Distributions
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La variable t s’interprète comme une variable de temps, la variable x comme une variable d’es-
pace. La fonction (ou distribution) u0, définie sur Rd, est donnée. C’est la condition initiale de
u à t = 0. L’équation de la chaleur (8.4) est une équation d’évolution qui détermine, à partir
de la condition initiale u0, l’état du système pour tout temps positif. Elle modélise l’évolution
de la température dans l’espace en l’absence de source de chaleur extérieure, mais également
de nombreux processus de diffusion. Elle apparaı̂t notamment (ainsi que ses variantes plus
compliquées) dans l’étude du mouvement brownien et en finances mathématiques pour la
modélisation des options.

Nous commencerons par faire un calcul formel (c’est à dire sans aucune justification rigou-
reuse) pour obtenir deux expressions simples de la solution. 1 Nous montrerons ensuite que ces
expressions simples donnent bien, dans certains cas, des solutions de (8.4).

8.3.1 Calcul formel

On notera f̂ la transformation de Fourier par rapport à la variable d’espace x. En particulier,
si t ≥ 0, û(t) est la transformée de Fourier de la fonction x 7→ u(t, x). En prenant (formellement,
comme annoncé), la transformée de Fourier de l’équation (8.4) on obtient :{

∂tû(t, ξ) = −|ξ|2û(t, ξ), t > 0, x ∈ Rd

û�t=0(ξ) = û0(ξ).
(8.5)

L’équation précédente peut-être vue comme une famille d’équations différentielles ordinaires
linéaires, dépendant du paramètre ξ. On résout chacune de ces équations, ce qui donne

û(t) = e−t|ξ|2 û0. (8.6)

Remarquons que (8.6) a un sens pour tout t > 0, dès que u0 ∈ S ′(Rd). En supposant que l’on
peut utiliser la tranformation de Fourier inverse, à t > 0 fixé (il suffit pour cela que e−t|ξ|2 û0 soit
intégrable), on obtient :

u(t, x) =
1

(2π)d

∫
eix·ξ û(t, ξ)dξ =

1
(2π)d

∫
eix·ξ−t|ξ|2 û0(ξ)dξ.

En utilisant la définition intégrale de la transformation de Fourier de u0 (ce qui n’est pos-
sible, a priori, que si u0 ∈ L1(Rd) mais rappelons que nous ne faisons qu’un calcul formel
préliminaire), on obtient :

u(t, x) =
1

(2π)d

∫∫
ei(x−y)·ξ−t|ξ|2 u0(y)dydξ.

En inversant l’ordre d’intégration :

u(t, x) =
1

(2π)d

∫
u0(y)

∫
ei(x−y)·ξ−t|ξ|2dξdy.

L’intégrale
∫

ei(x−y)·ξ−t|ξ|2dξ est la transformée de Fourier de la gaussienne ξ 7→ e−t|ξ|2 , prise au
point y− x. Nous avons calculé cette transformée de Fourier en §7.1.2 (cf (7.3)) :∫

u0(y)
∫

ei(x−y)·ξ−t|ξ|2dξ =
(π

t

) d
2

e−
|x−y|2

4t .

On en déduit la formule :

u(t, x) =
1

(2
√

πt)d

∫
u0(y)e−

|x−y|2
4t dy. (8.7)

1. Prudence : l’article définie “la” sous-entend que la solution de (8.4) est unique, ce que nous n’avons pas
démontré, et est faux en toute généralité
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Exemple 8.3.1. Les deux formules (8.6) et (8.7) donne u(t, x) = C lorsque u0 est la fonction constante
égale à C.

On justifie maintenant les calculs formels précédents.

8.3.2 Solution au sens des distributions

Soit u0 ∈ S ′(Rd) et pour tout t, û(t) défini par (8.6). En d’autres termes, en notant F la
transformée de Fourier inverse sur Rd,

u(t) = F
(

e−t|ξ|2 û0

)
. (8.8)

On peut identifier u à une distribution sur (0, ∞)×Rd en posant, pour ϕ ∈ C∞
0 (Rd),

< u, ϕ >=
∫ ∞

0

〈
F
(

e−t|ξ|2 û0

)
, ϕ
〉

dt =
∫ ∞

0

〈
e−t|ξ|2 û0,F ϕ

〉
dt,

où les crochets 〈·, 〉 désignent dans le membre de gauche de l’égalité, la dualité

D′(]0,+∞[×Rd), D(]0,+∞[×Rd),

et dans les deux autres membres, la dualité entre S ′(Rd) et S(Rd). On montre facilement, en
utilisant que u0 est un élément de S ′(Rd), que cette formule définit bien une distribution.

Théorème 8.3.2. La distribution u(t) définie par (8.8) vérifie l’équation de la chaleur ∂tu = ∆u au
sens des distributions sur (0, ∞)×Rd. De plus,

lim
t→0+

u(t) = u0

dans S ′(Rd).

Remarque 8.3.3. La limite annoncée dans le théorème signifie simplement que

∀ϕ ∈ S(Rd), lim
t→0+
〈u(t), ϕ〉 = 〈u0, ϕ〉 . (8.9)

Remarque 8.3.4. Le théorème montre l’existence de la solution. On peut aussi démontrer, avec des hy-
pothèses convenables, un théorème d’unicité de la solution dans S ′. Nous n’aborderons pas de problème
(pourtant très important !) ici.

Démonstration. On commence par montrer (8.9) Soit ϕ ∈ S(Rd). Alors

〈u(t), ϕ〉 =
〈

û0, e−t|ξ|2F ϕ
〉

.

On montre
lim

t→0+
e−t|ξ|2F ϕ = F ϕ dans S(Rd). (8.10)

En effet, notons ψ = F ϕ. Par la formule de Leibniz, pour tout multi-indice α,

∂α
ξ

(
e−t|ξ|2 ψ(ξ)− ψ(ξ)

)
=
(

e−t|ξ|2 − 1
)

∂α
ξ ψ(ξ) + ∑

α<β

(
α

β

)
∂

α−β
ξ

(
e−t|ξ|2

)
∂

β
ξ ψ(ξ).

On a : ∣∣∣(e−t|ξ|2 − 1
)

∂α
ξ ψ(ξ)

∣∣∣ ≤ t|ξ|2
∣∣∣∂α

ξ ψ(ξ)
∣∣∣ ,
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par l’inégalité élémentaire |e−x − 1| ≤ x pour x > 0. De plus, lorsque β < α

∂
α−β
ξ

(
e−t|ξ|2

)
∂

β
ξ ψ(ξ) = tPα−β(t, ξ)e−t|ξ|2 ψ(ξ),

où Pα−β désigne une fonction polynôme en les variables t, ξ1, . . . , ξd, de degré maximal |α −
β| = |α| − |β| ≤ |α| en ξ1, . . . , ξd. On déduit des deux observations précédentes que pour tout
N ≥ 0,

qN

(
e−t|ξ|2 ψ(ξ)− ψ(ξ)

)
≤ tqN′(ϕ(ξ)),

où N′ = max(N + 2, 2N) (cf (7.2) pour la définition de qN). En particulier

lim
t→∞

qN

(
e−t|ξ|2 ψ(ξ)− ψ(ξ)

)
= 0,

ce qui montre (8.10) et donc

lim
t→0+
〈u(t), ϕ〉 =

〈
û0,F ϕ

〉
= 〈u0, ϕ〉 .

On montre maintenant que u vérifie l’équation de la chaleur au sens des distributions sur
]0, ∞[×Rd. Soit χ ∈ D(]0, ∞[×Rd). Alors

< ∂tu− ∆u, χ >=< u,−∂tχ− ∆χ > .

De plus :

〈u,−∆χ〉 =
∫ ∞

0

〈
e−t|ξ|2 û0,F (−∆χ)

〉
dt =

∫ ∞

0

〈
e−t|ξ|2 û0, |ξ|2Fχ

〉
dt

=
∫ ∞

0

〈
û0, e−t|ξ|2 |ξ|2Fχ

〉
dt.

Le lecteur attentif aura remarqué que là encore, les crochets désignaient dans certains cas (les-
quels?) la dualité entre D′(]0,+∞[×Rd), et D(]0,+∞[×Rd), et dans d’autres, la dualité entre
S ′(Rd) et S(Rd). De plus ·̂ et F désignent respectivement la transformée de Fourier et la trans-
formée de Fourier inverse sur Rd. On a donc

〈u,−∂tχ− ∆χ〉 =
∫ ∞

0

〈
û0, e−t|ξ|2 |ξ|2Fχ− e−t|ξ|2F∂tχ

〉
=
∫ ∞

0

〈
u0,− ∂

∂t

(
e−t|ξ|2Fχ

)〉
.

On utilise alors la propriété suivante :

Lemme 8.3.5. Soit T ∈ S ′(Rd) et ψ ∈ D(]0, ∞[×Rd). Alors

d
dt
〈T, ψ(t, ·)〉 =

〈
T,

dψ

dt
(t, ·)

〉
.

Par le lemme (dont nous différons la démonstration),

∫ ∞

0

〈
u0,

∂

∂t

(
e−t|ξ|2Fχ

)〉
dt =

∫ ∞

0

d
dt

〈
u0,
(

e−t|ξ|2Fχ
)〉

dt = 0,

ce qui conclut la preuve.
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Ébauche de preuve du lemme 8.3.5. Par la linéarité de T,

d
dt
〈T, ψ(t)〉 = lim

h→0

〈
T,

ψ(t + h)− ψ(t)
h

〉
,

et il reste à montrer

lim
h→0

ψ(t + h)− ψ(t)
h

=
∂ψ

∂t
(t),

au sens de D(Rd), ce que l’on peut faire en utilisant la formule

ψ(t + h, x)− ψ(t, x)
h

=
∫ 1

0

∂ψ

∂t
(t + hσ, x)dσ.

8.3.3 Noyau de la chaleur

On s’intéresse maintenant à la formule (8.7) que l’on rappelle ici :

u(t, x) =
1

(2
√

πt)d

∫
u0(y)e−

|x−y|2
4t dy. (8.11)

Remarquons que l’on peut interpréter cette formule comme une convolution par un noyau
régularisant :

y(t, x) = u0 ∗
1

(
√

t)d
k
(
·√
t

)
,

où
k(x) =

1

(2π)
d
2

e−|x|
2/4.

la fonction

(t, x) 7→ 1
(
√

t)d
k
(

x√
t

)
=

1
(2
√

πt)d
e−
|x|2
4t

est appelée noyau de la chaleur.

Théorème 8.3.6. Soit p ∈ [1, ∞) et u0 ∈ Lp(Rd). Alors la formule (8.11) définit une fonction u de
classe C∞ sur ]0, ∞[×Rd, qui vérifie l’équation de la chaleur (au sens classique) sur ]0, ∞[×Rd. De
plus :

lim
t→0+
‖u(t)− u0‖Lp = 0. (8.12)

Le résultat reste vrai en prenant p = ∞, en supposant de plus u0 continue.

Ébauche de preuve. La preuve de la convergence (8.12) est similaire à la preuve de la densité
des fonctions C∞

0 dans Lp
c par convolution, disponible au début de ce cours (Tome I). Dans

cette preuve, le noyau gaussien k est remplacé par une fonction pic à support compact. Nous
laissons le soin au lecteur de vérifier que la démonstration fonctionne encore, avec de petites
adaptations, dans le cas du noyau gaussien.

La preuve que u vérifie l’équation de la chaleur utilise le théorème de dérivation sous le
signe intégral. On prendra bien soin à se limiter à un ensemble compact t ∈ [a, b], |x| ≤ A, où
0 < a < b < ∞ et A > 0, pour obtenir les hypothèses exactes de ce théorème.

On remarque l’effet régularisant très fort de l’équation de la chaleur : la solution est C∞

pour tous les temps strictement positifs, même si la condition initiale n’est pas continue !
Une autre propriété intéressante de l’équation de la chaleur se lit sur la formule (8.11) :
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Proposition 8.3.7. Soit u0 ∈ Lp(Rd) une fonction positive non identiquement nulle. Alors

∀t > 0, ∀x ∈ Rd, u(t, x) > 0.

On en déduit également le principe du maximum :

Proposition 8.3.8. Supposons u0 ∈ C0(Rd), bornée. Alors

sup
t≥0

x∈Rd

u(t, x) = sup
x∈Rd

u0(x).

Si cette borne supérieure est un maximum, elle est atteinte en t = 0.
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