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Chapitre 7

Transformation de Fourier

7.1 La transformation de Fourier dans S(IRY)

7.1.1 L'espace de Schwartz S(R%)

De fagon classique, la transformée de Fourier est définie sur L' (IR¥) par la formule
VEER), f(§) = F(NE) = [ flwedx

ol x - & désigne le produit scalaire usuel dans R?. Cette théorie classique n’est pas entierement
satisfaisante : en effet la transormation de Fourier n’est pas une bijection de 'espace L' (IR) : la
transformée de Fourier d"une fonction intégrable est continue, et donc une fonction intégrable
non continue ne peut pas s’écrire comme la transformée de Fourier d'une fonction intégrable.
Par la formule d’inversion de Fourier cela implique aussi que la tranformée de Fourier d"une
fonction intégrale non continue n’est pas intégrable.

Dans ce chapitre nous allons étendre la tranformation de Fourier a une bijection d"un espace
contenant L! (et en fait tous les espaces L) dans lui méme, en utilisant la théorie des distribu-
tions. Pour cela, nous allons définir la transformation de Fourier d"une distribution par dualité,
comme nous l’avons fait pour la multiplication et la dérivée des distributions, en posant :

<FT,¢ >=<T,F(¢) >

pour toute fonction test ¢. Nous voyons tout de suite que cette définition pose probleme : si
@ € D(RY), rien ne permet d’affirmer que F(¢) est dans D(RR?). En fait la transformée de
Fourier d"une fonction a support compact non nulle n’est jamais & support compact!

Nous commencerons donc par agrandir ’espace des fonctions test, en introduisant un espace
S(R%), contenant D(IR?) et strictement inclus dans L!(R?), et qui est invariant par la trans-
formée de Fourier. Nous allons ensuite étendre la transformation de Fourier par dualité au
dual S'(R?) de S(IRY), qui peut-étre identifié a un sous-espace strict de D’(R?). Comme nous
l'avons noté dans des situations analogues, il est intéressant de choisir I'espace S(IR?) le plus
petit possible, pour que son dual S’(IRY) soit le plus grand possible. Cette approche peut
paraitre paradoxale : pour étendre la transformation de Fourier & un espace plus grand que
L'(R?), on commence par I'étudier sur un espace plus petit!

Dans cette partie on introduit 'espace S(R?), puis on étudie la transformation de Fourier
sur cet espace. Pour pouvoir dériver les éléments de S’, on commence par se restreindre a
C*®(R%). Dans L' (IR¥), une condition suffisante pour que f soit dérivable est que f et x — xf(x)
soient toutes deux intégrables. Plus généralement, pour avoir f de classe C*, il suffit d’avoir
x — xPf(x) intégrable pour tout p > 0. On veut aussi avoir le méme contrdle pour toutes les
dérivées de f. Cela conduit a introduire 1’espace de Schwartz.
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Chapitre 7. Transformation de Fourier

Définition 7.1.1. L'espace S = S(IRY), appelé espace de Schwartz, est constitué des fonctions f €
C*(IR?) telles que

Va,p € N?, 3Cup > 0, Vx € RY, [x*0P f(x)| < Cyp. (7.1)

L'espace S est naturellement muni d"une structure de C-espace vectoriel (on considére ici des
fonctions a valeurs complexes).

Exemple 7.1.2. 1. CP(RY) C S.
2. Pour z € C avec Re z > 0, la fonction x — e =1 est dans S.
3. Toutes les fonctions de la forme x — P(x)efz"“2 avec z € C, Re z > 0 et P une fonction

polynomiale, sont dans S.

Remarque 7.1.3. Dans la définition 7.1.1, nous aurions pu remplacer (7.1) par la condition

Va, B € N, lim |x*0Pf(x)| = 0.

\x‘—)-i—oo

Avant de définir la transformée de Fourier sur S nous donnons encore quelques propriétés de
cet espace. Commengons par le munir d"une topologie. Pour cela on défini les normes

YN,p €N, Vg €S, gpn(f) = sup [(1+|x[)""¢(x)|, 4n(f) = qnn(f) (7.2)

xeR?
la| <N

et la distance :
“+o0

A p) = Y oy min(an(p — $),1)

N=0
Théoreme 7.1.4. Muni de cette distance, S est un espace vectoriel métrique complet.
Nous laissons la démonstration (sans surprise) de ce théoreme au lecteur intéressé. Nous avons
alors les propriétés suivantes que nous ne démontrerons pas.
1. Pour tout & € IN%, les applications f +— x*f et f — 9*f sont continues de S dans S.

2. Le produit de deux éléments de S est un élément de S (c’est une conséquence de la
formule de Leibniz).

3. L'espace CJ°(IRY) est dense dans S.

4. Pourtout1 < p < 400, S C LP(RY).

5. Soit (¢,), une suite d’éléments de S(R?) et ¢ € S(R?). Par la définition de la distance
sur S(RY), (¢,)n converge vers ¢ dans S(R?) quand 7 tend vers l'infini si et seulement
si

Vp >0, limg,(¢—¢n) =0.

n—oo

7.1.2 Transformation de Fourier dans S(IRY)

On remarque que, pour f € S, la fonction x — e ¢ f(x) est dans L!(R?) pour tout ¢ € R“.
La définition qui suit a donc bien un sens.

Définition 7.1.5. Pour f € S, la transformée de Fourier de f, que I'on note f ou F(f) est la fonction
définie par
Ve R, f(5) = F()(Q) = [, flx)e " dx

ot pour x = (x1,...,x3) et &= (&1,...,84), x- & =x181+ - - %484
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7.1 La transformation de Fourier dans S(R%)

Commengons par calculer la transformée de Fourier d'une Gaussienne. Cet exemple est essen-
tiel non seulement dans un cadre théorique pour obtenir la formule d’inversion de Fourier,
mais aussi dans diverses applications, comme dans le calcul des probabilités (voir théoreme de
Lévy ou le Théoreme Central Limite).

Exemple 7.1.6. Soit A €]0,4-0o[. Soit f : x — e M, Alors f € Set
d
d 7 . E A
Ve eR!, f(@)=(T) e . (7.3)

Etape 1. On commence par effectuer le calcul dans le cas ot d = 1 et z = A > 0 est réel. Le théoreme
de dérivation sous le signe intégral montre que f est de classe C' sur R? et

L'usage du théoréme est justifié par domination a I'aide de la fonction x — e M qui décroit plus vite a

'infini que n’importe quel polyndme et en particulier xe M e [ (RY).

_Ay2 242
Comme xe :—ﬁ%e A ona

de i —ix¢ d —Ax?

ey = — fal d

29 =g fu® T W

et une intégration par parties montre que

df g —ix& —Ax?

——(0) = —==% ! dx.

dé': (6) 2/\ ]Rd € € X

Ainsi f est solution de I'équation différentielle 3—? = —% f avec comme condition initiale f(0) =

Jra e Mdx = % L'unique solution de ce probleme de Cauchy est bien

ey VT
f(C)—ﬁe :

Etape 2. On passe au cas oit d > 2. Le résultat est alors une conséquence directe du théoreme de Fubini :

/‘e—ix@’e—)x\xlzdx _ </ e—ixlgle_/\x%d)q) (/ e_ixd‘:de_)‘xﬁdxd> ,

ce qui donne, par propriété de morphisme de I’exponentielle, la formule voulue.

Remarque 7.1.7. On peut étendre la formule précédente a I'ouvert 3 = {A € C, Re A > 0}, en
utilisant la technique du prolongement analytique.

La formule donnée dans cet exemple se généralise ainsi : soit une matrice réelle symétrique
A € §4(R) définie positive. Si on considere la densité Gaussienne centrée

1 1/a-1
Vx € RY, Ga(x) = e 2(A71ln)
ax) (27)7 det(A)

alors G4 € Setona
VE € RY, F(Gp)(E) = e 2(ALI0),

Cela s’obtient a partir de la formule que I'on a démontré en diagonalisant A en base ortho-
normeée.

Une des propriétés fondamentales de la transformation de Fourier est qu’elle échange mul-
tiplication et dérivation :
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Chapitre 7. Transformation de Fourier

Théoreme 7.1.8. Soit f € S. Alors,
1. la fonction F(f) est de classe C sur R? et on a, pour tout j € {1,...,d},

VZ € RY, 9 F(f)(8) = F(—ixif) (2). (74)
2. Pourtoutj e {1,...,d},
V¢ € RY, F(0x,f)(8) = i F(f)(©)- (7.5)

Démonstration. La fonction (x,¢) + e ¢ f(x) est de classe C! sur R x R? et pour tout j €

{1,...,d}, | |
[9g, (e € f(x))] = | —ixje ™ f (x)] = |xjf ()|

et x — x;f(x) est dans L'(IR?) car f € S. On peut donc appliquer le théoréme de dérivation
sous le signe intégral pour obtenir

9% F (@) = [

[ g (e (x))dx = /R —ixje W f(x)dx

ce qui établit le premier point.
Pour montrer le second point, intégrons pas parties par rapport a x; :

x]:+oo

ey = [e @]~ [ @ye ) f(x)dy = ig; [ e (x)dx,

e
Xj=—00 R

car x; + f(xl,...,x]-,...,xd) tend vers 0 lorsque |x]-| — 400 puisque f € S. Puis, comme
|e*‘ix'§8xj f(x)| = [9xf(x)| et que cette fonction est intégrable sur R?, de méme que x +
e ¢ f(x), on peut intégrer I'égalité issue de l'intégration par parties selon les variables autres
que x; pour obtenir, via Fubini,

—ix-¢ _ix. —ix-¢
/]Rde 3y f(x)dx = ig; /]Rde F(x)dx,

ce qui prouve le second point. O

La transformée de Fourier F échange donc dérivation et multiplication par x. Par conséquent,
JF échange régularité et décroissance a l'infini : quand nous aurons défini cette transformation
sur un espace plus large de fonctions, nous verrons que plus une fonction est dérivable, plus
sa transformée de Fourier décroit rapidement a 1'infini.

La propriété précédente permet en particulier de démontrer I'invariance de S(IRY) par F :
Corollaire 7.1.9. La transformation de Fourier F est une application linéaire continue de S — S.

Démonstration. En itérant le théoreme 7.1.8, on obtient que pour tous multiindices «, B, F(g)
est de classe ClFl et

Vg € RY, 20 F(g)(¢)] < [ | IDH(xFg(x))ldx < +eo.

Ceci implique facilement que F(g) est un élément de S et, en utilisant la formule de Leibniz et

en remarquant que x W est intégrable sur R? :

VN >0, 3Cn >0, qn(F(8)) < CNnaNta+1(8)-

Ceci prouve que F(g) € S et que l'application ¢ — F(g) est continue de S dans S par la
formule de Leibniz. O

page 4 Théorie des Distributions



7.1 La transformation de Fourier dans S(R%)

7.1.3 Formule d’inversion de Fourier

A T'aide de la transformée de Fourier de la Gaussienne, nous allons maintenant démontrer le
théoreme d’inversion de Fourier dans le cadre de la classe de Schwartz.

Théoreme 7.1.10. La transformation de Fourier F : & — S est une application linéaire bijective,
continue et d’inverse continu. Son inverse F est donné par

— 1 .
Vg €S, Vx e RY, F(g)(x) = P /}R e Ig(@)dz. (7.6)
Remarque 7.1.11. La formule (7.6) peut s’écrire :
—= 1
Vg € Sl Vx € ]Rd/ F(g)(x) = (zn)df(g><_x>

Remarque 7.1.12. Ce théoreme montre en particulier que la transformation de Fourier est bien une
bijection de S, comme nous I'avons souhaité lors de sa construction.

Démonstration. 1l nous reste a prouver que F F¢ = g pour tout ¢ € S. Pour cela il faudrait pou-
voir considérer l'intégrale [e*¢ ([e ¥ ¢g(y)dy) dZ. Mais, la fonction (y,&) — e¥ e ¥ ¢g(y)
n’appartient pas a L! (]R; X ]Rg) et on ne peut donc pas intervertir les intégrales par Fubini.
On va procéder par approximation. On remarque que, d’apres le théoreme de convergence
dominée, .
li ixEe—eldP — limI = / il F)dE.

Jm [ eFeem 4(2)dE = lim I, e g(%)dg
Or, la fonction (y, &) — e¥Se~liPe~¥ig(y) appartient a L! (le X IRg) pour tout € > 0. On peut
donc lui appliquer le théoreme de Fubini et obtenir :

I = / < / ei(x—y)fe—Sélzdér) 2(y)dy.

D’apres la formule (7.3), on a

I, = (g)d/e_lx;yzg(y)dy = mipd / e_|Z|2g(x —2+/ez)dz.

D’apres le théoréme de convergence dominée,
lim I, = n%?_dg(x) /e_‘z‘zdz = (271)%g(x).
e—0

Dot [e*¢¢(g)d¢ = (2m)%¢(x) et FF = Ids. On montre de méme que FF = Ids. O

Il est courant de noter § la fonction x — g(—x). Avec cette notation, la relation d’inversion de
Fourier s’écrit :

FFg=(2n)'g.

7.1.4 Théoréme de Plancherel

Passons a présent aux propriétés hilbertiennes de la transformation de Fourier. Le théoreme de
Plancherel montre que cette transformation est une isométrie de L? et donc que lorsque I'on
passe de l'espace classique a I’espace de Fourier on ne “perd” aucune information du point de
vue de l'espace L2.
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Chapitre 7. Transformation de Fourier

Théoreme 7.1.13. Soient f et g dans S. On a

[ F@s@dz = [ Foglx 7.7

et
I e W GHGEE 78)

En particulier pour f = g,

1 A
[P = g [ If@Pac 7.9

Démonstration. Le premier point est une application directe de la définition de la transformée
de Fourier et du théoréme de Fubini. Les fonctions dans I'intégrale double étant dans S, elles
sont intégrables.

On applique alors (7.7) aux fonctions f et h = Zi)dgT pour obtenir

[ F@em@)de = [ fxh(dx

Par ailleurs, par la formule d’inversion de Fourier,

~ 1 e . —
= —_— 71x'§ 5 — 1x~§ 5 g & — 0
() = g [ €500 = (5 [ @¥98(0)d = Fal) = 3(x).
D’ot le résultat.
La derniére identité est alors évidente. O

7.1.5 Convolution

Voyons a présent comment la transformée de Fourier se comporte vis-a-vis des translations
avant de voir la relation entre produit de convolution et transformée de Fourier.

Proposition 7.1.14. Soit a € R?. Si 1, : x — x + a, alors pour toute f € S, (T,)+f = f © T_, a pour
transformée de Fourier

¥Z € R, F((1a)«)(§) = e F(£)(@).
Réciproquement,

¥Z € RY, F(e"f)(2) = (1)« (F(f))(©) = F(f)(E —a).

Démonstration. Pour le premier point, on effectue le changement de variables z = x — a dans
I'intégrale de Fourier

Fl(w) @) = [, e fle—aydx= [

[ eTEEf(z)dz — e TF () (2).

Le second point découle directement de la définition de la transformée de Fourier. O

Proposition 7.1.15. Soient f et g dans S. Alors f xg € Set F(f xg) = F(f) - F(g)-
Réciproquement, F(f - g) = ﬁ}-(f) * F(g).
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7.2 Lespace S’ (IRY) des distributions tempérées

Démonstration. Rappelons tout d’abord la définition du produit de convolution pour deux
fonctions, I'une intégrable et 'autre bornée :

vf € LI(RY), Vg € L*(RY), ¥x € R, (fxg)(x) = [ fy)g(x—y)dy.

Cette définition est licite pour f et ¢ dans S. De plus, a y fixé, la fonction x — f(y)g(x —y) est
€ et pour tout § € N, [9(F(y)g(x — )| = |F(1)(98)(x — y)| < Coglf(y)] en reprenant les
notations de la définition de S. Or, y — Cog|f(y)| est intégrable sur R?, donc par dérivation
sous le signe intégral, f x ¢ est de classe C™ et 9P (f x ¢) = f x (9Fg).

Soit x € N“. Comme x* = (x —y 4+ ¥)* = L, (5)(x —y)"y*~7, on peut écrire

XP(fxg) = x"fx (9Pg) = ¥ <$> (X7 ) % (x79Bg)

<o

et cette fonction est dans L®(R?). D'ott f xg € S. On peut alors appliquer le théoréme de
Fubini a la fonction intégrable (x,y) — f(y)g(x — y) pour obtenir, pour tout & € RY,

F(fx8)(¢ / / e ™ f(y)g(x — y)dydx

= [ ,e " W) ( /IR R (C y)dx> dy
= F(H) ) F(&)(E)

On a donc obtenu le premier point. Pour le second nous allons utiliser la transformée de Fourier
inverse. On applique le premier point a ¢ = F(f) et p = F(g). Alors, § = (2m) f et p =
(2)4¢ d’otr :

Flop)(x) = F(f- ) (x) = F(F(f*8))(x) = m)*(f *g)(~x).

En appliquant la transformation de Fourier aux deux membres de cette égalité, on obtient le
second point. O

7.2 L'espace S'(IR?) des distributions tempérées

Pour pouvoir définir la transformée de Fourier d"une fonction, il nous a fallu controler sa
croissance a l'infini. C’est la cas pour une fonction dans L' (IR¥) ou dans S. Par contre, il n’est
pas possible de définir cette transformée pour une fonction seulement localement intégrable. I
en résulte que par dualité, nous n’allons pas pouvoir définir la transformée de Fourier sur tout
D'(R?) mais seulement sur 1'un de ses sous-espaces, celui des distributions dites tempérées.

Définition 7.2.1. Une distribution tempérée est une forme linéaire continue sur S, c’est a dire telle que
pour toute suite de (¢,), de S(RY), pour tout ¢ € S(RY),

lim ¢, = ¢ dans S(RY) = lim <T,¢, >=<T,¢>.
n n—oo

Proposition 7.2.2. Soit T une forme linéaire sur S(R?). Alors T est une distribution tempérée si et
seulement si
Jk,1eN,IC>0,VpeS, (T, o) <C Y. puple) (7.10)
la|<k,|B|<I

oil les py g sont définies en (7.2). On note S'(RY) I'espace des distributions tempérées.
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Chapitre 7. Transformation de Fourier

Remarque 7.2.3. Comme C3(RY) C S, toute distribution tempérée T € S'(R?) définit par restriction
une forme linéaire sur C3 (RY). Cette forme linéaire est bien dans D' (R?) puisque pour tout compact
K, pour tous a, B € N, il existe Cx o > O telle que, pour toute fonction test ¢ € CF(R?) a support
dans K, pap(¢) < Ckasupg [P o).

De plus, cette identification & un élément de D'(R?) est licite car l'application T T\Cgo(]Rd) est

injective car si T\Cao(w), alors T = 0 sur S par densité de C3°(RY) dans S. On a donc
S'(RY) ¢ D' (R%).

Exemple 7.2.4. 1. Pour tout p € [1,+o0], la distribution Ty définie par une fonction f € LV (R%)
est un élément de S'(R?). C’est une conséquence de I'inégalité de Holder.
2. Toute fonction continue i croissance polynomiale définit une distribution tempérée sur RY.

3. Soit (ax)kez une suite a croissance polynomiale, i.e. telle qu’il existe p > 0, ap = O(|k|?)
lorsque k tend vers l'infini. Alors la distribution sur IR,

T = Z aszk

kez

est tempérée. En effet, il existe C > 0 et p > 0 tels que pour tout k € Z, |ay| < C(1 + |k|?P).
Alors, si ¢ € S(R),

(T @)l < ) lallo()| < C ) (1+K7)|g(k)]

keZ keZ
1
SCY o (1R R+ K72) (k)|
keZ
1
<C pio(@)
keZZ 1+ k2 i§§+2 l

et C' = CYez 1im < +oo.

4. La distribution définie par la fonction localement intégrable sur R, x +— e n’est pas tempérée.
En effet, soit p € C3(R) a support dans [0,2] et valant 1 sur [1,1]. Pour j > 1et x € R, on

pose j(x) = e 2y (%) Alors ¢j € CP(R) C S. Pour tous a, p € N, et x € R,

L) () re i (5)

B
< Cypsup x%e 2 Z sup |1/J(/3’7)(x)| = My p.
x>0 'y:O xeR

xoP) (x)| =

Or,

2] . ] . . .
(Te, @) = / e‘e 2y (x) dx > / e2dx = Zeé(e% —1) —— +oo.
0 ] 4 j—rtoo
Donc T n’est pas tempérée.
De méme, pour tout € > 0, x — etlrl ¢ S’ (RY).

5. Toutefois, pour appartenir a S' (RY), il n'est pas nécessaire d'étre majoré par un polynome. Soit
pour x € R, f(x) = e%e®". Alors |f(x)| = e, mais f(x) = 1 Lel et

[ o= [ 55 () prydx = - [ &g/ ax,

page 8 Théorie des Distributions



7.3 Transformation de Fourier dans S’ (IR%)

par une intégration par parties élémentaire. On en déduit

e

ce qui montre que f définit bien une dérivation tempérée. Intuitivement, ce sont les oscillations
rapides de la fonction qui compensent le comportement exponentiel (donc non tempéré) du mo-
dule de la fonction.

< sup|¢'(x)],
X

Une derniere classe importante d’exemples est donnée par les distributions a support compact.
On rappelle qu’une telle distribution définit une forme linéaire continue sur ’espace € (IRY) des
fonctions C*.

Proposition 7.2.5. Soit T € &£'(R?). Alors la restriction de T i S(IR?) est une distribution tempérée.

Démonstration. 11 est évident que cette restriction est linéaire sur S(IRY). Il reste a vérifier la
continuité. Cette derniére découle immédiatement de la continuité de I'injection de S(IR?) dans
E(RY) : si (@), est une suite de fonctions dans S(R?) qui converge vers ¢ dans S(IRY), alors
(@n)n converge également vers ¢ dans & (R?). O

Voyons a présent les liens entre opérations sur les distributions et distributions tempérées.
Proposition 7.2.6. Soit T € S’(IRY).
1. Pour tout j € {1,...,d}, 0T et x;T sont dans S'(RY). Donc, si P est un polynome sur RY et
x € N9, PO*T € S'(RY).
2. Soit f une fonction C* a croissance polynomiale ainsi que toutes ses dérivées i.e.
Va € N%, 3C >0, IN >0, Vx e RY, [0%f(x)| < C(1+ |x)N.
Alors fT € S'(RY).
Nous terminons cette section par la définition de la notion de convergence dans S’ (IR).
Définition 7.2.7. On dit qu'une suite (Ty,) e de distributions tempérées converge vers T € S’ (IRY)
lorsque :
Vg € S(RY, (T, ) —— (T, ).

Tout comme dans D’(R?), la convergence est compatible avec les opérations de dérivation et
de multiplication par une fonction C* a croissance polynomiale ainsi que toutes ses dérivées.
En revanche, on prendra bien garde au fait que la convergence au sens des distributions n"im-
plique pas la convergence au sens des distributions tempérées. Par exemple, si ¢ € C(R?) est
non nulle et f,, est définie par

fulx) = plx —m)e”
est telle que Ty, tend vers 0 dans D’(R?), mais n’a pas de limite dans S’(R“). Remarquons
qu’elle tend aussi vers 0 dans C*°(IRY) (mais bien stir ni dans C$°(IRY) ni dans S(IR?).

7.3 Transformation de Fourier dans S'(R")

7.3.1 Définition et propriétés

Nous avons déja démontré au théoreme 7.1.13 que pour toute paire de fonctions f et g dans
S(RY),
| FO@s@d = [ FoF(@) ) 7.11)

Cette identité nous suggere de définir de maniére analogue la transformée de Fourier d'une
distribution tempérée.
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Définition 7.3.1. Soit T € S’(IR%). La transformée de Fourier de T, notée F (T) ou T est la distribution
tempérée définie sur S(RY) par :

Vo € S(RY), (F(T), ) = (T, F(p)).

Le fait que la transformation de Fourier soit une distribution tempérée découle du fait de &
est une application continue de S(R?) dans S(IRY) : si lim, ¢, = ¢ dans S(IRY), alors lim,, ¢, =
¢ dans S(RR?). Donc

h,ﬁn < F(T), pu >= 111511 <T, ¢ >=<T,p >=< F(T), ¢ >.

D’apres (7.11), 1a transformée de Fourier dans S’ (IR¥) coincide avec celle dans S(R?) pour une
distribution tempérée de la forme Ty avec f € S(R?).

On définit de maniére analogue la transformation F.

Appliquer la transformée de Fourier a une distribution tempérée revient a I'appliquer a des
fonctions tests dans S(IRY). 11 est donc naturel que toutes les propriétés de la transformée de
Fourier dans S(IR?) se transposent au cadre des distributions dans S’(IR%).

Théoreme 7.3.2. La transformation de Fourier F : S'(R%) — S'(IR?) est une application linéaire,
continue, bijective et de réciproque continue. De plus, F 1 = F.

Démonstration. La transformation de Fourier est bien stir linéaire.

Le caractere bijectif de la transformation de Fourier et la formule d’inversion de Fourier
dans S’ sont conséquences du théoreme 7.1.10. En effet, on a, pour toute T € S’ (le) et toute
¢ € S(RY),

(FFT, ) = (FT,F(¢)) =(T,FF(9)) =(T, 9).

Donc FFT = T. Puis, si (T,),>0 converge vers T dans S’(IR%), alors

(FTw, @) = (T, F o) —— (T, Fo) = (FT, 9),

n——+

ce qui montre que F(T,) converge vers F(T) dans §’, et donc que F est une application conti-

nue de S’ dans lui-méme. De méme pour F, la réciproque de F. O

Proposition 7.3.3. Soit T € S’'(R%). Ona:
1. FFT = (2m)T, ot pour toute p € S, (T, @) = (T, ¢) et ¢(x) = @(—x) pour tout x € RY.
2. Pour toutj € {1,...,d}, F(oy,T) =i¢;FT.
3. Pour toutj € {1,...,d}, F(x;T) =1idg, FT.
4. Pour tout a € R, en notant 7, : x — x + 4, F(Tot,) = e FT.
5. Pour tout a € R, F(e *T) = (FT) o 1.
Démonstration. Le premier point est une conséquence immédiate du théoreme 7.3.2. Les deu-

xiémes et troisiemes points sont directement obtenus a partir des résultats du théoreme 7.1.8.
Les quatriemes et cinquiémes points sont une conséquence de la proposition 7.1.14. O

Pour le moment, nous ne traduisons pas dans S’(IR“) les relations entre transformée de Fourier
et convolution données dans S(IRY).

Exemple 7.3.4. 1. Ona Féy = 1. En effet,

Y €S, (Foo,g) = (00, Fe) = (Fo)(0) = [ p(x)dx = (1,).
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2. En combinant avec la translation t,, on obtient, pour tout a € R et tout & € RY, (F6,)(¢) =
e ica,

3. Ona F1 = (2m)%y. Eneffet, F1 = FFéy = (2m)4dp = (27r)46p.
4. Soient « € N9, a € R et ¢ e R, Alors :

(F0%0)(§) = (i6)" et (F0%6,)(G) = (if)"e ™.

Cela découle directement de la proposition 7.3.3.

5. Soit T = vp (1). Montrons tout d’abord que T € S'(RR). Pour cela, on écrit

1
up (x) =Vi+V,,

out les distributions Vy et V, sont définies par

< Vi, @ >=lim 1go(x) dx et <V, >= / (x)dx.

e—=0 Je<|x|<1 X |x[>1 X

La distribution Vi est a support compact, donc dans S'(R). La distribution V; est Ty, ot f(x) =
1\x|21%' Puisque f est dans L2(R), on en déduit Vo € S'(R). Comme S' est un espace vectoriel,
on en déduit vp (1) € S'(R).

Done, T € S'(R). Calculons alors T. On part de I'égalité xT = 1. Alors, F(xT) = 27dy soit
encore idg 1" = 271dy. Par intégration, si H dész;gne la distribution de Heaviside, il existe C € R,
T = =2imH + C. Or, comme T est impaire, T aussi et —2irt + C = —C soit encore C = im.
On obtient donc

Fvp <91c> = —2imtH +irm.

6. On reprend les notations de I'exemple précédent. Alors, FFT = 21T = —2mvp (1). Donc,
—2inFH +in2néy = —27vp (1). On en déduit que

FH= —in <31C> + 7T50.

7.3.2 Retour sur la transformation de Fourier dans L! et dans L2

On fait ici le lien entre la transformation de Fourier au sens des distributions et la théorie
classique de la transformation de Fourier.

Théoreme 7.3.5. Soit f € L'(R?), et f sa transformée de Fourier au sens classique :

@) = [ e () dx.

Alors
]-"(Tf) = Tf.

Remarque 7.3.6. Dans le théoreme précédent, F(Ty) désigne la transformée de Fourier au sens de

S'(RY) de I'élément Ty de S'(R?). Le théoreme signifie que la transformation de Fourier au sens clas-
sique et la transformée de Fourier au sens des distributions coincident.
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Démonstration. Remarquons que f est une fonction continue et bornée, donc T} est bien un
élément de S’(IRY).
Soit ¢ € S(R?). Alors

<Tpg>= [ F@e@de= [ [ e fx)drp(@)de.

La fonction (x, &) +— f(x)@(¢) est intégrable sur R??. Par le théoréme de Fubini,

<Tpg>= [ f) [ e So(@)dedr = (T1,¢) = (F(Ty),g),
ce qui montre le résultat annoncé. ]

On passe maintenant a I’étude de la transformation de Fourier dans L2. On rappelle que
les éléments de L? définissent des distributions tempérées, et donc que leur transformation de
Fourier est bien définie.

Théoreme 7.3.7 (Théoréme de Plancherel). Soit f € L2(IR%). Alors il existe ¢ € L?(R?) telle que
F(Ts) = Tg. De plus,
1
£l = WHgHLZ'

En pratique, on identifie f a T¢, Ty a ¢ et on note donc g = f. Avec ces conventions, le
théoreme précédent s’énonce alors :
“Soit f € L2(IR). Alors sa transformée de Fourier f est dans L2(IRY) et || f|| ;2 = W |1l 2"

Démonstration. Soit ¢ € S. Alors

(F(Tp),9) = [ F)p(x)dx
et donc, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, puis le théoréme de Plancherel dans S(R?) :

(F(Tp, )| < lIflllllz < @)Y 2 fll 2l e

La forme linéaire ¢ +— (F(Ty), ¢), définie sur S(R?), est donc continue pour la topologie
de L2. Puisque S est dense dans L?, on peut la prolonger de maniére unique en une forme
linéaire continue sur L2, dont la norme d’opérateur est au plus (271)%/2|| f|| 2. Par le théoréme
de représentation de Riesz, il existe un unique g € L2(IR) tel que

Vg e SIRY), (F(Tp),¢)= |

R4

g(x)p(x)dx.

On a donc montré F(Ts) = T,. Le raisonnement précédent montre aussi l'inégalité : |[g[|;> <
(271)%/2|| f|| ;2. En appliquant ce résultat a la fonction g, on obtient qu’il existe h € L? tel que
F(Ty) = Ty et ||h]| 2 < (271)%/2||g]| 2. Par le théoréme d’inversion de Fourier dans &', on a en
fait h(x) = (2m)9f(—x), et I'inégalité précédente s'écrit : (277)||f||;2 < (271)%2||g| 12, ce qui
termine la preuve. O

Exercice 7.3.8. Calculer la transformation de Fourier de 1|_; ). En déduire

sin x \ 2
/ ( ) dx.
R X
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7.3 Transformation de Fourier dans S’ (IR%)

7.3.3 Transformée de Fourier des distributions a support compact

On rappelle que &'(R?) C S'(R%). Nous pouvons donc voir ce que 1'on obtient lorsque 1’on
applique la transformée de Fourier a une distribution a support compact. La décroissance a
I'infini étant maximale pour une telle distribution, on s’attend a obtenir une régularité maxi-
male.

Théoreme 7.3.9. Soit T € E'(R?). Soit ez : x — €l¢* de classe C* sur RY. La distribution tempérée
FT est la distribution associée a la fonction ¢ +— (T,e_g). Cette fonction, notée { — FT(() est de
classe C™ sur RY et est a croissance polynomiale ainsi que toutes ses dérivées.

La démonstration utilise des résultats de dérivation et d’intégration sous le crochet.
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Chapitre 8

Exemples d’équations aux dérivées
partielles

Dans ce chapitre, on donne deux exemples d’étude d’équations aux dérivées partielles par
la théorie des distributions et la transformation de Fourier. La premiere partie du chapitre est
consacrée a I'équation elliptique —Au + u = f, la deuxiéme partie a 'équation de la chaleur.

8.1 Ftude d’une équation elliptique

8.1.1 Résolution de I’équation par la transformation de Fourier

On considere 1'équation
(1-Mu=f xecR%. (8.1)

Le symbole A désigne le laplacien sur R :

d 82
A = .
L o

]

Le second membre f est donné dans S’(IR%). L'inconnue est la distribution u. On a alors le
résultat d’existence et d"unicité suivant :

Théoreme 8.1.1. Soit f € S'(IRY). Alors il existe une unique solution u € S'(R?) de I'équation (8.1)
au sens des distributions.

Remarque 8.1.2. La condition u € S'(IRY) doit étre vue comme une restriction sur la croissance de
u a l'infini. Elle est importante pour I'unicité de la solution. Par exemple, lorsque d = 1, et f = 0,
I'équation devient

—u"+u=0.

L'ensemble des solutions de cette équation dans C? est un espace vectoriel de dimension 2, qui a une base
formée des deux fonctions x — e* et x — e~ *. Le seul élément de cet espace vectoriel qui est également
dans S'(R) est la fonction constante nulle.

Démonstration. On prend la tranformée de Fourier des deux membres de 1’équation (8.1). On
voit que cette équation est équivalente a :

1+[g*)a=f, 8.2)
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d
i =3¢
=1

La fonction C* ¢ — 1+1W est a croissance lente a I'infini. La multiplication par cette fonction

est donc une application continue sur S’(IR%). En multipliant 'équation (8.2) par cette fonction,
on voit que (8.1) est équivalente a I'équation :

1 A
= ———=f,
(1+1¢)
ce qui montre 'existence et 1'unicité de la solution. On a aussi obtenue une formule pour cette
solution : .
w=F (o f> ,
((1 +1¢1?)
ol F est la transformation de Fourier inverse sur R%. O

Remarque 8.1.3. La méthode de résolution précédente fonctionne pour toute équation aux dérivées

partielles de la forme :
10 10
P <iax1""’i8xd) u=/

ot P(&1,...,Gq) est un polynome de d variable qui vérifie;
v e R, P() #0.

Exemple 8.1.4. Lorsque f est la fonction constante égale a C, I'unique solution de (8.1) dans S’ est la
fonction constante égale a C.
Plus généralement, si f = x*, ona f = il (2n)dag50. La solution u de I'équation (8.1) vérifie donc
ilal

= @ )

=

Avec la formule de Leibniz, on peut montrer que s

(1+[21)
il

B < w, le coefficient de 0 étant - Donc u est une fonction polynome de d variables, dont le terme

8%(50 est une combinaison linéaire de 8?(50,

de plus haut degré est x*.

Exemple 8.1.5. On suppose maintenant d = 1 et f = &y. La restriction de 1 1|0, +oo[ et a | — 00,0[
est donc solution de —u" + u = 0. En résolvant I'équation sur ces deux intervalles, on obtient :

1 _
u(x) = 5 (exﬂ],wlo[ +e x]l]o,+oo[> .
On dit que u est la solution élémentaire de I"équation (8.1).

Exemple 8.1.6. Lorsque d = 1 et f est la fonction de Heaviside 1o | o[, 0n obtient (en intégrant par
exemple la solution obtenue dans l'exemple précédent) :

1 X —X
u(x) = 2 (6 o —e 11}0,+oo[) + 1,4 oo

Dans les deux exemples précédents, la solution u est plus réguliere que le second membre
f. Dans 'exemple 8.1.5, le second membre est la distribution Jy, qui n’est pas une fonction,
alors que la solution est une fonction continue. Dans I'exemple 8.1.6, le second membre est une
fonction non-continue, la solution est une fonction de classe C'. Ce gain de régularité est en fait
une propriété fondamentale de I’équation (8.1). On peut le mesurer dans une classe d’espace
de Hilbert, qui sont un cas particulier des espaces de Sobolev.
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8.2 Espaces de Sobolev

Définition 8.2.1. Soit s € R. L'espace de Sobolev H®(IR) est I'ensemble des éléments u de S’(IRY) tels
que (14 |¢|?)20 € L2(RY), muni de la norme

e = ([, (1-+12P)° @) o)

Proposition 8.2.2. L'espace H® est un espace de Hilbert.

1
2

Démonstration. L'espace H®, muni du produit scalaire
(1,0) s = Re /}Rd (1+2P)° a(&)3(¢)de
est bien un espace pré-hilbertien. L'espace H* est isométrique a L?(R?), I’application

s (14 ER) 2 a(E)

étant, d’apres le théoreme de Plancherel et a une constante multiplicative pres, une isométrie
de H® dans L2. La complétude de H® découle alors de la complétude de L. O

Le parametre s € R mesure la régularité des éléments de H°. On a:
s <o = H(R%) c H(RY).

Lorsque s est entier, 'espace H® est 'ensemble des éléments de L? dont toutes les dérivées
d’ordre au plus s sont également dans L2 :

Théoréme 8.2.3. Supposons s € IN*. Alors
B (]Rd) = {u € L2(RY), a € N, |a| <5 = 0% € LZ}.
Démonstration. Supposons d’abord u € H*(RRY). Soit « € IN? tel que |«| < s. On a alors
d
]
115
j=1

VEeR?, |2 = < e < |+ 1.

(Pour montrer la derniére inégalité, distinguer les cas [¢| < 1 et || > 1). En utilisant B/@ =
(i¢)*i1, on obtient :

e

On a montré @ € L2(IR%), et donc, par le théoréme de Plancherel 7.3.7, 8%u € L*(R?).

(@) de = [ e a@Pasc [ (1) ae)Rde

Réciproquement, supposons d%u € L?(IRY) pour tout a € IN¥ tel que |a| < s. En utilisant
I'inégalité :

a\? d
V(aj)o<j<a € R, (Za]) < (d+1)"2 sup a2 < (d+1)2 ) a5/?,
j=0 0<j<d j=0
on obtient
P d 8/2 d
S
(g +1)"" = (1+2|§j\2> < (d+1)7? <1+Z|§j|5>,
j=1 j=1

et un raisonnement analogue a celui du précédent montre que u est dans H®. ]
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Le théoreme suivant est un cas particulier des injections de Sobolev.

Théoreme 8.2.4. Sis > 4 +k, alors H*(RY) C CK(R?). De plus, u ainsi que toutes ses dérivées
d’ordre inférieur ou égal a s sont bornées et tendent vers 0 a l'infini.

Ainsi, un élément de L?(R?) dont les dérivées jusqu’a 'ordre N sont dans L?(IR%), ou N >
d/2 + k, est en fait de classe C.

Démonstration. Soit u € H*(R%) avec s > %. Ona

2(g) = (1+ &) 21+ [g)**a(g). (8.3)

Or &+ (1+¢|)¥/%0 (car u € H%) et & — (1 +|&|)~*/2 € L*(R?). Ce dernier point se démontre
aisément en passant en coordonnées polaires, ou en utilisant 1'inégalité :

d
(L+[e)~ 2 <TTa+ gD,
:1

puis par Fubini-Tonelli :

/2 d 5 d s
/. a+ien @s&{y+mnd H/1Hg g,

qui donne bien une quantité finie par le critére de Riemann, car 5; > 1.
En revenant a (8.3), on obtient par Cauchy-Schwarz, 7 € L'(IR). La transformation de Fourier
inverse montre alors que u est continue, bornée, et tend vers 0 a I'infini.
On a montré la conclusion du théoreme lorsque k = 0. Le cas général s’en déduit en appliquant
le cask =0ad5u, |a| <k. O

Les deux théoremes précédents concerne des indices s positifs, pour lesquels H* est inclus
dans L2. Lorsque s < 0, H* comprend des éléments qui ne sont pas des fonctions. La masse de
Dirac est un exemple de distribution tempérée, n’appartenant pas a L] _ est qui est dans des
espaces de Sobolev d’indices négatifs :

b € H'(R?) <= s < —d/2.

La proposition suivante, qui exprime, pour les solutions de 1’équation (8.1), un gain de
régularité de 2 dérivées sur 1’échelle des espaces de Sobolev, découle immédiatement de la
définition de ces espaces.

Proposition 8.2.5. Soit f € H*(RY) et u € S'(R?) la solution de I'équation elliptique (8.1). Alors
u € HP2(RY).

8.3 Introduction rapide a 1’équation de la chaleur

On s’intéresse maintenant a 1'équation de la chaleur :

o =Au, t>0, R?
{ U u > X € (84)

U= = Uo-

L’inconnue u est définie sur [0, o[ xIRY, et on note (¢, x) la variable dans [0, co[xIR?, avec t > 0,
x € R. Le symbole A désigne le laplacien (ou opérateur de Laplace) par rapport a la variable

| A= i(&x)z'

j=1
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La variable t s’interpréte comme une variable de temps, la variable x comme une variable d’es-
pace. La fonction (ou distribution) u(, définie sur R?, est donnée. C’est la condition initiale de
uat = 0. L'équation de la chaleur (8.4) est une équation d’évolution qui détermine, a partir
de la condition initiale u, I’état du systeme pour tout temps positif. Elle modélise I"évolution
de la température dans 'espace en I'absence de source de chaleur extérieure, mais également
de nombreux processus de diffusion. Elle apparait notamment (ainsi que ses variantes plus
compliquées) dans I'étude du mouvement brownien et en finances mathématiques pour la
modélisation des options.

Nous commencerons par faire un calcul formel (c’est a dire sans aucune justification rigou-
reuse) pour obtenir deux expressions simples de la solution. ! Nous montrerons ensuite que ces
expressions simples donnent bien, dans certains cas, des solutions de (8.4).

8.3.1 Calcul formel

On notera f la transformation de Fourier par rapport a la variable d’espace x. En particulier,
sit > 0,17(t) estla transformée de Fourier de la fonction x — u(¢, x). En prenant (formellement,
comme annoncé), la transformée de Fourier de 1’équation (8.4) on obtient :

{atﬁ(t,é‘) = —[Z[a(t,&), t>0, xeR?
f1=0(¢) = 10(G)-

L’équation précédente peut-étre vue comme une famille d’équations différentielles ordinaires
linéaires, dépendant du parameétre ¢. On résout chacune de ces équations, ce qui donne

(8.5)

a(t) = e 11l (8.6)

Remarquons que (8.6) a un sens pour tout t > 0, dés que uy € S’(IR?). En supposant que I'on
peut utiliser la tranformation de Fourier inverse, a t > 0 fixé (il suffit pour cela que et mzﬁo soit
intégrable), on obtient :

1 , 1 ‘ )
u(bx) = [ eta,e)de = i [ et gz

En utilisant la définition intégrale de la transformation de Fourier de 1 (ce qui n’est pos-
sible, a priori, que si uy € L'(IRY) mais rappelons que nous ne faisons qu'un calcul formel
préliminaire), on obtient :

u(t,x) = (2711)‘1 // /Y SRy () dydE.

En inversant 1’ordre d’intégration :
1 i(x—y)-E—t 2
(t3) = G [ 10l0) [ €001 dzay

L'intégrale [ el(=¥)¢~HE 47 est la transformée de Fourier de la gaussienne ¢ —» e tiel, prise au
point y — x. Nous avons calculé cette transformée de Fourier en §7.1.2 (cf (7.3)) :

j NG eyl
/uo(y)/ez(xfy)'ff*ﬂéydg: (?>2e, 4fy .

On en déduit la formule :

1 |x—y|?
utxzi/uo e” 4 dy. (8.7)
(t x) /i) (v) y
1. Prudence : I'article définie “la” sous-entend que la solution de (8.4) est unique, ce que nous n’avons pas
démontré, et est faux en toute généralité
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Exemple 8.3.1. Les deux formules (8.6) et (8.7) donne u(t, x) = C lorsque u est la fonction constante
égalea C.

On justifie maintenant les calculs formels précédents.

8.3.2 Solution au sens des distributions

Soit uy € S’(IRY) et pour tout ¢, 7i(t) défini par (8.6). En d’autres termes, en notant F la
transformée de Fourier inverse sur R¢,

u(t) = F (e—”?lzao) . (8.8)

On peut identifier u & une distribution sur (0,0) x RY en posant, pour ¢ € CF(R?),

<u,p>= /Ooo <? (e_tmzﬁg) , q)> dt = /Ooo <e_t‘§‘2ﬁ0,7go> dt,

ot les crochets (-, ) désignent dans le membre de gauche de 1’égalité, la dualité
D'(]0, +o0[xIR?), D(]0, +oo[xR?),

et dans les deux autres membres, la dualité entre S’(IR?) et S(IR?). On montre facilement, en
utilisant que 1 est un élément de S’ (IR¥), que cette formule définit bien une distribution.

Théoréme 8.3.2. La distribution u(t) définie par (8.8) vérifie I'équation de la chaleur o;u = Au au
sens des distributions sur (0,00) x RY. De plus,

li t) =
fi ) =

dans S’ (R?).
Remarque 8.3.3. La limite annoncée dans le théoréme signifie simplement que

Vo € S(RY), lim (u(t), 9) = (uo, ¢). (8.9)

t—0+

Remarque 8.3.4. Le théoreme montre I'existence de la solution. On peut aussi démontrer, avec des hy-
potheses convenables, un théoreme d’unicité de la solution dans S’. Nous n’aborderons pas de probleme
(pourtant trés important!) ici.

Démonstration. On commence par montrer (8.9) Soit ¢ € S(R?). Alors

(u(t), @) = <ﬁ0,e_t|¢‘2?q)> )

On montre

lim e " Fp = Fp dans S(RY). (8.10)

t—0*

En effet, notons ¢ = F ¢. Par la formule de Leibniz, pour tout multi-indice «,

(00 -y0) = ()0 + T (3)a (7)ot

(797 —1) app(@)] < tlef?

(@),
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par l'inégalité élémentaire [e~* — 1| < x pour x > 0. De plus, lorsque § < «

2 F (e—t\élz) (&) = tPp(t, ) P y(2),

ou P, g désigne une fonction polynéme en les variables ¢, 1, ..., {4, de degré maximal |a —
| = |a| — |B| < |a] en &y, ..., ¢4 On déduit des deux observations précédentes que pour tout

an (¢ 9(@) — (@) < tan (9(2)),
ot N = max(N + 2,2N) (cf (7.2) pour la définition de gy). En particulier

lim gy (¢ ¥Fy(2) - (@) =0,

t—o0

ce qui montre (8.10) et donc

On montre maintenant que u vérifie ’équation de la chaleur au sens des distributions sur
10, o[ xR?. Soit x € D(]0, o0 xR?). Alors

< oiu—Au,x >=<u,—oix —Ax >.

De plus :

(-0 = [ (0, (=) ) dt = [ (e o, [cPFx) dt
0 0

= /OOO <ﬁ0, e_tm2|§|27)(> dt.

Le lecteur attentif aura remarqué que la encore, les crochets désignaient dans certains cas (les-
quels?) la dualité entre D’(]0, +-00[xIR?), et D(]0, +-00[xR?), et dans d’autres, la dualité entre
S'(RY) et S(RY). De plus * et F désignent respectivement la transformée de Fourier et la trans-
formée de Fourier inverse sur R?. On a donc

o Ay = [T ot F 2, ot E :/“’ e
(u, —orx — AX) /0 <u0,e &l Fx —e .7-“89(> ; <u0, Py (e ]—"x)>.

On utilise alors la propriété suivante :
Lemme 8.3.5. Soit T € S'(RY) et ¢ € D(]0, 00[xR?). Alors

d d
& @) = (1.550,).

Par le lemme (dont nous différons la démonstration),

/Ooo <uo,aat (e_tmzf)o > dt = /OOO % <ﬁ0, <e_t‘§|2?)() > dt =0,

ce qui conclut la preuve. O
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Ebauche de preuve du lemme 8.3.5. Par la linéarité de T,

. ) — ()
i1 (T9(0) = lim (7, #EER =0,

et il reste a montrer

_Y(t+h) —yp(t) oy
s 7 = o)

au sens de D(IR?), ce que I'on peut faire en utilisant la formule

P(t+h,x)—p(t,x) _ /01 Y (t + ho, x)do.

h ot
t
8.3.3 Noyau de la chaleur
On s’intéresse maintenant a la formule (8.7) que 1’on rappelle ici :
u(t,x) = 1/u0(y)e_x4;jz dy. (8.11)
(2V7t)?

Remarquons que 1'on peut interpréter cette formule comme une convolution par un noyau
régularisant :

y(t, x) = up * (\flt)dk <\/¥> ,

X :71 e Ix2/4
k(x) o :

[STEW

la fonction

() = — k<x)—l e
P n Vi) T v
est appelée noyau de la chaleur.

Théoréme 8.3.6. Soit p € [1,00) et ug € LP(IRY). Alors la formule (8.11) définit une fonction u de
classe C™ sur |0, 00[xIRY, qui vérifie I'équation de la chaleur (au sens classique) sur ]0,c00[ xR, De

plus :
lim ||u(t) — upl|r = 0. (8.12)

t—0+t

Le résultat reste vrai en prenant p = oo, en supposant de plus ug continue.

Ebauche de preuve. La preuve de la convergence (8.12) est similaire a la preuve de la densité
des fonctions C3 dans L! par convolution, disponible au début de ce cours (Tome I). Dans
cette preuve, le noyau gaussien k est remplacé par une fonction pic a support compact. Nous
laissons le soin au lecteur de vérifier que la démonstration fonctionne encore, avec de petites
adaptations, dans le cas du noyau gaussien.

La preuve que u vérifie 'équation de la chaleur utilise le théoreme de dérivation sous le
signe intégral. On prendra bien soin a se limiter a un ensemble compact t € [a,b], [x| < A, out
0<a<b<oetA >0, pour obtenir les hypotheses exactes de ce théoréme. O

On remarque 1'effet régularisant tres fort de I'équation de la chaleur : la solution est C*
pour tous les temps strictement positifs, méme si la condition initiale n’est pas continue!
Une autre propriété intéressante de I’équation de la chaleur se lit sur la formule (8.11) :
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Proposition 8.3.7. Soit ug € LP(R?) une fonction positive non identiquement nulle. Alors
Vt >0, Vx € RY, u(t,x) > 0.
On en déduit également le principe du maximum :

Proposition 8.3.8. Supposons uy € C°(IR?), bornée. Alors

sup u(t,x) = sup up(x).
t>0 xeR?
x€R?

Si cette borne supérieure est un maximum, elle est atteinte en t = 0.
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