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Chapitre 1

Quelques rappels sur les fonctions
intégrables

Ce chapitre rappelle les résulats de théorie de l'intégration sur RY que nous utiliserons
systématiquement. Le cadre général est celui de l'intégrale de Lebesgue sur RY, qui est sup-
posée connue, ainsi que les notions d’espaces mesurés, de mesure, d’ensemble et de fonction
mesurables. On renvoie le lecteur qui voudra réviser ces notions a l'appendice A et a [3, 6].
Les notations sont celles de I'appendice A. En particulier, £!(Q)) désigne l’espace vectoriel des
fonctions intégrables sur ().

Les preuves sont omises. Le lecteur pourra consulter [3, 6].

1.1 Théoréeme de convergence dominée

Nous présentons le théoreme de convergence dominée ou TCD en abrégé. Ce théoréme affirme
que f lim, 40 fn = limy— 4o f fn lorsque (fy)nen est une suite simplement convergente de
fonctions intégrables dominée par une fonction positive intégrable ¢ au sens suivant: |f,| < g
pour tout n. Le fait qu’il suffise d’avoir une convergence simple de la suite (f,),cn Vvers f estun
grand progreés par rapport aux énoncés qui peuvent étre rencontrés dans le cadre de l'intégrale
de Riemann. D’une maniere générale, le théoreme de convergence dominée est, comme nous
le verrons, d'une grande utilité pratique.

Théoreme 1.1.1 (Théoreme de convergence dominée). Soit (f, : RY — C)nen une suite de
fonctions intégrables. On suppose que

(i) il existe une fonction f : R? — C telle que la suite (f,)neN converge simplement vers f presque
partout sur R

(i) il existe une fonction g : R? — [0, +-oo] intégrable telle que, pour tout n € N, |f,| < g presque
partout sur RY.

Alors la fonction f est intégrable sur R? et on a

tim [ 1f=ful =0 et lim IRdfn:/IR lim fo= [ f.

n——4o0 n—-4oo d n——+o00

Dans la pratique, la fonction f est souvent définie presque partout par f(x) = lim,— 1« fn(X)
et prolongée arbitrairement a R?. La fonction f : R? — C est mesurable comme limite simple
presque partout d'une suite de fonctions mesurables. Le fait qu'il soit suffisant, dans 1"énoncé
du TCD, d’avoir une convergence simple presque partout et une domination presque partout
est typique des théoremes d’interversion limite-intégrale dans le cadre de l'intégrale de Le-
besgue.



Chapitre 1. Quelques rappels sur les fonctions intégrables

Exemple 1.1.2. Soit f € L'(IR?). Alors

lim f(x)dx = o f(x)dx

nreo J|x|<n}
En effet, on applique le théoreme de convergence dominée a fu(x) = Wyjy <) f-

Exemple 1.1.3. Déterminons la limite lorsque n tend vers l'infini de la suite :

vn #2
Vnz1,un:/ (1-) dt.
0 n

12
> — _
Yn>1, u, /]R]I[O,\f )<1 n> dt

et on pose pour tout t € R, fu(t) = Ly s () (1 - —) Alors pour tout t € R fixé, f,(t) tend vers

Ona:

e*t2]1[0/+oo[(t) lorsque n tend vers +-oco. De plus, pour tout n > 1et toutt € R, 1 — % < e*?, d’onl

VieR, Vn>1, |fu(H)] < e ?

qui est indépendante de n et intégrable sur R. Donc, on peut appliquer le TCD a (f,,)n>1 pour obtenir

oo
im u, —/ lim f,(t) —/ e tdt.
n—o00 R n—o0 0

Nous verrons plus loin un calcul de [, e~tdt (qui vaut @).

1.2 Intégrales a parametre

Le théoréme de convergence dominée implique les théoremes suivants sur les intégrales a pa-
rametres.

Théoréme 1.2.1 (Continuité sous le signe [). Soit O un ouvert deR?, a € O et Q) un ouvert de R,
On considere une fonction f de O x () dans C qui vérifie les conditions suivantes :

1. Pour tout x € O, l'application partielle f, : y — f(x,y) est mesurable.

2. Pour presque tout y € Q), I'application partielle x — f(x,y) est continue au point a.

3. 1l existe une fonction g € L1(Q) telle que |f(x,y)| < g(y), pour tout x € O et pour presque
touty € Q.

Alors il est possible de définir une application F : O — C par F(x) = [ra f(x,y) dy, et F est continue
au point a.

Le lecteur peu au fait des subtilités de la théorie de la mesure ne doit pas étre effrayé par 1'hy-
pothese 1. Rappelons que les fonctions continues et continues par morceaux sont mesurables.
Dans ce cours, presque tous les exemples de fonctions mesurables seront de cette forme. Typi-
quement, une fonction continue sur O x Q) vérifie les hypotheses 1 et 2.

Exemple 1.2.2. (Transformée de Fourier). Soit ¢ € L1(IRY). On pose, pour x € RY,

g(x) = /R L 8(y)e ™ Vdy,

oil x - y est le produit scalaire euclidien de x et y. Alors ¢ est continue sur RY.
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1.2 Intégrales & parametre

Apres la continuité, nous étudions la dérivabilité d’une fonction définie par une intégrale.
Théoréme 1.2.3 (Dérivabilité sous le signe [). Soit O un ouvert de R¥ et Q) un ouvert de R%. On
consideére une fonction f de O x ) dans C qui vérifie les conditions suivantes :

1. Pour tout x € O, l'application partielle f. : y — f(x,y) est intégrable sur Q).

2. Pour presque tout y € Q, I'application partielle f, : x — f(x,y) est de classe C sur O.

3. Il existe une fonction g € L1(Q) telle que

vie{l,...,p},

)| <5

pour tout x € O et pour presque tout y € Q).

Alors il est possible de définir une fonction F : O — C par F(x) = [ f(x,y) dy. Cette fonction est de
classe C! dans O, et ses dérivées partielles sont données par

oF af

PP Al v GO0

Joint au théoréme de continuité précédent, le théoreme de dérivation permet de montrer qu'une
fonction est de classe C.

Exemple 1.2.4. On pose, pour t € R, G(x) = fl P dt. Alors G est dérivable sur R et

/ _ ! 2 2x
G'(x)= [ t7e"*dt
0

Exemple 1.2.5. Soit g € L' (R?), tel que [ |y||g(y)|dy < oo. Alors la transformé de Fourier § de g,
définie dans 'exemple 1.2.2, est de classe C' et

98 (1) =

—ix-y
oxe —i [ Ye8(y) eV dy.

Exemple 1.2.6. (Transformée de Laplace). Soit f : Ry — IR une fonction intégrable. On appelle
transformée de Laplace de f la fonction définie sur R par

F:xrs /Oooe_txf(t)dt

On montre que F est bien définie et continue sur R.., de classe C* sur RY, et que sa limite en +oo est
nulle.

Remarque 1.2.7. Le théoreme 1.2.3 admet une généralisation aux dérivées d’ordre supérieures. Il faut
pour cela remplacer C' par C™ dans I'hypothese 2 du théoreme, et remplacer la borne de I'hypotheése 3
par une borne sur les dérivées d’ordre m. Ainsi, si I'on suppose dans 'exemple 1.2.5 que la fonction g
est a support compact, alors la fonction g est de classe C* et on peut calculer ses dérivées successives en
dérivant par rapport a x sous le signe intégral.

Nous sommes souvent amenés a démontrer la continuité ou la dérivabilité d"une fonction F
définie par une intégrale sur un intervalle ouvert I. Il arrive alors, comme c’est le cas pour
démontrer la dérivabilité de la transformée de Laplace, que I'hypothése de domination né-
cessaire & ’application d’un théoréme de régularité sous le signe [ ne soit pas vraie sur tout
lI'intervalle I, mais seulement sur des sous-intervalles de I. Dans ce cas, on utilise le fait que la
régularité d"une fonction (sa continuité ou sa dérivabilité) est une notion locale. En effet, si une
fonction est réguliere au voisinage d"un point, elle I’est aussi en ce point. Si on veut démontrer
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Chapitre 1. Quelques rappels sur les fonctions intégrables

la régularité de F en tout point de I, on commence par fixer un point a € I. Alors, comme I
est ouvert, a posséde un voisinage |a, B[ contenu dans I, voisinage sur lequel on peut tenter de
démontrer I'hypothese de domination voulue. Si cela est possible, les théoremes de régularité
sous le signe [ s’appliquent et on démontre que F est réguliere sur |, f[. En particulier, F est
réguliére en a.

Pour étudier des limites aux bords de l'intervalle ouvert ou les théoremes de régularité sous
le signe [ ne s’appliquent pas, comme la limite en +oo de la transformée de Laplace, on ap-
plique directement le théoréeme de convergence dominée ou celui de convergence monotone.
On utilise pour cela la caractérisation séquentielle des limites.

—xt

Exemple 1.2.8. Etudions la transformée de Laplace de la fonction t +— 1417 Soit f : (x,t) = {2
définie sur |0, +oo[x [0, +oo[. Pour tout x > 0, t — f(x,t) est continue sur [0, +oo| et intégrable car
1

Fanl s

Pour tout t > 0, la fonction x — f(x,t) est de classe C® sur |0, +oo| et

—xt

of e ¥ o f e
7 _ > —Z — (— ngn .
5 (x,t) = tl 2 et Vn>1, Sy (x,t) = (—1)"t 1P

Alors, pour tout n > 1, la fonction alf: est continue en x et intégrableen t et ona, sia > 0,

Vx>a, Vt >0,

o"f —at
aXn(x,i,‘)’ <tle "
qui est indépendante de x et intégrable sur [0, +oo[. Donc, par le théoreme de dérivabilité sous le signe

intégrale, on en déduit que
0o e—xt
F:xw— —dt
* /0 1+ t2

est de classe C* sur [a, +oo[. Soit xo > 0. Il existe a > 0 tel que xo € [a, +oo[. Comme F est de classe
C® sur [a, +oo], elle I'est en xq. Cela étant vrai pour tout xo > 0, F est de classe C* sur |0, +o0.
On remarque que I'on a de plus F" (x) + F(x) = L pour tout x > O et ona

400
< [ etdr=

0 X

qui tend vers 0 lorsque x tend vers 4-oo.

1.3 Les espaces L*

On fixe ici un ouvert Q) de R%.
Soit p € [1,00). On note LF(Q)) I'ensemble des fonctions f, mesurables de Q) dans C, qui
vérifient

/Q £ (x)]7 dx < +oo.

Exercice 1.3.1. Soit « € Ret f(x) = x*, x > 0. A quel condition sur a et p a-t-on f € L£P(]0,1])?
feLr([1,+oo])?

Exercice 1.3.2. Soit

1 .
flx) = Feany six >0
0 six <0,

et p > 1. Montrer que f € LP(R) <= p < 2.
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1.3 Les espaces L7

On appelle espace L7 (Q)) I'espace des classes de fonctions égales presque partout qui sont dans
LP(Q)). Plus précisement, on définit la relation d’équivalence ~ sur LF(Q)) par:

f~g < f=gpp

et on définit LP(Q)) = LP(Q))/ ~. On identifie ensuite la classe d’équivalence de f € LF(Q)
qui est un élément de L”(()) avec son représentant f.

Pour f € LP(Q)), on pose 1
I = ([, reorrax)

Alors, sip € [1,00], || - ||, est une norme sur L7 (Q)) pour lequel cet espace est complet.

On définit également les espaces £ et L* comme suit. L'espace £*(()) est 'espace vectoriel
des fonctions essentiellement bornées sur (), c’est a dire des fonctions mesurables telles qu’il
existe M > 0 tel que {x € QO : |f(x)| > M} est de mesure nulle. La borne inférieure de tous
les M vérifiant cette propriété est notée || f /. On définit ensuite

L*(Q) = L7(Q)/ ~,
en identifiant les fonctions essentiellement bornées qui sont égales presque partout.

Dans les espaces L” (1 < p < 400) on a un théoréme de convergence dominée en remplagant
“intégrable” par g € L” et la convergence a alors lieu dans L”.

Proposition 1.3.3 (Inégalité de Holder). Soient p et q deux exposants conjugués, i.e. % + % =16i
feLP(Q)etg e L1(Q), le produit fg est dans L'(Q)), et

[ e < gl < 171 gl

2

Exemple 1.3.4. Supposons Q) de mesure de Lebesgue fini. Soit (p,r) € [1,00]* avec p < r. Alors

L'(Q) € LP(Q).

Eneffet, si f € L"(Q)), on écrit |f|P = Lq|f|P. Donc

/Q FOPdx = (IIf Pl < AP Tally,

ot q est I'exposant conjugué de % : % + & = 1. Or, puisque Q) est de mesure finie,

[1b@ =10l

oil |Q)| est la mesure de Lebeque de Q) et donc 1o € L1 avec ||1q ||, = |Q|Y/9. Finalement, on obtient
4 q
que f € LP(Q)) et

1

1 1_
1Al < MIFIAQ =[£Il

p

On définit maintenant les espaces L;

distributions :

(Q)) qui joueront un role important dans la théorie des

Définition 1.3.5. Soit p € [1,00]. Une fonction mesurable f sur Q) est un élément de L} (Q) quand
pour tout compact K C Q), Ixf € Q.

Exemple 1.3.6. Soit p € [1,00]. La fonction x + 1/x est un élément de L{ (]0,4oo[), mais pas de
L7 (]0, +o]).

Théorie des Distributions page 5



Chapitre 1. Quelques rappels sur les fonctions intégrables

Exemple 1.3.7. La fonction définie par f(x) = 1/xsix > 0, f(x) = 0si x < 0 est mesurable, mais
n'est dans aucun des espaces L] (R).

On vérifie facilement, en utilisant I'exemple 1.3.4, que L} (Q) C L] (Q) quand p > g.

Il n’existe pas de norme || - || sur L} (Q) tel que (L} (Q),||-]|) est un espace de Banach. On
P

peut en revanche définir une notion de convergence sur L1 o

Définition 1.3.8. Soit (f,), une suite de L} (Q), et f € L (Q). On dit que (f)n tend vers f dans
L

10c(Q) (ou que cette suite converge localement dans LP vers f), quand pour tout compact K de Q,
(1g fn)n converge vers Uk f dans LF (Q)) quand n — oo.

Exemple 1.3.9. Soit, pour x > 0,

ful¥) = ——, f(x) = =,

x4+1/n’ X

Alors pour tout p € [1,00], (f)n tend vers f dans LY (]0, +oo]).

loc

1.4 Théoréme de Fubini

Lorsque l'on calcule l'intégrale d'une fonction f : R? x R? — C de plusieurs variables, le
premier outil auquel on doit penser est le théoreme de Fubini. Celui s’énonce sous la forme
suivante :

Théoréme 1.4.1. Soit f € L' (IR¥*P). Alors les fonctions suivantes sont définies presques partout

x'—>/wf(x,y)dy et y|—>/]Rdf(x,y)dx

et sont respectivement dans L' (R?) et L'(RP). De plus, on la relation :

iy (Y )dxdy = /w (/Wf(x/y)dy> dx = /w (/Rdf(x,y)dx) dy. (1.1)

Une variante de ce théoréme, le théoreme de Fubini-Tonelli, concerne les fonctions positives :

Théoreme 1.4.2. Soit f mesurable sur R¥*P, a valeurs dans [0, c0]. Alors

x»—>/]Rpf(x,y)dy et y»—)/]Rdf(x,y)dx

sont définies presque partout, mesurables, et les égalités (1.1) sont vérifiées.

1.5 Théoreme du changement de variable

L’autre outil essentiel permettant de calculer une intégrale est le théoreme de changement
de variable.

On note pour ¢ : U — R? une fonction différentiable sur un ouvert U de R? et pour x € U, la
matrice jacobienne de ¢ en x par J,(x). C’est la matrice B—‘?’;‘_’(x)} > ,<dde la différentielle de ¢
<i,j<

au point x dans la base canonique de R".

Théoréme 1.5.1. Soit ¢ : U — V = ¢(U) un C'~difféomorphisme entre deux ouverts de R%. Alors,
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1.5 Théoréme du changement de variable

1. Pour toute fonction g mesurable et positive, g : ¢(U) — [0, +0c0],
dy = / x))| det(J,(x))|dx.
i 8@y = [ (p(x))| det(Jo(x)

2. De plus, une fonction mesurable f : ¢(U) — C est intégrable sur ¢(U) si et seulement si
(fog@)|det(Jy(-))| est intégrable sur U et on a

[y F)dy = [ Flo())|det(Jy(x)) e

Exemple 1.5.2. Soit f € L1(R?) et A > 0. Alors

/Rdf(?\x)dx =A /Rdf(y)dy-

Les changements de variable qui interviennent le plus souvent sont le passage en coordonnées
polaires et les changements de variable linéaires.
Pour le changement de variables en coordonnées polaires on a :

/]sz(x,y)dxdy = }0,2n[x]0,+oo[f(r cos(0),rsin(0))rdrde.

En effet, le changement de variable polaire en dimension 2 est donné par le difféomorphisme
@:(r,0) — (rcos(8),rsin(0)) dont le Jacobien en tout point est donné par :

cos() —rsin(0)|
sin(f) rcos(f) |

](p(r/9> =

On remarquera que J, n’est un difféomorphisme de (0,27r) x]0, co[ dans R?, mais un difféo-
morphisme de (0,27)x]0, [ dans R?\ {(x,0), x > 0}. En pratique, cela ne pose pas de
probléeme, I'ensemble {(x,0), x > 0} étant de mesure de Lebesgue nulle.

+o0

—0

Exemple 1.5.3. Calculons l'intégrale gaussienne : I = e **dux. Pour cela on commence par utili-

ser Fubini pour justifier que
I? = / e~ (V) dxdy.
R2

Puis on effectue un changement de variables en coordonnées polaires :

o]

27T poo ) 1 )
I’ = / / e "rdrdd =271 [—e_’ } =271 X
o Jo 2 0

= TL.

N —

Donc: I = /.

Il existe des variantes de ce changement de variable en coordonnées supérieures (coordonnées
sphériques). Par exemple, si f est une fonction radiale, qui ne dépend que de la norme eucli-
dienne r = |x| de x (i.e. f(x) = f(|x|) pour une certaine fonction f définie sur |0, oo[), alors

]Rdf(x)dx =c(d) /0 f(r)rd’ldr,

ott ¢(d) est le volume de la sphere de dimension d — 1.

Exemple 1.5.4. Soit a € R. Alors (en notant B(0,1) la boule unité de RY),
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Chapitre 1. Quelques rappels sur les fonctions intégrables

1. fB(O,l) ﬁdx est convergente si et seulement si & < d.

2. f]Rd\B(o,l) ﬁdx est convergente si et seulement si a > d.

En effet, il suffit d’effectuer un changement de variables en polaires pour se ramener au cas du critere de
Riemann en dimension 1. On a alors, avec dx = ri~1drd6,

1 27 1 1
/ C dx = / 2 A-1drde.
B(0,1) || x[|* o Jo re

La convergence de cette intégrale revient donc a celle de fol rﬁ%,ddr et par le critere de Riemann, elle
converge si et seulement si « +1 —d < 1 donc « < d. Idem pour l'autre cas.

Lorsque 1’on utilise Fubini ou le changement de variable on procéde en général en deux temps :
on applique le théoréme de Fubini-Tonelli a |f| pour justifier de l'intégrabilité puis on uti-
lise a nouveau le théoreme pour faire le calcul effectif de 1'intégrale. Rappelons aussi que ces
théoremes, tout comme la formule d’intégration par parties, ne permettent pas de calculer di-
rectement une intégrale en général (sauf cas particuliers) mais permettent juste de se ramener
a un calcul de primitive usuelle.

Pour I’ensemble des démonstrations et plus de précisions sur la théorie de 'intégrale de Le-
besgue, nous renvoyons a [3, 6].
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Chapitre 2

Introduction a la théorie des
distributions

On introduit ici quelques notions et idées de la théorie de distribution, sans donner de définition
rigoureuse. Le but est de motiver la théorie des distributions proprement dite qui sera définie
et étudiée dans les chapitres suivants.

2.1 Autour du Dirac

I est parfois utile, dans la résolution de certains probléemes de la Physique, de considérer
des objets, appelés couramment par abus de langage “fonctions”, mais mal définies comme
représentations ponctuelles. L'exemple le plus célebre en est I'impulsion de Dirac, qui, si elle
est considérée comme une fonction, est “nulle en dehors de 0, infinie en 0”.

Il est clair cette définition de I'impulsion de Dirac n’est pas complete, car elle ne permet pas de
définir cet objet de maniere unique. En effet, si Jy est “nulle en dehors de 0, infinie en 07, il en
est de méme de n’importe quel multiple positif de dy (par exemple 24p). Pour pallier ce manque
d’unicité, on introduit la condition supplémentaire que “l'intégrale de &y sur R vaut 1”.

Une premiere tentative, simpliste, de définir Jy serait de considérer Jy comme une fonction de
R dans [0, c0], en posant 6(x) = 0si x # 0 et 6(0) = oo. Une telle fonction est nulle presque
partout et s’identifie donc, dans n’importe quel espace L?, a la fonction 0. On ne peut donc pas
considérer rigoureusement Jp comme une fonction sur IR.

On va plutdt envisager éy) comme une limite de fonction. Considerons, pour tout ¢ > 0, la

fonction, ¢, définie sur R
0 si|x| > e
Pe(x) = { . > = (2.1)

z(e—|x]) si|x|<e.

On vérifie facilement :
[oldx =1, 12 = el = ¢elx) =0

et

lim ¢, (0) = +o0.

e—0 ¢£( ) +
En passant formellement a la limite quand ¢ — 0, on obtient un objet ayant les propriétés
voulues. On a donc envie de définir 6y comme la limité de ¢ quand ¢ — 0. On remarque que
¢ — 0, ¢, tend vers 0 simplement sur R*, mais que cette convergence n’a pas lieu dans L! ou
d’autres espaces de fonctions usuelles.



Chapitre 2. Introduction a la théorie des distributions

Pour donner un sens a la limite de ¢, on va introduire 1'idée centrale de la théorie des dis-
tributions, proche de la notion “d’observables” de la mécanique quantique : on considere ¢,
non pas comme une fonction, mais comme un opérateur sur un espace de fonctions (appelé
fonctions test) défini par la formule :

x> [ g@x(x

Soit donc  une fonction continue sur R. Alors

[ pexdx = x(0) [ ge(xdx+ [ () (Gelx) = x(0)) d

Ona [ ¢e(x)dx = 0 et en utilisant cette propriété et la positivité de ¢,

[ () (e(x) = x(0)) v

< sup (x(x) — x(0)).

—e<x<e

Par continuité de x en 0, cette derniére quantité tend vers 0 quand ¢ — 0. On en déduit :

lim [ ¢.(x)x(x)dx = x(0).

e—0

On peut donc voir I'impulsion de Dirac comme l’application qui a une fonction yx associe x(0).
Nous connaissons déja un tel objet : c’est la mesure discrete chargeant 0 définie dans 1'appen-
dice (cf exemple A.1.9). L'impulsion de Dirac est d’ailleurs souvent appelé “mesure de Dirac”.
L'intérét de la théorie des distributions est d’introduire un cadre général regroupant les fonc-
tions (c’est a dire les éléments de L{. ), les mesures, et des objets plus généraux. Un des buts
principaux de cette théorie est de pouvoir étendre la dérivée des fonctions dérivables a toutes
les distributions, et en particulier de donner un sens aux dérivées des fonctions qui ne sont pas
dérivables au sens classique. Nous allons maintenant donner quelques exemples illustrant (la
encore, sans la définir rigoureusement) cette notion de dérivée généralisée.

2.2 Notion de dérivée

Etudions le cas de la fonction de Heaviside, notée ici H, égale a 1 pour x > 0,a 0 pour x < 0
et a 1/2 en 0. Quel serait le candidat pour cette dérivée? On voit que, pour xy # 0, le taux
d’accroissement est nul dés que i < |x|, et pour xyp = 0, ce taux d’accroissement est ﬁ Il tend
ainsi vers +-oo quand / tend vers 0. De plus, formellement :

/ZA H'(x) dx = H(A) — H(—A) =1,

et donc (en passant a la limite A — o),

—+o0
/ H'(x)dx = 1.

Un candidat souhaitable pourrait étre la distribution de Dirac.

Les opérations classiques sur cette classe d’objets doivent étre encore valables, donc on veut
pouvoir calculer les dérivées de la fonction de Heaviside en calculant la dérivée de fonctions
qui I'approchent. Un exemple de suite de fonctions approchant H est donné par

0 si x < —e¢
2
% si —e<x<0
H =1 1Dy gexse
— 5z si <x<ge
1 si x>¢

page 10 Théorie des Distributions



2.3 Le peigne de Dirac

Cette fonction admet pour dérivée ¢;. Elle est donc de classe Cletde plus, He tend vers H au
sens L! car on trouve que [ |H, — H|dx = 5.

On a une convergence simple vers H, mais la convergence au sens de la norme du sup n’est
pas assurée. En effet, on a

sup |He(x) — H(x)| =
xeR

N =

D’apres 'analyse faite précédemment sur la famille (¢).~0 on constate que, pour tout x conti-
nue et bornée sur R, on a

/H’ )dr = lim [ (K (x)x(x)dx 11m/ ¢e(x — x(0).
e—0 JR e—0

On peut donc considérer que la dérivée de H est I'impulsion de Dirac en 0. Cela sera formalisé

au chapitre 5.

On peut a présent effectuer la méme analyse que celles faite sur les fonctions ¢; sur les fonctions
dérivées de ¢.. Nous essayons donc de construire une dérivée de 'impulsion de Dirac en 0.
Considérons la fonction ¢}. C’est une fonction constante par morceaux, valant ¢ 2 pour —¢ <
x < 0,et —e % lorsque 0 < x < &. Comme précédemment, on calcule [, ¢}(x)x(x)dx pour x
continue et bornée sur IR. On trouve

/4’e x)dx = . /X 2—/01Wdt avec x = ¢t.

Sans hypothese supplémentaire sur X, on ne peut pas aller plus loin dans I'étude de la limite
lorsque ¢ tend vers 0. On suppose que x est dérivable en 0, plus précisément de classe C.

Alors, une formule de Taylor avec reste intégral donne x(+et) = x(0) £ et fo (£ebt)do, ce

qui donne
0 e 1 1 1
X<f)dx—/ 4G - t[/ X (e0r)do + | X’(—set)de] dt.
—& & 0o ¢ 0 0 0

Une application de la convergence dominée (Théoréme 1.1.1) prouve que cette intégrale con-
verge vers

—/01 26 (0)dt = —x(0).

La dérivée de la mesure de Dirac en 0 devrait donc étre définie comme 1'opérateur qui a une
fonction x de classe C!, associe x'(0).

On voit que I'on a dii supposer x de classe C! pour obtenir une limite finie : pour définir &), on
a dti restreindre 'espace des fonctions test aux fonctions C!. Pour calculer des dérivées d’ordre
supérieur, il est naturel de penser qu’il faudra restreindre encore plus cet espace de fonctions,
ce que l'on fera effectivement en se limitant a des fonctions test C*.

2.3 Le peigne de Dirac

On veut construire un réseau périodique infini de charges ponctuelles placées en tout point
entier relatif. C’est un objet naturel dans I'étude du transport électronique dans des réseaux
cristallins. La fonction associée simple est alors

Yo x— ) ge(x—n).

nez
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Chapitre 2. Introduction a la théorie des distributions

Cette fonction, bien qu’elle soit dans L} (R), puisque intégrable sur tout compact, n’est pas
q loc p q g p p

intégrable sur R. On peut en effet vérifier que 1'intégrale sur tout compact est équivalente a la
taille du compact lorsque celle-ci tend vers +-co.
On vérifie aussi que, pour une fonction continue et bornée x donnée,

n+e p=n .1
Vm,n € Z, Ye(x)x(x)dx = ) /1(1 — |t])x(p + et)dt.
p=m =

m—eg
Par le théoreme de convergence dominée 1.1.1,

n-+e p=n
lim Y (x)x(x)dx = Z x(p)-
p=m

e—=0Jm—¢

On veut intégrer sur IR, donc faire tendre m vers —oo et n vers +oco. La limite existe lorsque

< oo. La fonction x : x — —— ne vérifie pas ce critére alors que x : x — — le
p X p q 1+x

1+ x|
vérifie.
Pour donner un sens a la somme infinie définissant le peigne de Dirac, la fonction x que l'on
choisit comme fonction test doit étre “suffisamment décroissante a I'infini”. Ce critere est au-
tomatiquement vérifié si la fonction ) est a support compact. Nous allons donc définir les
fonctions test, comme les fonctions de classe C* a support compact.
Le fait de choisir des fonctions test a support compact nous permettra aussi de considérer
comme des distributions des éléments généraux de Lll0 .- Eneffet, si f € Li (Q)ety e Ce(Qy),

loc
Jo fx est bien défini.
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Chapitre 3

Fonctions test

Dans tout ce chapitre, d est un entier > 1, () désigne un ouvert de R?, k est un entier naturel
ou le symbole oo (sauf précision). On désigne par C°(Q)) I'espace des fonctions continues sur
Q et par C¥(Q) I'espace des fonctions k fois dérivables et dont les dérivées k-iémes sont conti-
nues sur (). Le but de ce chapitre est de rappeler quelques résultats sur les fonctions de classe
CF et d’introduire 1’espace vectoriel des fonctions C® a support compact, les “fonctions test”
cruciales dans la construction rigoureuse des distributions.

3.1 Notations multi-indicielles

Un multi-indice a est un d-uplet d’entiers, « = (a1,...,a5) € INY. On appelle longueur de «
I'entier
|(X‘ :DC1+"'+D€d.
On définit la factorielle de w par a! = aq!- - - ayl. Six = (x9,...,x4) € R?, on pose aussi
&g

[ — al...
X=X xd

Si a et B sont deux multi-indices, on dit que & <  lorsque a; < B; pour touti € {1,...d}. On

pose |
(5) = pa=pr

3\ 9 \“
“— — o .. —
7= (an) ()

Par exemple, sid =3 eta = (1,0,2),

Enfin, on pose :

33

2 o
al =2 x* = xx = ————.
T 3 dx1(9x3)2

Remarquons que par le théoréme de Schwarz !, dés que ¢ est 2 fois dérivables,

02 02
Bx]-axk - Bxkax]- '

L’ordre des dérivées partielles dans la définition de 0* est donc indifférent.

1. Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), mathématicien allemand. A ne pas confondre avec le
mathématicien frangais du 20éme siecle Laurent Schwartz !
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Chapitre 3. Fonctions test

Une fonction ¢ définie sur Q) est un élément de C¥(Q) si pour tout « € IN tel que |a| < k, la
fonction 0*¢ est dans C°(Q)).

Une formule importante est celle de Leibniz. Soient k > 1, ¢, ¢ € Ck(Q). Alors, pour tout
multi-indice « de longueur inférieure ou égale a k,

CACRIEDY ( p ) o 0" Fy.
p=a p

Pour vous en souvenir, pensez a la formule du bindme de Newton.

Exercice 3.1.1. Ecrire la formule de Leibniz quand d = 3 et « = (1,0,1).

La formule de Leibniz se démontre par récurrence, a partir de la formule de la dérivée d'un
produit qui en est un cas particulier :

I op) = 29

P
lp+qoa—xj.

3.2 Formule de Taylor avec reste intégral

Voici une formule qui nous sera souvent utile dans la suite. Il faut la connaitre au moins a
I'ordre 1 ou 2 et a tout ordre pour d = 1.

Proposition 3.2.1. Soit () un ouvert de RY, n > 1 un entier et @ une fonction de classe C" sur Q).
Soient x et y deux points de Q) tels que le segment [x,y] soit contenu dans Q). Alors :

o= ¥ ) (x—y) + Tl [ -t -yt
al<n—1 """ al=n "

Dans le cas de la dimension 1 on obtient la formule suivante :

_nill n 1<1_t)n71 n
o) = ¥ gle=nf W) + -yt e (- Dy

En dimension d > 1 et a l’ordre n = 1 on obtient
d 1 aQD
o(x) = o) + Y (xi—v) | (tx+ 1 — )t
i=1 i

Ce sont ces deux dernieres formules que 'on utilisera le plus souvent dans la suite.

3.3 Fonctions de classe C* a support compact

3.3.1 Support d'une fonction

Définition 3.3.1. Le support d’une fonction ¢ définie sur Q est le sous-ensemble fermé de R? noté
supp ¢ et défini par I'une des assertions équivalentes suivantes :

1. supp ¢ = {x € Q| ¢(x) # 0}.
2. (supp ¢@)° est le plus grand ouvert de Q) oi la fonction ¢ est nulle.

3. (supp ¢)° est la réunion de tous les ouverts de Q) oi la fonction ¢ est nulle.
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3.3 Fonctions de classe C* a support compact

4. xo & supp ¢ si et seulement s'il existe un voisinage Vv, de x tel que : Vx € Vy,, ¢(x) = 0.
Exercice 3.3.2. Prouver I'équivalence entre ces quatre assertions.

On a alors :
1. (supp ¢ = @) < (¢ =0dans Q),
2. supp (¢ ) C supp ¢ Nsupp ¥,
3. si ¢ € CK(Q), alors, pour tout & € IN“ tel que |a| < k, supp 9*¢ C supp ¢.

Exercice 3.3.3. Montrer les 3 assertions précédentes.

Exemple 3.3.4. Le support de la fonction sinus sur R est R. Le support de 1o est [0, 1]. Le support
de 1g est R.

3.3.2 Espace des fonctions test

Définition 3.3.5. Soit m € IN U {co}. On note CJ'(Q2) 'espace vectoriel des fonctions de classe C™,
a support compact sur Q). En particulier, 'espace des fonctions test, noté C3°(QY) ou D(QY), est I'espace
vectoriel des fonctions de classe C*, a support compact sur Q).

Si K est un compact de ), on note C(Q)) le sous-espace vectoriel de Cj'(Q) formé des fonction a
support dans K.

L'espace C§°(Q)) n’est pas réduit a la fonction nulle, comme nous allons le montrer en construi-
sant une fonction C* a support compact explicite, a partir duquel nous pourrons construire de
nombreux autres exemples de fonctions test. Dans cet exemple, | - | la norme euclidienne sur

R?.
Une premiere fonction a support compact non nulle. On définit la fonction ¢y par

_ By g
Vx € RY, ¢o(x) = exp(—p) st [x| <1,
0 si |x| >1.

Cette fonction est dans C°(IR), elle est positive et on a supp ¢p = {x € R | |x| < 1}. De plus,
Jre Po(x)dx > 0.

Démonstration : Les affirmations sur le support et la positivité stricte de 1'intégrale sont évi-
dentes. Pour montrer que ¢p(x) est C*, on commence par remarquer

$o(x) = o(|x]?),

ou ¢ est la fonction définie sur R par

o(t) = {exp (—15) s% E<1
0 sit > 1.
Puisque x — |x\2 = x% +...+ xfi est de classe C*, il suffit de montrer, par la formule de
composition des fonctions dérivables, que ¢ est C*. Cette fonction est C* sur |1, +-c0] et
| — o0, 1], et vérifie :
Vi>1,Vn, ¢™(t)=0.

Il reste & montrer qu’elle est C* au voisinage de 0. Par croissance comparéee, on a

lim ¢(t) =0=¢(1) = lim (),

t—1— t—1+
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Chapitre 3. Fonctions test

et donc ¢ est une fonction continue sur R. On démontre ensuite par récurrence que pour
tout , il existe un polynéme P, tel que

P, (t
“i(t))%(p( ). @3.1)
En effet, c’est vrai pour n = 0, avec Py = 1 et un calcul direct montre que la propriété
est héréditaire (avec P, y1(t) = (1 —t)2P)(t) + (2n — 1) P, (t) — 2ntP,(t)). La formule (3.1)
avec n = 1 montre, en utilisant & nouveau la croissance comparée, que ¢’ tend vers 0 a
gauche et a droite en 1. On en déduit, par un théoreme standard d’analyse réelle, que ¢
est de classe C! (et ¢'(1) = 0). En appliquant successivement le méme raisonnement a
¢", 9, etc... on en déduit que ¢ est de classe C* sur R.

V<1, @"(t)=

3.3.3 Formule d’intégration par parties

On démontre aisément par récurrence sur |«|, a 'aide du théoréeme de Fubini de la formule
classique d’intégrations par parties sur R :

va € RY, Vg € Cl¥(Q), v € Cl* (O / 9o (x)p(x) dx = (— \“\/ x)dx. (32)

Remarquons qu’iln’y a pas de terme au bord dans cette formule d’intégration par parties, grace
a la compacité du support de ¢.

3.3.4 Topologie de C¥(Q)) et de C5°(Q))
Soit K un compact de Q et m € IN. Pour ¢ € C{(Q2), on note

pmk (@) = max[d%g(x)[. (3.3)
jal<m

Proposition 3.3.6. Soit m € IN. L'application p,, x est une norme sur Ci(Q). L'espace vectoriel
CP(QY), muni de la norme py, x est un espace de Banach.

La démonstration est laissée au lecteur. On pourra commencer par le cas m = 0, en utilisant
qu’une limite uniforme de fonctions continues est une fonction continue. Pour le cas général, il
peut étre utile de faire appel a la formule de Taylor avec reste intégral.

Exercice 3.3.7. Soit o un réel positif, m € N, ¢ € CF(Q) et

i
einx

@(x).

A quel condition sur o et m la suite de fonctions (g,), tend-elle vers 0 lorsque n tend vers l'infini ?

gn(x) =

nv

Il serait souhaitable de munir C¥ (Q2) et C°(Q2) d"une structure d’espace de Banach. On peut
montrer que c’est impossible : il n’existe aucune norme qui rend un de ces espaces vectoriels
normés complet. Il est en revanche possible de trouver une distance sur Cg (Q2) pour en faire
un espace métrique complet.

Définition 3.3.8. Soit K un compact de Q) et ¢, deux fonctions de C3 ()). Notons :

+o0 1
dx(@, ) =) o min(pjx(¢ —¢),1)
j=0

page 16 Théorie des Distributions



N

3.3 Fonctions de classe C* a support compact

Exercice 3.3.9. Montrer que dx est une distance sur C¢ (Q)), et que Cg (Q) muni de la distance dy est
un espace métrique complet.

Remarque 3.3.10. La définition de dx montre que dx(pn, @) tend vers O si et seulement si pour tout
multi-indice a, (0% py, ), tend vers 0% ¢ uniformément sur K.

La topologie de C°(Q2) est plus compliquée : on ne peut pas trouvern de distance satisfaisante
sur cet espace. Il est en revanche possible de définir une notion de convergence des suites qui
nous sera suffisante pour définir les distributions.

Définition 3.3.11. Une suite (¢, )nen d'éléments de C3°(QY) tend vers ¢ dans C3°(QY) lorsque :
1. il existe un compact fixe K C Q) tel que : Vn € IN, supp ¢, C K,
2. ,}ijﬂodK(G”r ¢n) =0.
Notons (cf Remarque 3.3.10) que le deuxieme point de la définition signifie que la suite

(¢n)nen et toutes les suites (9 ¢, ),en convergent uniformément respectivement vers ¢ et 0% ¢
sur K.

Exercice 3.3.12. Montrer I'unicité de la limite dans la définition 3.3.11 : en d’autres termes, si (¢n)n
est une suite de C°(Q)) qui converge vers deux fonctions ¢ et , alors ¢ = .

Exemple 3.3.13. Soit ¢ € C5°(R) et

n

on=e¢ "p(x —n).
La suite (¢ ), ne tend pas vers 0 dans C5°(R).
Exemple 3.3.14. Soit ¢ € C3°(IR). Posons, pour n € N,

Vx € R, ¢n(x) :¢<x+nj_1> —¢(x).

Alors ¢, — 0dans C°(R). En effet, si supp ¢ C [—M, M|, alors pour tout n, supp ¢, C [—M —
1, M + 1]. Puis, par le théoreme des accroissements finis, pour tout k € IN,

1 1
(k) _ ) < -
‘cp <x+n—|—1> ¢ (x) —n+1

1% Jow — 0

lorsque n tend vers l'infini.

Nous définirons au Chapitre 5 une topologie sur C*(Q)) (cf définition 5.2.2).

3.3.5 Fonctions “pic” et “plateau”
Fonctions “pic”.

Proposition 3.3.15. Soient xg € RY et ¢ > 0. Alors, il existe une fonction p € CP(Q) positive, de
support inclus dans B(xo, €) et d'intégrale sur RY égale a 1. Une telle fonction p est appelée fonction pic
sur la boule B(xo, €).

Démonstration : En effet, considérons la fonction définie par

Y ERY pr(x) — ¢o(x)
Vx € R?, p1(x) T o)y’

ou ¢y est définie §3.3.2, puis posons

1 X —X
Vx € RY, p(x):gdp1< . 0).

La fonction p ainsi définie convient.
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Chapitre 3. Fonctions test

g

En dimension d = 1 on peut aussi donner une formule explicite pour une fonction pic sur un
intervalle quelconque [a, b] non réduit a un singleton. Une fonction C§° dont le support est [a, b]

est
2 2(x —a)
b—a¢0<_l+ b—a )

En particulier, une fonction dont le support est [—¢, €] est 1¢(%). On note enfin un résultat que
'on a déja utilisé au chapitre précédent. Pour tout € > 0 et toute fonction continue et bornée y;,

/ %qm () xydx = [ go(t)x(etyat

d’ott la convergence de cette suite, lorsque ¢ tend vers 0, vers x(0) | El ¢o(t)dt. On utilise ici le
théoreme de convergence dominée 1.1.1.

Fonctions “plateau”.

On commence par le cas de la dimension d = 1. Tout d’abord, il existe une fonction “marche”
croissante, de classe C*®°, qui passe de la valeur 0 sur | —co, —1] a 1 sur [1, +o00[. On peut prendre
par exemple

X
o (t)dt
DX 7f11¢ 9 :
f -1 $o (t)dt
Puis, a partir de cette “marche”, on construit une fonction Cy°, dont le support compact est

[a,b], identiquement égale & 1 sur [c,d], a < ¢ < d < b et comprise entre 0 et 1. Une telle
fonction peut étre définie par

12y gy < et
Vx € R, Io(x) = { Pl z(cbi”x)) - crd
p(—l + b—d ) s1 X Z 5 -
En effet, sur [c, %], la fonction Iy est identiquement égale a 1, ainsi que sur [%,d], ce qui

implique le caractére C* au point #. Cette fonction est appelée “plateau” sur [c, d] supporté
par [a, b].

Le résultat persiste en dimension d quelconque.

Proposition 3.3.16. Soit K un compact de Q) et O un ouvert tel que K C O et O c Q. Il existe alors
X € CP(Q) telleque x = 1sur K, x =0sur Oet0 < x < 1.

On omet la démonstration, qui sera vue en travaux dirigés.

3.4 Densité par troncature et régularisation

Dans cette partie, nous allons montrer que 'espace des fonctions test C5°(Q2) est dense dans les
espaces L. Cela permettra ensuite, lorsque I'on voudra démontrer une propriété des fonctions
de ces espaces, de la démontrer tout d’abord pour des fonctions test puis de 'étendre par un
argument de densité (et donc par approximation).

page 18 Théorie des Distributions



3.4 Densité par troncature et régularisation

3.4.1 Troncature

Nous allons montrer ici que le fait de se restreindre, dans un espace de fonctions d"une régularité
donnée, aux fonctions a support compact, n’est pas une restriction importante, dans le sens ot
on définit alors un sous-espace dense dans I’espace de départ.

Remarquons d’abord que la notion de support n’est pas adaptée aux espaces LF. Soit en effet
f et g deux représentants du méme élément de L (Q)), c’est a dire que f = g presque partout
sur (). Alors on n’a pas forcéménent supp f = supp g. Par exemple le support de la fonction
constante nulle sur R est 'ensemble vide et le support de la fonction g (o1 Q est I'ensemble
des nombres rationnels) est 'adhérence de Q dans IR, c’est a dire R tout entier. En revanche
1o = 0 presque partout, et ces deux fonctions sont donc égales en tant qu’éléments de L' (R)!
La notion de support essentiel d'une fonction mesurable est adaptée aux espaces L.

Définition 3.4.1. Soit f une fonction mesurable sur Q). Soit w I'ensemble des x de () tel qu’il existe
un voisinage U de x dans Q) tel que f = 0 presque partout sur U. Le support essentiel de f est le
complémentaire de w dans Q).

Exemple 3.4.2. Le support essentiel de la fonction g est ©. Le support essentiel de la fonction 1yg 4 o
est [0, +o0].

Les démonstrations des propriétés suivantes sont laissées en exercice au lecteur intéressé :

1. suppess f C supp f.

2. f = 0 presque partout sur w = Q) \ suppess f.

3. Le support essentiel d"une fonction f est un sous-ensemble fermé de Q).
4

. Si f = g presque partout sur (), alors suppess f = suppess g. Ainsi le support essentiel
d’un élément de L (Q)) ou de LI (Q) ne dépend pas du représentant choisi.

5. Soit f une fonction continue sur (). Alors suppess f = supp f.

Proposition 3.4.3. Pour1 < p < +oo, l'espace L} (Q)) = {u € LP(Q) : suppess u est compact }
est dense dans LP (Q)).

Démonstration : On commence par décomposer (2 en () = |J,>; K, avec K;, compact et K, C

[©]

Kyi4+1. 11 suffit pour cela de poser :
1
K, = {xEQ : d(x,]Rd\Q> Zz—net\xl §n}.

En effet, K,, est par définition un sous ensemble de (), et la condition |x| < n dans la
définition montre qu’il est borné. Par ailleurs, on peut I’écrire comme une intersection de
fermés :

_ 1
Kn:Qﬁ{xele:Mgn}ﬂ N {xe]Rd:]x—y\zzn}.
yeERN\Q

(Exercice : vérifier cette affirmation). C’est donc un fermé borné, c’est a dire un compact
de ). La condition () = {J,,>1 K}, est facile a vérifier.

Soit u € LP(Q)). On pose u, = lg,u. On a suppess u, C supp u, C K,. Donc suppess uy,
est borné, et comme le support essentiel d"une fonction est toujours fermé, suppess u,, est
compact.

On montre par le théoréme de convergence dominée 1.1.1 que u,, tend vers u dans L¥(Q2),
c’est a dire que

lim /Q |ty (x) —u(x)|P dx = 0. (3.4)

n—o00
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En effet |u,(x) — u(x)| = |[u(x)|La\g, < |u(x)], donc |uy(x) —u(x)|P < |u(x)[P qui est
une fonction intégrable indépendante de . De plus [u,(x) — u(x)|F = L\, |u(x)|? tend
vers 0 pour tout x de Q) (car O = |J,, K;;). Le théoreme de convergence dominée implique
donc bien (3.4).

|

L’hypothese p < oo est importante : la proposition 3.4.3 est fausse pour p = oc. La fonction 1,
constante et égale a 1 sur () ne peut pas étre approchée par des fonctions a support compact.
En effet, si ¢ est a support compact K, alors 1 — ¢(x) = 1 pour x € Q \ K, et donc

Mo = ¢lle > 1.

Nous devons maintenant montrer que 1'on peut approcher des fonctions a support compact
d’une régularité donnée (L ou C¥) par des fonctions de classe C*. Pour cela nous allons devoir
faire des rappels sur la convolution des fonctions classiques. Ces rappels nous seront aussi
utiles dans la deuxieme partie de ce cours lorsque 1’on définira la convolution des distributions.

3.4.2 Produit de convolution

On se place dans I'espace R?, muni de la mesure de Lebesgue. On veut définir le produit de
convolution de deux fonctions f et g par la formule

VxR (fg)(x) = | flx=y)s(y)dy.

Dans le cas de fonctions f et g positives, leur mesurabilité suffit pour que cette formule ait un
sens. Sans cette hypothese de positivité, on peut encore définir le produit de convolution de f
et de g a condition de supposer, en plus de leur mesurabilité, une régularité L?.

Proposition 3.4.4. Soit p € [1,+o0]. Soient f € LP(R?) et ¢ € L1(R?). Pour presque tout x € R,
la fonction y — f(x —y)g(y) est intégrable. Le produit de convolution f g est donc défini presque
partout. De plus f * g € LP(R?) et

£ gl < FIl, N8l -
La méme conclusion est valable si 'on remplace f x g par g* f. Deplus, f * g = g * f.

Démonstration : Démontrons le résultat dans les cas p = 1 et p = oo. On renvoie a [6] et a [3,
théoreme VIIL.2.3] pour la démonstration générale.

Supposons d’abord p = oo. Fixons x € R¥. Alors y + f(x — y) est un élément de L™, de
norme || f||co. Donc y — f(x —y)g(y) est dans L' et :

[ £ =g o] < 11l

Ceci montre que f * g est une fonction bornée, et donc un élément de L.
Supposons maintenant p = 1. Alors par le théoreme de Fubini-Tonelli :

[ [ e wsldyax = [ 151 ([ 176 wlar)
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Or (par le changement de variable y’ = x —y), [ |f(x — y)|dx ne dépend pas de x et vaut
Ilf]l1. On a ainsi :

[ [\ =wigldyas = £l [ Ig)ldy = Nl
ainsi, par les théorémes de Fubini-Tonelli et Fubini, x — [ f(x — y)g(y)dy est défini
presque pour tout x et [ |f *g(x)|dx < | f|1]/gl1-

|

Exemple 3.4.5. Le produit de convolution de 1[_y 51 /) et d'une fonction f € LY(R) est la fonction

+1/2
X — X—y
—-1/2 f

Sa valeur en x est la moyenne de f sur un intervalle de longueur 1 centré en x.

La proposition suivante donne des informations sur le support d'une convolution. Pour
simplifier la démonstration, on suppose une des fonctions continues. Si A et B sont deux sous-
ensembles de R?, on note

A+B={x+y : x€ A yec B}

Proposition 3.4.6. Soit f € CO(IRY), bornée, et g € L' (IRY). Alors f g est continue et

supp f * g C supp f + suppess g.

(ici A désigne I'adhérence de I'ensemble A)

Démonstration : Le fait que la fonction f * ¢ est continue découle d'une application immédiate
du théoréme de convergence dominée 1.1.1.

Soit x € OO\ (supp f + suppess g). On écrit

= / flx—y)g(y)dy = flx—y)g(y)dy + flx—y)g(y)dy.

suppess g (suppess g)¢ (3.5)

On sait que ¢ = 0 presque partout sur (suppess g)°. La deuxiéme intégrale est donc nulle.

Pour calculer la deuxiéme intégrale, on fait le changement de variable y’ = x —y. En
notant

A={y : x—y €suppessg},

[ Sy = [ F)te =)y

Siy € A, x—y' € suppess g. Puisque x = x — ' + ¥/, 'hypothese x ¢ supp f +
suppess g impose y' ¢ supp f. La restriction de f a A est donc nulle, et la premiére
intégrale du terme de droite de (3.5) est nulle. Finalement, f * g(x) = 0. On a montré que
f * g est nulle sur le complémentaire de supp f + suppess g, et donc

on obtient

supp f * g C supp f + suppess g.

|

Exercice 3.4.7. Calculer le produit de convolution des fonctions indicatrices W q) et 1_y 1). Déterminer
son support.
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Remarque 3.4.8. Sisupp f ou suppess g est compact, on peut montrer que supp f + suppess g est
fermé et donc supp f + suppess ¢ = supp f + suppess g. Ce n'est pas le cas en général, par exemple
si

supp f = U {10”110”,11]/ suppess g = | J —10",—1o"+1—% .

n>2 n>2

(Exercice : construire des fonctions f et ¢ dans C®(R) N LY(R) vérifiant ces propriétés). Alors 1 est
la limite quand n tend vers l'infini de 10" — 10" + 1 — 2. C’est donc un élément de 'adhérence de

supp f + suppess g mais pas de supp f + suppess g.

La dérivée se comporte bien vis-a-vis du produit de convolution. C’est une conséquence du
théoréme de dérivation sous le signe |.

Proposition 3.4.9. Soient f € L*(IR%), ¢ € L'(RY) et k € N U {c0}. On suppose que f est de classe
CK et que ses dérivées partielles jusqu’a I'ordre k sont bornées. Alors f x g est de classe C¥ et, pour tout
a € N, tel que |a| <k,

I(f+g) = (°f) x g

Démonstration : Pour presque tout y € R?, la fonction x — f(x — y)g(y) est dans C*(R?). De
plus, pour tout x € RY,

03 (f(x —=y)gW))] = [(@*f) (x = y)gW)] < [|0°flle - Ig(W)]-

Comme g € L'(IRY), on peut appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégral
pour obtenir le résultat.

g

Dans la proposition précédente, f * ¢ hérite de la régularité C* de la fonction la plus réguliere f.
Il n'y a aucune hypothese de dérivabilité sur g.

Proposition 3.4.10. Soient ¢ € C3(RY), p € [1,00] et f € LE(R?). Alors ¢ x f € C(RY).

Démonstration : Remarquons que, par l'inégalité de Holder, L. (RY) C L!(R?). La proposition
3.4.10 est donc la conséquence immédiate des deux propositions précédentes.

3.4.3 Régularisation

Nous allons utiliser les résultats précédents pour montrer que 1’on peut “régulariser” une fonc-
tion non réguliére en la “convolant” par une fonction réguliere. On commence par considérer
une fonction “pic” p dont le support est inclus dans B(0,1) et dont l'intégrale sur R vaut 1.
Pour & > 0, on pose : p. = ¢ 9p(¢71+). La suite (p.) est appelée une “approximation de I'unité”.

Proposition 3.4.11.

1. Siu € C5(RY), k € N, pour tout « € N, |a| < k, (3%(pe * u)) converge vers *u uni-
formément sur RY lorsque & — 0.

2. Soit p € [1,00[. Siu € LY (R?), (p¢ * u) converge vers u dans LP (R?) lorsque e — 0.
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Démonstration : 1. On suppose |¢| < k. Comme [ p = 1, on peut écrire
Vr € RY, 9%(pe * u)(x) — 0%u(x) = (pe*0%u)(x) — 0%u(x)
= ¢4 /]de <x;y) o*u(y)dy — 0*u(x)
= /]Rd p(z)0"u(x —ez)dz — 0*u(x)
= /]de(z)(a“u(x—sz) —0%u(x))dz.

Or, 0*u est continue a support compact car u € C§(R?) donc elle est uniformément conti-
nue sur R? : V6 > 0, In(a,8) > 0, Vx,x/, |x — x'| < n(a,d) = [0%u(x) — *u(x')| < 4.
Fixons 6 > 0. Soit e > 0 tel que ¢ < min,<x77(a,0) = 15. Alors, |x — ez — x| < e|z] < 115
sur le support de p (qui est inclus dans B(0,1), d’ott le |z| < 1). Alorsona:

Vx € RY, [0%(pe * u)(x) — 0%u(x)| < /de(z)la“u(x —ez) —d"u(x)|dz <6,

toujours car [ p = 1. D’ou la convergence uniforme voulue.

2. Soit g I'exposant conjugué de p : 5 + 1'=1.0na:

Vx € RY, [(pe xu)(x) —u(x)| = ‘/p(z) (u(x —ez) —u(x))dz
< [ p@lu(x—ez) — u(x)|dz

= [P 90" P ux — e2) — u(x)ldz

<= (/. dp(z)dz)l/q ([ p@lutr—e) - uoraz)

_ </Rd 0(2)|u(x — ez) — u(x)|”dz>l/p.

On éléve les deux membres a la puissance p et on intégre en x sur R?. Alors, par Fubini,

1/p

lpe () )y gy < [, P~ €2) =l ] o

Comme [z < 1etu e LP(RY), on [lu(- — e2) = |l

classique d’intégration). Comme de plus, p(z)||u(- — ez) —

— 0 lorsque ¢ — 0 (résultat

MHU, ]Rd) <2pHMHLV ]Rd ( )et

que p est intégrable, on peut appliquer le TCD pour obtenir que

tim [ p(&)Ilu(- — e2) — ul} otz = 0
et ainsi ||pe * u(x) — u(x )||U, RY) — 0. D’ot1 le résultat voulu.

Nous pouvons enfin démontrer le résultat de densité annoncé en introduction.

Théoréme 3.4.12. C°(Q) est dense dans LP (QQ) pour tout 1 < p < +o0.
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Démonstration : Par la proposition 3.4.3, il suffit de montrer que C5° () est dense dans 1’espace
LY (Q). Soit u € LY (Q). Soit K un compact de Q tel que u = 0 dans K°. Soit # le prolon-
gement de u par 0 a tout RY. Alors @I € LY (IR?). Soit & > 0 et posons il = p; * il. Posons
enfin 1, = ii;|n. On a supp %, C K. = K+ B(0,¢). Pour ¢ assez petit, K. C ) et c’est
un compact. Alors, d’apres la proposition 3.4.10, i, € CP(Q) et u, € CF(QY). Or, par la
proposition 3.4.11, (i) tend vers il pour la topologie de L (IR¥).

3.5 Application : Lemme de du Bois-Reymond

Ce résultat, nommé d’apres Paul David Gustave du Bois-Reymond? aura son importance
théorique dans le prochain chapitre.

Lemme 3.5.1. Soit f € L (Q). On suppose que, pour toute ¢ € C(QY), [, f(x)@(x)dx = 0. Alors
f = 0 presque partout.

Démonstration : On se donne comme dans §3.4.3 une fonction p, C®, a support dans B(0,1) et
telle que [ p = 1. On pose p:(y) = e 9p(e~1y). Soit x € CF(Q). Alors fx € LL(RY). Pour
tout x de RY, y — p.(x — y)x(y) est un élément de C3°(Q)). Puisque :

() = [ pelx = yxw)Fy)dy,

I’hypothese sur f implique pe * (xf)(x) = 0. Par la proposition 3.4.11, cette suite converge
vers xf dans L'(R?). On en déduit que xf est nulle presque partout. La fonction f est
nulle presque partout sur tout compact de ), donc presque partout sur (2.

2. (1831-1889), mathématicien allemand

page 24 Théorie des Distributions



Chapitre 4

Distributions sur un ouvert de R

La théorie des distributions a été introduite par Laurent Schwartz en 1945, posant les idées
qui étaient déja en germe chez Serguei Sobolev dans les années 30. La représentation des
phénomenes physiques étendus dans 1’espace par des fonctions de plusieurs variables et 1’ex-
pression des lois physiques en termes d’équations aux dérivées partielles (EDP) ont été un
grand progres dans 1'étude de ces phénomenes. Toutefois, cette représentation par une fonc-
tion assignant une valeur en chaque point pose au moins deux problémes d’ordre physique.
Le premier est que les quantités physiques en un point n‘ont pas de sens. Par exemple, la
température est une conséquence du mouvement des molécules. Dans un volume plus petit
que le libre parcours moyen d"une molécule, parler de température en un point précis ne signi-
tie donc rien. Pourtant, I’équation de la chaleur classique donne, a I’échelle macroscopique, des
résultats qui sont conformes aux expériences.

Le second est qu'une valeur ponctuelle pour une quantité physique est impossible a mesurer
avec un appareil de mesure. Ce dernier a nécessairement une certaine étendue spatiale et ne
pourra donc jamais fournir une valeur f(x) d’une fonction f en un point xj. Le mieux que l'on
puisse obtenir est une moyenne pondérée [ f(x)¢(x)dx ou ¢ caractérise I'appareil de mesure
et est supportée au voisinage de xo avec une intégrale proche de 1 pour un appareil précis et
bien réglé.

Dans ce chapitre nous allons systématiser 1'idée qui consiste a ne plus considérer des fonctions
définies point par point, mais globalement, par des moyennes locales. Nous allons donc sub-
stituer aux fonctions classiques des formes linéaires sur 1’espace des fonctions test. Nous avons
déja vu cette idée se dessiner dans le chapitre 2.

Un des buts de cette théorie est d’apporter un sens a des objets abstraits comme 1'impulsion
de Dirac, mais aussi de pouvoir “dériver” des fonctions qui ne sont pas dérivables, comme par
exemple des fonctions L! ou L? ou seulement continues. Nous verrons comment cela peut nous
aider a résoudre des problemes d’EDP qui n’ont pas a priori de solutions classiques simples.

Dans tout ce chapitre, Q désigne un ouvert de R?, d > 1.

4,1 Définitions

Nous allons donner deux définitions équivalentes de la notion de distribution, 'une fonction-
nelle et théorique dans laquelle la continuité est exprimée topologiquement, une autre effective
dans laquelle la continuité est exprimée directement par des estimations.

4.1.1 Définition fonctionnelle
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Définition 4.1.1. Une distribution sur I'ouvert Q) est une forme linéaire T : C3°(Q)) — C continue en
0, i.e. telle que, pour toute suite (@, )ncn d'éléments de C3°(Q)) qui converge vers 0, < T, ¢, > — 0.
n—oo

On notera D'(Q)) I'ensemble des distributions sur Q).

On notera souvent D(Q)) 'espace C5°(Q)), lorsqu’il est considéré comme 1’espace des fonctions
test pour les distributions. Le symbole < T, ¢,, > désigne ici un crochet de dualité, il signifie
simplement l’action de T sur ¢, : T(¢,). D'(Q)) n’est autre que le dual topologique de D(Q)),
c’est a dire 1’espace vectoriel des formes linéaires continues sur D(Q) (ce qui explique la nota-
tion D' (Q)).

La convergence dans D(Q2) étant une condition trés contraignante, la condition de continuité
vis-a-vis de cette topologie est une condition assez faible (en effet il y a “peu” de suites conver-
geant dans D(Q), cette condition de continuité est donc peu contraignante). En conséquence,
I'espace des distributions est un espace tres gros.

Cette définition abstraite des distributions pourra étre utilisée pour des questions théoriques,
mais pour montrer en pratique qu’une forme linéaire sur D((}) est une distribution, nous lui
préférerons la définition équivalente qui suit.

4.1.2 Définition par 'ordre
Soit ¢ € Cj'(Q). On rappelle la notation (cf §3.3.4) :

pm k(@) = max[d%g(x)[.

|ae| <m

On notera

pm(@) = max [0"p(x)|.
WEH

Remarquons que si ¢ € C¢(Q), ona pu (@) = pmx ().

Proposition 4.1.2. Une forme linéaire T sur D(QY) est une distribution sur Q) si et seulement si, pour
tout compact K de Q), il existe m € N et Ck,, > 0 tels que, pour toute fonction test ¢ € D(Q) telle
que supp ¢ C K,

| <T.¢>|= Ckmpu(e).

Démonstration : Supposons que T € D'(Q). On raisonne par 1’absurde, en supposant qu’il
existe un compact K C ) sur lequel :

Vm e IN,VC > 0,39 € CF(Q), | < T, ¢ > | > Cpm(g).

Prenons, pour toutm € IN, C = m. Il existe alors ¢,, € C¥(Q), | < T, @ > | > mpu(@m).

Posons ¢ = —22—. Alors, < T, §y >= 1 et supp ¢ C K. De plus,

<T,@pn>"

D) = P (Pm) <l 0.
<T,pu > m moeo

Soit k € IN. Alors, Vin > k, pr(¢m) < pm(Pm) —— 0. Cela signifie exactement que la

suite (@) tend vers 0 dans C°(Q2). Or, < T, ¢, >= 1 ne tend pas vers 0 ce qui contredit
T € D'(Q).

Montrons la réciproque. Soit (¢,) une suite qui converge vers 0 dans C§°(Q2). Soit K un
compact qui contient tous les supp ¢,,. Par définition de la convergence dans Ci°(Q2) on
a, pour tout m € IN, py(@n) — 0.Alors: | < T,¢n > | < CkmpPm(@n) — 0. Donc

T € D'(Q).
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g

Cette caractérisation des distributions sera constamment utilisée par la suite. Elle mene aussi
directement a la notion d’ordre d"une distribution.

4.1.3 Ordre d’une distribution

Dans la caractérisation d’une distribution donnée par la Proposition 4.1.2, I'entier m dépend
a priori du choix du compact K. Si on peut trouver un entier m qui convient pour tous les
compacts K de (), on dira que la distribution est d’ordre fini.

Définition 4.1.3. Soit m € IN. Une forme linéaire T sur D(QY) est une distribution d’ordre fini au
plus m sur Q) lorsque pour tout compact K de Q), il existe Cx > 0 telle que, pour toute fonction test
¢ € D(Q) avec supp ¢ C K,

| < T,¢ > | < Ckx max max|d“p(x)]|.
la|<m x€K

On dit que T est d’ordre fini s'il existe un entier m tel que T est d’ordre fini au plus m. Le plus petit
entier m possible est appelé I'ordre de la distribution T.

L'ordre de T est le plus petit nombre de dérivées qu’il nous faut pour contrdler 1’action de T
sur les fonctions test.

Nous allons maintenant donner quelques exemples de distributions en précisant a chaque fois
leur ordre.

4.2 Premiers exemples

4.2.1 Distribution associée a une fonction LllO .

Une des premiéres choses a vérifier est que la théorie des distributions généralise bien la théorie
des fonctions classiques, typiquement des fonctions localement intégrables. On va donc mon-
trer comment I'espace vectoriel des fonctions L{. () s'injecte dans D’(Q)).

Proposition 4.2.1. Soit f € L}, (Q)). On peut lui associer une distribution, notée Ty, telle que

Vo e D(Q), <Tf @ >= /Qfgodx.
Cette distribution est d’ordre 0.

Démonstration : Tout d’abord, on vérifie que, comme f est Lllo . (Q)), sa restriction a tout compact
est L1. Ainsi, sur le support de ¢ € D(Q), elle est L'. Comme ¢ est bornée, car continue
sur le compact ot elle est supportée, on en déduit que f¢ est L!, et que

‘/quvdx

La forme linéaire ¢ — [, fodx est donc bien une distribution, qui plus est d’ordre au
plus 0, donc d’ordre 0.

< max X dx.
< max loCl [ 1

|

Par ailleurs, le lemme de du Bois-Reymond nous permet d’identifier Tf a la fonction f de
maniére unique. D’apres ce lemme, 'application f — Ty est une injection de L}, (Q)) dans
D'(Q)) :si Ty = Ty, alors f = g presque partout. Dans la suite nous ferons donc presque tou-
jours I'abus de langage qui consiste a identifier Ty a f. Nous écrirons par exemple “soit f la

distribution...”. Remarquons aussi que si Tf = Ty et f et ¢ sont continues, alors f = g.
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4.2.2 Distribution de Dirac

Nous avons déja rencontré cette distribution au chapitre 2. Nous allons maintenant en donner
sa définition précise.

Définition 4.2.2. Soit a € Q). La forme linéaire 6, : D(Q) — C définie par
Vo € D(Q), < s, >= ¢(a)
est une distribution sur (3, d’ordre 0, appelée mesure (ou masse, ou impulsion) de Dirac en a.

Démonstration : Soit K un compact de Q) et soit ¢ € D(Q) telle que supp ¢ C K. Alors, | <
02,9 > | < 1-]|¢||e. Donc &, est une distribution d’ordre au plus 0 donc 0 sur Q.

|

La distribution de Dirac est un nouvel objet de la théorie des distributions. En effet, on peut
montrer qu’il n’existe pas de fonction f € Lj, (Q) telle que 6, = Ty. Si cela était le cas, en fixant
un compact K C (), on aurait :

Vo € D(Q), supp ¢ C K, < 3, ¢ >= ¢(a) = /Kf(x)(p(x)dx.

Alors, sia ¢ supp ¢, [ f(x)@(x)dx = 0. Donc, pour toute ¢ € C(Q\ {a}), [¢ f(x)(x)dx =
0. Par le lemme de du Bois-Reymond, f = 0 pp sur Q) \ {a}, donc sur Q). Mais alors, pour toute
¢ € D(Q), [ f(x)p(x)dx = [ 0- ¢(x)dx = 0 = ¢(a). En choisissant ¢ telle que ¢(a) # 0 on
aboutit & une contradiction.

4.2.3 Distribution de Dirac dérivée

Nous pouvons aussi définir sur le modéle de la distribution de Dirac une distribution d’ordre
fini de n’importe quel ordre. Soient a € Q et & € IN“. Posons, pour toute ¢ € D(Q),

<T,¢ >=09"¢(a).

Montrons que T ainsi définie est une distribution d’ordre exactement |«|. Tout d’abord, il est
clair que c’est bien une distribution d’ordre au plus |«|. En effet, si K est un compact de (3, on a

| <T,9>|=]0"a)] < [0°¢]|.

Soit k < |a|. Montrons que T n’est pas d’ordre k. On raisonne par l’absurde. Supposons que,
pour tout compact K de (), il existe Cx > 0 telle que :

V¢ € D(Q), supp ¢ C K, [9"¢(a)] < Cxmax 0P @] co- (4.1)
<

Soite > 0 tel que B(a,2¢) C (), et prenons comme compact K = B(a, ¢). Fixons ¢y € C°(B(0,¢))
telle que ¢p(x) = 1 pour |x| < &/2. Posons alors

P = ()

Par la formule de Leibniz, on a 0*(0) = ¢9(0) = 1. Posons enfin ¢(x) = ¢(A(x —a)) ot A > 1.
Comme supp ¢ C B(a,{) C B(a,e) C K, onabiensupp ¢ C K. Deplus, < T,p >= 90"¢(a) =
Al92p(0) = Al#l. Pour |B] <k,

0P (x)| = AP [oPy (A(x — a))| < AM[[0P Y] |eo-
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Alors, pour tout A > 1, on devrait avoir, par (4.1)

A= < Crmax [|0P || < +c0.
|BI<k

On aboutit & une contradiction en faisant tendre A vers +co puisque || —k > 1. Donc T ne
peut pas étre d’ordre k < |a|, donc T est d’ordre exactement |«|.

4.2.4 Mesures de Radon

On renvoie a I’Appendice (définition A.1.10) pour la définition d"une mesure de Radon.
Soit it une mesure de Radon sur Q). La forme linéaire ¢ € D(Q) — [, ¢pdpu est une distribution
d’ordre 0 sur Q).

Théoréme 4.2.3. Soit T € D'(Q)) d’ordre 0. Alors, il existe une mesure de Radon y sur Q) telle que
Voe D), <T,¢ >= /Q pdp.

Démonstration : On admettra ce théoreme. La démonstration se base sur le fait que les mesures
de Radon positives sur () s’identifient aux formes linéaires positives sur Cy(Q2) par

p <f€Co(Q) %/(Ifdpt)-

C’est le théoreme de représentation de Riesz.

Exemple 4.2.4. La mesure de Dirac est une mesure de Radon. L'application

o [ 9l xi,0)dxi

définit une distribution sur R~ qui est une mesure de Radon sur R41,

4.2.5 Distributions positives

On dit quune distribution T € D'(Q}) est positive lorsque :
Vo eD(Q), 9>0 = < T, >>0.

Montrons que toute distribution positive est d’ordre 0.

En effet, soit K un compact de Q) et soit x € C5°(Q)), x = 1surKet0 < x < 1.Si ¢ € D(Q)),
supp ¢ C Ket ¢ réelle, alors les fonctions ¢ : x — x(x) sup,cx |¢(y)| £ ¢(x) sont dans D(Q)
et sont positives. Alors, < T, ¢+ >> 0. D’ot,

| <T,¢>|<|<Tx>|-suple(x)| = Cksup|p(x)]

xeK xeK

La méme inégalité (quitte a augmenter la constante Ck) reste valable quand ¢ est a valeur
complexe, en considérant séparément la partie réelle et la partie imaginaire de ¢. Ceci signifie
que T est d’ordre au plus 0 donc d’ordre 0.
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4.2.6 La valeur principale de %

La fonction inverse, f : x — % n’est pas dans L{._(RR), on ne peut donc pas définir a partir de
cette fonction une distribution comme on 1'a fait auparavant. Cependant, en prenant garde a
éviter la singularité en 0 et en effectuant une intégration symétrique par rapport a 0, on va tout
de méme pouvoir associer une distribution a f.

Définition 4.2.5. Soit ¢ € Ci°(IR). On pose

1 s ¢(x)
<Vp <x>’¢>_1135 e x O

Alors vp (1) est une distribution sur R d’ordre exactement 1.

Démonstration : Soit K un compact de R et supposons que K C [—R, R] pour R un réel positif.
Soit ¢ € C§°(R) telle que supp ¢ C K. Alors,

1 . o(x)
<Vp (X>’¢> T fecer x O

Pour “annuler” la singularité en 0, 'idée est de faire un développement de Taylor de ¢
en 0. Par la formule de Taylor avec reste intégral, on peut écrire

Vx € R, ¢(x) = ¢(0) + x¢(x), avec y(x) = /01 ¢'(tx)dt, p € CT(R) et [p(x)] < [|¢/[]eo-

On écrit alors, pour tout € > 0,

/ wdx = (p(O)/ dx +/ P(x)dx := L + b.
e<lx|<a X e<|x|<R X e<|x|<R

Par imparité de la fonction f et symétrie par rapport a 0 du domaine d’intégration,
I'intégrale I; est nulle. Dans l'intégrale I, la fonction ¢ étant continue en 0, on peut
appliquer le TCD pour obtenir que la limite lorsque ¢ tend vers 0 de I, existe et vaut
f‘ +|<R P(x)dx. La définition de vp (%) est donc justifiée, la limite existe eton a:

(o (2)0) = v

(w(3) )| <2k sup Iyl < 2Rsuple/Co).

—R<|x|<R xeK

De plus,

On en déduit que vp (%) est une distribution d’ordre au plus 1. Il nous reste a justi-
fier qu’elle ne peut pas étre d’ordre 0. Si elle était d’ordre 0 on aurait I'existence d’une

constante C > 0 telle que :
1
vP |2 ) 9)| = Cliglle

Pour n > 1, on considere une fonction plateau qui vaut 1 sur le compact [%, 1] et qui est

nulle hors de 'ouvert | 5, 2[. Alors, ||¢|| = 1 et, pour e < 5, on a (par positivité de ¢,)

2 1 1
/ de — / de Z / de = / % = log n.
l>e X & X X v X

2n

Vo € C°(R), supp ¢ C [0,2],
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Ainsi, pour toutn > 1,

1
logn < ‘<Vp <x> ,(P>‘ < Cllgnlle =C.

Dot la contradiction lorsque n — oo.
Od

Comme vp (1) est d’ordre 1 on en déduit en particulier qu'il n’existe pas de fonction f €
1 1) —

L}, (R) telle que vp (1) = Ty.

Cette distribution apparaitra & nouveau plus loin dans le cours et en TDs. Tout comme la dis-

tribution de Dirac, elle constitue un des premiers exemples d’objets nouveaux introduits par la

théorie des distributions.

4.2.7 Partie finie de x*

On cherche maintenant a définir une distribution qui coincide avec x” pour =2 < a < —1et
x > 0. On vérifie que

R R R
/ x"@(x)dx :/ x”q)(O)dx+/ X"’ (0)dx + ...
€ € €

s . . Ra+l 8a+1 .
(sans préciser le reste de Taylor). Le premier terme vaut -7 — 777, qui tend vers +oo lorsque

e — 0. Il s’agit de la partie infinie de x?. Plus précisément, on a 1’égalité, valable pour ¢ a
support compact et R & suppg :

R xi+1 R R yotl gat1 R yatl
[ o= | o]~ [M @~ - [ X e an

xa+l

La fonction 7 —7 est, quant a elle, intégrable car a +1 > —1, donc définit une distribution. On
voit donc apparaitre la partie finie.

Définition 4.2.6. Soit a €| — 2, —1]. La partie finie de x°, notée Pf(x") est la distribution définie par

oo (7 i © . 4 g+l 0o Ha+l1 , 4
Vo € C7°(R), < Pf(x ),(p>—£1£r6</8 x*(x) x+a+1 (0))——/0 a+1go(x) x. (4.2)

On peut plus généralement définir de méme Pf(x?) lorsque a est un réel < —1, non-entier :

Définition 4.2.7. Soit a < —1 tel que a ¢ Z. Soit n € N tel que a €| — n — 1, —n|[. La partie finie de
x* (x > 0) est la distribution définie par :

00 xa+n

< Pf(x"), ¢ >= —1"/ () (x)dx.
e>=C0" 0 @ ?
On peut aussi exprimer cette partie finie de maniere analogue a la premiére égalité de (4.2), en
retranchant la partie infinie obtenue en écrivant le développement de Taylor de ¢ & un ordre

dépendant de a. Ainsi, lorsque —n —1 < a < —n, n > 1, on écrit

n—1,j

o(x) = Y 90 (0) + x"pu(x),

=0 J°
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ou P, € C* et on calcule ainsi la limite, lorsque ¢ — 0, de
+oo £l+]+1 T )
x)d
/g x+z ]+a+1]'§” (0),

qui est exactement < Pf(x?), ¢ >, ou Pf est la partie finie donnée par la définition 4.2.7.
On peut également définir une partie finie lorsque a est entier, mais il faut pour cela faire inter-
venir, dans le développement de Taylor précédent, un terme en log €. Par exemple

<Pf <i> ,¢> = lim </€+w %(P(x)dx + ¢(e) 10g(8)> :

Lorsque a est entier on peut également définir une valeur principale, par analogie a la valeur
principale de 1/x, en passant a la limite dans une intégrale symétrique par rapport a 'origine.
Ainsi, la valeur principale de 1/ x2 est,

(vp (x %), ) = lim </x>g x2p(x)dx — 24)8(0)> .

e—0t

Exercice 4.2.8. Vérifier que les limites précédentes existent et définissent bien des distributions, dont
on précisera I'ordre.

Nous verrons en travaux dirigés la définition de la partie finie de |x|* en dimension d > 2.

4.2.8 Un exemple de distribution d’ordre infini

Soit T la forme linéaire sur Ci°(IR) définie par

+00 .
Vo e D(R), < T, ¢ >=Y_ ¢U)(j)
i=0

Remarquons que ¢ étant a support compact, la somme précédente est en fait finie. Alors, T est
une distribution sur R d’ordre infini. On peut reprendre en 1’adaptant légerement la preuve
donnée pour la distribution de Dirac dérivée.

Soit [-R,R] C Retsoit ¢ € CF°(R), supp ¢ C [—R,R]. Posons py = E(R) + 1, ott E(R) est la
partie entiere de R. On a :

| <T,9>|= pr <ZH¢ [ oo-

T ,
Y o) (j) |
j=0

Donc T € D'(R).

Supposons par 1'absurde que T est d’ordre fini m. Soit 9 € C5°(] —1/2,1/2[), égale a 1 sur
[—1/4,1/4] et positive. Soit A > 1. Posons (x) = %%(x) pour x € Ret ¢(x) = ( (x —
(m+1))). On considere le compact K = [m+1/2,m+3/2] C R. Comme A > 1, ¢ est a
support dans K et elle est C*.

D’autre part, par la formule de Leibniz, on a : ("1 (0) = 1(0) = 1. Puis, comme supp ¢ C K,
ona < T,p >= ¢t (m +1) = AmHypm+1)(0) = A™+1, Drautre part, pour j < m,

vx € R, o (x)| < M sup [V (x)] < V|[$0)]|o.

x€R

Or, T est supposée d’ordre m, donc pour K = [m +1/2,m + 3/2], il existe Cx > 0 telle que

|<T¢>\<CKZH¢ oo
j=
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soit ici : .
A< C Y N[00 < CiA™,
j=0

ce qui conduit a une contradiction lorsque A tend vers I'infini. Donc T ne peut étre d’ordre fini.

4.3 Convergence des suites de distributions

Nous allons voir que les suites de distributions étant des suites d’applications linéaires conti-
nues, elles se comportent de maniere trés simple du point de vue de la convergence. Cela est
principalement di au théoreme de Banach-Steinhaus qui est un résultat d’uniformisation des
bornes sur les familles de formes linéaires continues sur un espace de Banach (voir [6], Chapitre
17). Commengons par donner la définition de la convergence dans D'(Q2).

Définition 4.3.1. On dit qu'une suite (T,),eN de distributions sur Q) converge vers T € D'(Q))
lorsque, pour toute fonction ¢ € D(Q)),

11m<Tn,g0> <T,¢>.

n—oo

Exemple 4.3.2. La suite (61,,)y tend vers la distribution 6y dans D'(R). La suite ("6, ), tend vers 0
dans D' (R).

Exemple 4.3.3. La suite de distributions (Ty),>1 définie par : ¥n > 1, T, = n(& 1 =0 1), converge
dans D'(R) vers la distribution qo — 2¢'(0). En effet, pour ¢ € D(Q), on peut écrire p(x) =
®(0) + xp(x) avec P(x fo (xu)du. Alors,

<Tp>=n (qo ()= (=3))=v(3)+v(-3) =2 2@ =200

D’ou le résultat.

Exemple 4.3.4. La suite (T, )n>0 converge vers la distribution nulle dans D' (QY). Il s’agit juste du
lemme de Riemann-Lebesgue.

Proposition 4.3.5. La convergence dans LI, (Q)), 1 < p < +oo implique la convergence dans D' (Q}).

Démonstration : Soit (fy)u>0 une suite de fonctions dans L{ (€) qui converge vers f dans
LF (Q). Soit g tel que ; + [17 = 1. Soit K C Q) un compact et soit ¢ € D(Q), supp ¢ C K.

loc

Par I'inégalité de Holder,

| <Tf,9p>—<Trep>| = |<Tfn—Tf,¢>!S/Klfn(X)—f(X)|~|(p(X)|dx
< an_fHLP(K)||§0HL'7(K)]H—OO>O-

|

Exemple 4.3.6. La convergence presque partout n’implique pas la convergence dans D' (QY). En effet,
considérons la suite de L] (Q) définie par f, : x — Ve " Alors, pour tout x # 0, fu(x) — 0,
mais la suite (T, ),>1 converge dans D'(Q) vers /710y et non pas vers la distribution nulle. En effet,
si ¢ € D(Q), ona par le TCD,

< fu, ¢ >= f/ x)dx = /]I.{e_yz(p (%) dy — V7e(0) =< /7o, ¢ > .
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On a le théoreme suivant dont la démonstration (difficile et basée sur Banach-Steinhaus) est
admise ici (voir [1, C.3.4, p245] ou [8, p58]).

Théoreme 4.3.7 (Admis). Soit (Ty,)nen une suite de distributions telle que, pour toute ¢ € C5°(Q)),
la suite (< T, ¢ >)neN admet une limite dans C. Alors la forme linéaire T définie sur D(Q)) par

VoeD(Q), <T,p>= ngli&r}oo < Ty, >

est une distribution sur Q). De plus, pour tout compact K C Q), il existe m € IN et C > 0 tels que,
Vo € D(Q), supp ¢ CK, sup | < Ty, ¢ > | < Cpu(e).
nelN
Le point clé ici est le fait que I’on peut trouver une constante C > 0 et un entier m € IN

indépendants de n. On a aussi le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.8. Soit (T,)neN une suite de distributions qui converge vers T dans D'(Q)) et soit
(¢n)neN une suite qui converge vers ¢ dans D(Q)). Alors < Ty, ¢y >—<T, 9>
n—oo

Démonstration : On écrit
<Thon>—<T,o>=<Ty,¢opn—0>+<T,—T,¢>.

Le premier terme tend vers 0 grace au théoreme 4.3.7. Le deuxieme terme tend vers 0 par
la définition de la convergence des distributions.

|

Nous allons montrer au chapitre sur la convolution des distributions que toute distribution est
limite dans D’(Q)) d’une suite de fonctions dans D(Q).

Nous terminons cette section par un résultat d’approximation de la distribution de Dirac en 0
par des fonctions L.

Proposition 4.3.9. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions positives dans L' (R?), dont les supports sont
contenus dans des boules centrées a I'origine et de rayon tendant vers 0. Alors

1
T
fIRd fndx I neo

Démonstration : Soit a,, le rayon de la boule, a, — 0. Soit ¢ € C8°(1Rd ). En posant x = ayt,

VneN, < Ty, ¢ >= / fu(x)@(x)dx = at fu(ant)p(a,t)dt.

|x|<ay, lt1<1

b dans D'(RY).

On écrit

<Tp,¢> 0(0) = a; [ES! fu(ant)(p(ant) — ¢(0))dt
ffn aj |t\§1fn(ant)dt
On utilise ensuite le fait que, pour a, < 1et |t| < 1, par la formule de Taylor avec reste

intégral a 'ordre 1,
|@(ant) — ¢(0)| < a, maxmax [0°p(x)|

la|=1 |x|<1

pour trouver, lorsque 7 est assez grand,

<Tf,(P>
— 21" 9(0)| < a,maxmax|d*p(x)].
£~ 0(0)| < armaxmax g(x)

D’ou le résultat.
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Chapitre 5

Opérations sur les distributions

5.1 Majoration de la norme d’un produit de fonctions
On rappelle la définition des normes p,, et p,, x (ot K est un compact de () :

Vo € CF(Q), pmk(@) = max [0"¢(x)], pm(p) = max[0"p(x)].
e e

Le lemme suivant nous sera trés utile dans la suite de ce cours :

Lemme 5.1.1. Soit m € IN. Il existe une constante C,y, telle que
Vo € Ci'(Q), Y € C*(Q),  pu(9y) < Conpm(@)pm(¥),
et, si K est un compact de Q,
Vo € Ci’(Q), vV € CZ(Q),  pux(9¥) < Conpmk (@) Pk ().

Démonstration : La premiere inégalité découle de la deuxieme. Pour montrer la deuxiéme, on
utilise la formule de Leibniz

Fon =L (5 )Feat,

p<a

ol &« € N vérifie |«| < m. En majorant |0f | par p,,(¢@) et [0°Py| par p,, (1), on obtient
l'inégalité annoncée.

5.2 Multiplication par une fonction C*

Définition 5.2.1. Soit T € D'(Q) et soit a € C®(Q). La forme linéaire aT définie sur D(Q) par :
Vo e D(Q), <aT,p >=<T,ap >

est une distribution appelée produit de a par T.

Démonstration : Tout d’abord, on a bien agp € D(Q)) donc le membre de droite est bien défini.
Par ailleurs, il est évident que ¢ — < T,a¢ > est un application linéaire. Il reste a vérifier
la propriété de continuité dans la définition des distributions.
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Soit K C ) un compact. Il existe m € IN et C > 0 tels que,
Vo e D(Q), | <T,¢>| < Cpule).
Alors, par le lemme 5.1.1,

| <aT, ¢ >|=|<T,ap > | < Cpulap) < Cpu(a)pm(p),

ce qui montre que aT est bien une distribution.

Nous avons facilement les propriétés suivantes. Pour a,b € C*(Q) et T,S € D'(Q),
(a+b)T =aT+bT, (ab)T =a(bT), a(S+T)=aS+aT.

De plus, la multiplication est une opération continue sur D’ (Q)) x C®(Q). Pour donner un sens
a cette affirmation, on doit définir une topologie sur C*(}), ce que 'on fait a I’aide de suites.

Définition 5.2.2. Soit (¢,)n une suite de C*(Q) et ¢ € C*(Q). On dit que la suite (¢, ), converge
vers ¢ dans C®(Q)) quand n tend vers oo lorsque pour tout compact K de Q, pour tout m € N,

im pu(¢ — ¢n) = 0.

n—oo

En d’autres termes, une suite converge dans C*® si et seulement si elle converge unifor-
mément dans tout compact, ainsi que toutes ses dérivées. Ainsi une suite convergente dans
Cy(Q) converge vers la méme limite dans C*(Q)). Un autre exemple est la suite (¢;),, ot
¢n(x) = e"p(x —n), et p est un élément fixé de C5°(R) : cette suite converge vers 0 dans C*(IR)
(comparer avec 'exemple 3.3.13).

On a alors :

Proposition 5.2.3. Soient T € D'(Q)) et a € C*(QY). Soit (ay),>0 une suite qui converge vers a dans
C®(Q) et soit (Ty)n>0 une suite qui converge vers T dans D' (QY). Alors

ayT — aT, aT, —— aT et a,T, — aT dans D'(Q).
n—»o00 n—00 n—r00

Démonstration : Bien entendu, il suffit de montrer le troisieme point. Soit ¢ € D(Q2). Posons
pour tout n, ¢, = a,¢. Alors, P, —7 a9 dans D(Q) par la formule de Leibniz, donc

< anTn,qD >=< Tn,wn >n—>—oo>< T,QQD >=< aT,(P > .

Nous avons utilisé ici le corollaire 4.3.8.

Exemple 5.2.4. Sia € C®(O) et f € Li, (Q), alors aTy = T,y.

Exemple 5.2.5. Sia € C®(Q) et xo € Q, alors ady, = a(xo)dx,. En particulier dans R, xdp = 0. La
vérification est ici immédiate.

Exemple 5.2.6. Ona:xvp (1) = 1. Eneffet, si ¢ € D(Q),

1 _ 1 1 (%) 4 s _ / _
<xvp <x> ,(p> = <Vp <x> ,x(p> = llg% e X dx = 213% . p(x)dx = e p(x)dx =<1,¢ >,

par intégrabilité de la fonction ¢.
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5.3 Les équations xT = 0, xT = letxT =S

Exe(:m)ple 5.2.7. Soit —2 < a < —1. Alors xPf(x") = x“+1]1}0/+00[. En effet, si I'on pose P(x) =
x¢(x),

8aJrl

a _ a . « a
< xPf(x"), ¢ >=< Pf(x"),¢p >= ll_l’)% </€ x"p(x)dx + P

vo).
Or ¢(0) = 0, et donc

e—0

< xPf(x"), ¢ >=lim </Oo x““q)(x)dx) = /Oo x"lo(x)dx.
3 0

Remarque. On ne peut pas définir un produit raisonnable entre deux distributions quelconques.
Par exemple, une multiplication basique du type “< TS, ¢ >=<T,¢ > - < S, ¢ >" ne définit
méme pas une forme linéaire.

Une autre objection est que I’on ne peut pas donner sens au carré de la distribution de Dirac en
0. Par exemple, on consideére la famille de fonctions (¢ ).~ définie par :

1
Ve >0, ¢pe(x) = B si x| < % et ¢(x) = 0sinon.

Soit alors ¢ € C5°(IR). On a, en utilisant Taylor avec reste intégral a ’ordre 1,

[ acwoear="1 " gyax = Lieg(0) + o) — 900)

€ J—¢/2 e—0
et ainsi (¢¢ )0 converge vers &y dans D’(IR). Toutefois,

1

[ #@otmdr =5 [ pxidr = S(en©) +0()

qui diverge lorsque ¢ tend vers 0. Donc (¢?),~0 ne converge pas dans D'(R).

D’un point de vue plus abstrait, on ne peut pas définir une loi de composition interne commu-
tative et associative sur D’'(Q) prolongeant a D’'(Q) x D'(Q) la multiplication que 1’on vient de
définir sur D'(Q)) x C*. Si cela était le cas, on aurait par exemple: 5y vp (1) = vp (1) - 6. D’on,
en multipliant les deux membres par x, on aurait d'une part: x(Jo - vp (1)) = (x&) - vp (1) = 0.
D’autre part, x(6 - vp (1)) = x(vp (1) - 6o) = (xvp (%)) 6o = 1- 8y = Jo, d’ol1 la contradiction.

Nous verrons plus loin que I'on peut définir le produit de convolution de deux distributions
(moyennant des hypotheéses sur leurs supports respectifs), ce produit ayant alors une interpré-
tation physique naturelle.

5.3 Leséquations xT =0, xT =1etxT =S

Nous allons étudier ces trois équations pour d = 1. Mentionnons qu’il est possible d’obtenir
des résultats analogues en dimension d quelconque pour le systeme d’équations x;T = 0.

Proposition 5.3.1. Soit T € D'(R). On a alors équivalence entre

1. xT =0.
2. dze€ C, T = zdy.

Démonstration : On a déja vu que, si T = zdy, alors xT = zxdy = 0z = 0. D’ot1 une premiere
implication.
Pour l’autre sens, supposons que xT = 0. Pour 6 € CS"(IR), 0 =< xT,0 >=< T,x0 >.
Donc T est nulle sur toutes les fonctions de la forme x6, 6 € C5°(R).
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Caractérisons ces fonctions. Tout d’abord, si ¢ = x6, 6 € C;°(R), il est clair que ¢ €
Ce’(R) et que g (0) = 0. Réciproquement, soit ¢ € C5°(RR) telle que 1(0) = 0. Supposons
que supp ¥ C [—A, A] Par la formule de Taylor avec reste integral a l'ordre 1, on peut
écrire que P (x) = ¥(0) + x fO (tx)dt = x0(x) ot O(x fo (tx)dt. Alors, 6 € C*(R)
etsi|x| > A, onay(x) = Od’ouG( ) P(x)/x=0. Donc0 € C°°( ).

Finalement, T s’annule sur toutes les fonctions ¢ € Ci°(R) telles que 1(0) = 0. Fixons
X € CP(R) telle que x(x) = 1 pour |x| < 1. Soit ¢ € CP(R). Posons ¢ = ¢ — ¢(0)x.
Alors p € Ci(R) et (0) = 0. Donc < T, >= 0, soit encore

<T,¢>=¢0)<T,x>=2<0b,¢> avec z=<T,x >.
En d’autres termes, T = zép. D’ot1 'autre implication.
0

On peut alors étudier la méme équation avec un second membre. On commence par regarder
I'équation xT = 1.

Proposition 5.3.2. Les distributions T € D'(R) telles que xT = 1 sont de la forme T = vp (1) + Cdo,
cecC

Démonstration : On a déja vu en exemple que xvp (1) = 1. Donc si T est une solution de
I’équation xT = 1, on doit avoir x(T — vp (%) = 0. Par la proposition précédente,
T—vp (L) =CdavecCeC.

|

On retrouve ici le principe général de résolution des équations linéaires : 'ensemble des so-
lutions est un espace affine dirigé par le noyau de I'application linéaire qui définit I"équation
considérée (soit ’ensemble des solutions de I’équation homogene associée) et passant par une
solution particuliere de I’équation. Nous pouvons en fait résoudre 1'équation xT = S pour
n’importe quel second membre S € D'(R).

Proposition 5.3.3. Soit S € D'(R). Alors 'équation xT = S admet une solution T € D'(R).

Démonstration : On fixe x € C5°(R) tel que x(x) = 1 pour |x| < 1. Pour ¢ € D(R), on définit
la fonction L¢ par
Lo(x) = 2B = PO G g et 1g(0) = ¢/(0).

X

On vérifie que Lg est aussi un élément de D(RR) et que :
Vm >0, 3C,  pm(Le) < Cpmia(9). (5.1)

En effet, il est évident que Lg est C* sur R*. Le fait que L¢ soit C* au voisinage de 0
découle de la formule :

— 00 1
Vx € [-1,+1], Lo(x)= o(x) = ¢(0) _ / ¢ (sx)ds
0
et du théoreme 1.2.3 de dérivation sous le signe intégral, qui montre également que

1
Vxe[-1,41), Vke N, (Lo)®(x)= / s (D) (sx)ds.
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Ceci donne immédiatement 1'inégalité (5.1). Enfin L¢ est évidemment a support compact
(plus précisément supp Lo C supp x Usupp ¢).
On définit la distribution T par :

Vo e D(Q), <T,¢>=<S5,Lp>.

L'application L étant linéaire, on vérifie facilement, en utilisant (5.1), que c’est une dis-
tribution. De plus, la définition de L montre que L(xp) = ¢ et donc < xT,¢ >=<
T,xp >=<S5,L(x¢) >=<S,¢ >, douxT =S.

5.4 Dérivation d’une distribution

Nous avons déja vu au chapitre 2, lors de notre étude de la fonction de Heaviside, qu’il est
envisageable de donner un sens a la dérivée d"une fonction qui n’est pas dérivable au sens
classique. Nous allons maintenant voir, et c’est 1a 'un des concepts les plus étonnants de la
théorie des distributions, que 1’on peut dériver a n'importe quel ordre une distribution quel-
conque et que cette dérivation est une opération continue. La situation est donc totalement
différente du cadre des fonctions dérivables classiques. Il faut se dire que si une fonction clas-
sique n’est pas dérivable, cela signifie simplement que sa dérivée est une distribution qui n’est
pas une fonction. La dérivée usuelle peut laisser échapper I'essentiel de la “vraie” dérivée, par
exemple une masse de Dirac dans le cas de la fonction de Heaviside.

Le tout est de trouver “la bonne formule” pour définir la “bonne” notion de dérivée des dis-
tributions. Pour cela, regardons ce qui se passe dans le cas des distributions associées a une
fonction f de classe C! sur Q). Par intégration par parties ( cf §3.3.3) :

Vo e G5 (Q), <To 59 >= /an,»f(xw(ﬂdx = - /(2f(x)8xifp(X)dx == <Tyon9>.
(5.2)
Bien entendu, notre définition générale de la dérivée d'une distribution doit coincider avec la
notion de dérivée classique dans le cas des fonctions de classe C!, nous allons donc adopter la
définition suivante.

Définition 5.4.1. Soit T € D'(Q)) et soit i € {1,...,d}. La forme linéaire 0y, T définie sur D(QY) par
Vo € D(Q), <0x,T, ¢ >=— < T,0y,¢ >
est une distribution sur Q) appelée i-ieme dérivée partielle de T.

Le fait que dy, T soit une distribution est évident. Il est clair aussi que si T est une distribution
d’ordre m donné, alors d,, T est d’ordre au plus m + 1.

La définition de dy, T peut étre itérée autant de fois que voulu, on peut donc définir, pour tout
multi-indice &« € N9, 94T par

Vo € D(Q), < 3T, ¢ >= (-1l < T,0%¢ > .

La proposition suivante est tout a fait remarquable de simplicité lorsqu’on la compare aux
énoncés équivalents dans le cadre des fonctions classiques qui requiérent tous des hypotheses
tres fortes de convergence uniforme.

Proposition 5.4.2. Soit (T,),>0 une suite dans D' (Q)) qui converge vers T € D' (Q)). Alors, pour tout
a € INY, (0%T,) >0 converge vers 9*T dans D' (QY).
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Démonstration : Soit ¢ € D(Q). Pour toutn € N,

<FTy, ¢ >= (-1 < T,,0% >—— (-1 < T,0%¢ >=< 9°T, ¢ > .

n—oo

D’ot le résultat voulu.

O
La dérivation se comporte tout aussi bien vis-a-vis du produit par une fonction C*.
Proposition 5.4.3. Soit a € C®(Q) et soit T € D'(QY). Alors, 0y, (aT) = (9x,a)T + ady,T.
Démonstration : Cela provient directement de la dérivée d"un produit de fonctions :
(05, (aT), @) = = (aT,05,¢) = — (T, a0x,9) = — (T,9x,(a9)) + (T, (9x,a)9))
|
Exercice 5.4.4. Montrer la formule de Leibniz (cf §3.1) 0*(aT) = ... lorsque a € C®(Q) et T €

D'(Q).

Exemple 5.4.5. La dérivée d'une distribution T avec f € C'(R) est la distribution Ty Plus généra-
lement, la i-ieme dérivée partielle d"une distribution Ty avec f € CY(Q) est la distribution Ty_ 7. Cela
résulte de la formule d’intégration par parties (5.2).

Exemple 5.4.6. Soit H la fonction de Heaviside qui vaut 0 sur ] — 0,0[, 3 en 0 et 1 sur |0, +-o0[. Alors,
H' = &y. En effet,
Yo e CE(R), < H, g >= — < H ¢/ >= —/ ¢'(x)dx = p(0) =< b0, ¢ > .
0

Exemple 5.4.7. La fonction définie pour x # 0 par f(x) = log |x| et une valeur quelconque en 0 est
dans L] (R). On peut donc lui associer une distribution Tf € D'(R). On a alors : (Tf)' = vp (1).

loc

En effet, pour ¢ € CP(R), ona < f,¢p >= — < f,¢ >= — [glog|x| - ¢'(x)dx. Or, par
intégrabilité du logarithme en 0, on a

—/ log x| - ¢'(x)dx = — lim log |x| - ¢'(x)dx := —lim I.
R €

e—0 ‘x‘Zg —0
Soit ¢ > 0. Alors,
I, = / log(—x) - ¢'(x)dx —|—/ log(x) - ¢'(x)dx.
—00 €

On effectue une intégration par parties dans chacune des deux intégrales pour obtenir :

X

= [ ars g(-e)tog(e) - g(e)loge)

Puisque ¢(e) — ¢(—¢) = [ ¢/ (t) dt, ona |g(e) — p(—e)| < [|¢'||eot et donc
lim ¢(—e¢) log(e) — ¢(e) log(e) = 0.

e—0
On en déduit : (x) 1
/ T T px _ 1
<fl,p>= lgr(}lg Lg% e X dx <Vp <x>,(p>.

D’out le résultat annoncé.
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5.5 L'équation T" = 0.

Exemple 5.4.8. Soit u € Li_(IR) et posons, pour x € R, v(x) = [; u(t)dt. Alors v est une fonction
continue sur R et v' = u au sens des distributions.

Commengons par montrer la continuité de v Soit xo € R et soit (x,)n>0 une suite qui converge vers
Xo. Ona:Vn >0, v(xy) = [ 1jo, (t)u(t)dt. Par le TCD, la suite (v(xn))n>0 converge alors vers
Jr Lo,x) (D) u(t)dt = v(x0), doil la contmuzte de v en xg, donc sur R.

Soit ¢ € C°(R) et supposons que supp ¢ C [—A, A. En utilisant Fubini, on a :

<d,p> = —<U,q0’>——/A (/x ()dt)(p()dx

A

_ / / x)dtdx + / / x)dtdx
- [Muw (/tA(p(x)dx> dt+/,A”<f> (fA “"/(x)dx) &

A 0
- Auum@m+[ﬂuﬂwmﬂ:4umﬂﬂm:<m¢>.
D’oit v' = u dans D' (R).

Exemple 5.4.9. On renvoie le lecteur a la définition A.1.10 dans I'appendice d’une mesure de Radon.
La forme associée a la dérivée n-ieme d'une mesure de Radon u sur ), notée 0y, est l'application de
C5°(Q)) dans R donnée par :

Vo € D(Q), <0, ¢ >= /(](—1)‘“|a“go(x)dy(x).

C’est une forme linéaire sur Ci°. Si K C Q) est compact, on a I'inégalité, due au fait que y charge de
maniere finie les compacts :

< p(K) max[0*g(x)|.

xekK

L (=DMap(x)du(x)

En particulier, pour tout a € (), les dérivées de la masse de Dirac en a sont

< 34ba, ¢ >= (—1)*3,9(a).

C’est une distribution d’ordre exactement ||, comme démontré en §4.2.3. Si y est une mesure définie
par une densité o(x) qui est de classe C¥, i.e. du(x) = p(x)dx, on a, pour |a| < k:

LMt p@antx) = [ (~1)"a*p(x)p(x)dx = [ a*(x)

et ainsi la forme linéaire 0*u est associée a la mesure de densité 0*p. Remarquons que nous avons i
nouveau utilisé la formule d’intégration par parties (3.2). Dans ce cas, d,p est d’ordre 0.

5.5 L’équation T’ = 0.
Nous nous plagons ici en dimension 4 = 1. Nous avons le résultat suivant :
Proposition 5.5.1. Soit T € D'(R). Ona T’ =0 < T est constante.

Remarque 5.5.2. La phrase “T est constante” signifie que T = Ty, ol f est une constante sur R.
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Démonstration : Sion suppose que T = Ty, avec f constante, alors (Ty)" = Ty = 0 puique f' est
la fonction nulle.

Réciproquement, supposons que T’ = 0. Alors, sif € D(R), < T',0 >= — < T,0' >=0.
Donc T s’annule sur toutes les fonctions ¢ € D(RR) de la forme p = 6’ ou 6 € CF(R).
Caractérisons ces fonctions. On montre que

(36 € D(R), p =0¢) <— <1[J € D(R) et /]Rlp(x)dx = O) .

Le sens direct est évident puisque 0 est a support compact. Réciproquement, on pose :
0(x) = [*_¢(t)dt avec supp ¢ C [—M, M]. Il est clair que & € C*(R). Six < —M,
alors 6(x) = 0 (car ¢ est nulle sur | — co, x] dans ce cas). Si x > M, alors fx+°° P(t)dt =
[g ¥ (t)dt = 0 par hypothese. Dot

X

Vx> M, 6(x) :/ gb(t)dtJrO:/x ¢(t)dt+/+w¢(t)dt:/Ryb(t)dtzo,

—00 —

donc supp 6 C [-M, M] et 6 € D(R). Et bien entendu ¢ = 6.

Nous allons utiliser cette équivalence. Fixons x € C{°(RR) avec [, x(x)dx = 1. Soit ¢ €
D(R). Posons :

Vr e R, y(x) = o)~ ( [, o0t ) x(o)

Alors € D(R) et [ p(t)dt = 0. Par conséquent, il existe 6 € D(R) telle que i) = 6’ et
< T,y >= 0. Alors, par linéarité de T,

<T,¢>=<T,x> / p()dt =C<1,¢>=<C,¢ >, avecC =< T, x > C.
R
Donc T est constante.
O

La démonstration précédente peut étre adaptée pour montrer que si I est un intervalle et T €
D'(I), alors T est constante sur I si et seulement si T’ = 0.

Le résultat persiste en dimension supérieure, en supposant I'ouvert {) connexe, mais sa dé-
monstration est plus difficile.

5.6 Formule des sauts en dimension 1

On se donne une fonction f sur un intervalle |a, b[, avec a < b telle qu'il existe un nombre fini
de points (ag, a1, ..., an, a,+1) tels que

a=g<a<ap<...<a,<da,11 =0,
pour touti € {0,...,n}, f estde classe C! sur ]a;, a;,1], et pour touti € {1,...,n}, f admet une

limite & droite et une limite a gauche en a;. On note f(a;") la limite a droite et f(a;") la limite a
gauche de f en ;. On remarque qu’une fonction C! par morceaux vérifie ces hypotheses. !

1. La propriété “f C! par morceaux sur [a,b]” est un petit peu plus forte, puisqu’elle impose en plus que f’ a des
limites & gauche et & droite en tout point.
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11 est facile de montrer que la fonction f est dans L{ _(]a, b[), et donc qu’elle définit une
distribution Ty, dont on va calculer la dérivée (Tf)'. Par définition, pour ¢ € C§°(]a, b[),

<(Tf), ¢ >=—<Tf, ¢ / flx
Ainsi .
=y [ dx.
[ =) /a ) ()
Comme fa’:’+1f(x)(p’(x)dx = @(ai1)f(a ) — @(a;) f(a; fa’“ x)dx, on a la relation
n ajy1 n n—1
[ $9 e = L[ @+ L Fagta) = K flara)olaisa)

Soit, en notant Ty la distribution définie par f " sur chaque intervalle |a;, a;1],
n
<(T¢), @ >=<Tp, ¢ >+ ) (fla) = fa;)) < a9 > .
i=1
On a ainsi démontré le théoréme suivant.

Théoréme 5.6.1. La distribution (Ts)" est donnée, a partir de Ty et des sauts de f en chaque a;, par

n
(T¢) = Tp + }_(f(a) = f(a;))da-
i=1
Exemple 5.6.2. Le fait que la dérivée au sens des distributions de la fonction de Heaviside est g est un
cas particulier du théoréme précédent.
Exemple 5.6.3. ]1’[0’1] =6y — 1.

La formule des sauts s’étend aux dérivées successives, comme pour la dérivée seconde, en
considérant les sauts de f et ceux de sa dérivée. Soit, en supposant de plus que f est de classe
C? sur chaque intervalle |a;, a;, 1 et que ' a une limite & gauche et une limite a droite en chaque
pointa;, i € {1,...,n},

(Tp)" =Ty + é(f(af) — f(a;))d, + é(f’(ﬂ?) — f'(a;))da;.

On en déduit aussi la proposition :

Proposition 5.6.4. Soit u une fonction C' définie sur un intervalle [a,b]. On la prolonge par 0 a
V'extérieur de [a, b] et on note ce prolongement u. De méme, on note u’ le prolongement de la fonction u’,
définie par u' sur |a, b[ et par 0 a I'extérieur. Alors

(Ty) = Ty +u(a)é, — u(b)dy.

Cette proposition est le cas particulier ou la fonction u est de classe Cl par morceaux d'un
résultat plus général :

Proposition 5.6.5. Soit I un intervalle ouvert, g € C°(I), telle que sa dérivée au sens des distributions
¢ vérifie g’ € L1 (I),a,b € 1. Alors,

(Te1,)" = Tgny,y, + 8(a)0a — g(b)3-

La démonstration de cette proposition est laissée en exercice.

loc
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Chapitre 6

Support d'une distribution

On renvoie a §3.3.1 et §3.4.1 pour des rappels sur le support et le support essentiel d'une
fonction mesurable. On définit ici le support d'une distribution, qui généralise ces notions.
Dans tout le chapitre, () désigne un ouvert de R%.

6.1 Partitions de I"'unité

Nous commengons par donner un lemme technique, le lemme des partitions de 1'unité, qui
nous sera tres utile par la suite. C’est un outil permettant de rendre globale une propriété locale.

Lemme 6.1.1. Soit K un compact, K C Q et K C Ule Q; avec (Q)1<j<p une famille finie d’ouverts
inclus dans Q). Alors, il existe des fonctions (xj)1<j<p dans Cy°(Q) telles que :

p
Vie{l,...,p},0<x; <1, supp (xj) CQj, et VxekK ) xjx)=1
=1

Démonstration : Compte tenu de I'importance de ce résultat, nous donnons sa démonstration
complete pour le lecteur intéressé. Elle ne sera toutefois pas demandée en examen en
MACS 2. La preuve repose sur un argument de compacité, et une application astucieuse
de la proposition 3.3.16 (existence de fonctions plateaux).

On montre d’abord qu’il existe des compacts S; C (), j =1...p tels que

p
KcJs; (6.1)
j=1

Soit x € K. Puisque K C Ule O, il existe j(x) € {1,...,p} tel que x € Q). Puisque Q;
est ouvert, il existe ¢(x) > 0 tel que B(x,&(x)) C (). On a bien stir

K C xLeJKB (xs(zx)> :

L’ensemble K étant compact, il vérifie la propriété de Borel-Lebesgue, et on peut donc
extraire de K un sous-ensemble fini L tel que

Kc UB(x,S(zx)>.

xeL
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On pose, pourj € {1,...,p},

e(x)
S] - U B <x, 2) .
j(x)=]
C’est une réunion finie de compacts de (), donc un compact de ;. De plus, (6.1) est
vérifié.
On utilise alors la proposition 3.3.16 (existence de fonction plateau), qui donne, pour
tout j € {1,...,p}, une fonction ¢; € C§°((};), valant 1 sur S;. Enfin, on pose x1 = 1,

=09, x3=1-p1)(A1=P2)¢3,..., x)= 1 =¢1)(1 = ¢2) ... (1 = ¢;-1)¢;. On

abien x; € C5°(Q)j). On vérifie de plus, par récurrence sur J,
J J
1= x=T10-v),
=1

j=1 =

et donc que 2]].:1 Xj vaut 1 dés que I'un des ; est égal a 1, ce qui est le cas sur K.

6.2 Restriction a un ouvert

Définition 6.2.1. Soit w C Q un ouvert et soit T € D'(Q). Pour ¢ € C§*(w) on définit ¢ € D(Q)
qui est égale a @ sur w et a 0 sur QO \ w. Alors, la forme linéaire T|,, définie sur D(w) par

Vo € D(w), < Tlw, ¢ >=<T,p >
est une distribution sur w appelée la restriction de T a w.
Exemple 6.2.2. La restriction de vp @ |0, 4-00[ est la fonction x — %

Il est clair par raccordement, puisque supp ¢ C w C Q est un compact, que ¢ € D(Q2). Donc
la définition est bien posée.

Définition 6.2.3. Soit T € D'(Q) et soit w C O un ouvert. On dit que T est nulle dans w si T|,, = 0.

On a alors un résultat de passage du local au global pour cette notion de nullité locale d"une
distribution.

Lemme 6.2.4. Soit (w;)c; une famille d’ouverts de Q) et soit w leur réunion. Soit T € D'(QY) telle que
pour touti € I, T|y, = 0. Alors T|, = 0.

Démonstration : On doit montrer que, pour toute ¢ € Ci°(w), < T,¢ >= 0. Soit donc ¢ €
Cy (w) et soit K = supp ¢. Comme K C [J;c;wj, on peut extraire de ce recouvrement
ouvert de K un sous-recouvrement fini indicé par | C I fini (propriété de Borel-Lebesgue).
Soit alors (;)ic; une partition de 'unité relative au recouvrement (w;);c; de K (donnée
par le lemme 6.1.1). Alors pour tout i € ], x; € C°(w;) et Yej xi(x) = 1 pour x € K.
Comme ¢ est a support dans K, ona ¢ = } ;c; xi¢@ et ainsi

<T,¢>=) <T,xip>.

ic]
Or, pour touti € ], ;¢ € C°(w;) et T|,, =0,donc < T, xip >=0et < T,p >=0.

a
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6.3 Support d'une distribution

Définition 6.3.1. Pour T € D'(Q), on appelle support de T, noté supp T, le complémentaire de la
réunion de tous les ouverts de () ot T est nulle.

Le lemme 6.2.4 nous montre que toute distribution T € D’(Q)) est nulle sur (supp T)¢, c’est a
dire quesi T € D'(Q) et ¢ € D(Q) sont telles que supp T Nsupp ¢ = D alors < T, >= 0.
De plus, (supp T)¢ est le plus grand ouvert avec cette propriété. Ici, plus grand est & prendre au
sens de l'inclusion : si w est un ouvert de () tel que T est nulle sur w, alors w C (supp T)°.

Remarque. Comme complémentaire d'un ouvert, supp T est toujours un fermé.

En traduisant la définition, on peut écrire les assertions suivantes :
1. xo ¢ supp T < 3V, un voisinage ouvert de xg tel que : Vo € C5°(Vy,), < T,¢ >=0.
2. supp T = {x € Q| T nulle au voisinage de x}°.

3. xo € supp T si et seulement si pour tout voisinage Vi, de xp dans (), il existe ¢ €
Cy(Vy,), telque < T, ¢ ># 0.

4. SiFestunferméde (), supp T C F & T = 0dans F°.

Nous avons aussi le résultat suivant, utile en pratique.

Proposition 6.3.2. Pour toute distribution T € D'(Q), supp T =@ < T = 0.

Démonstration : Si T = 0 il est clair par définition que supp T = @. Réciproquement, si
supp T = @, alors T est nulle sur @, et donc sur Q).

Donnons quelques exemples. D’autres seront détaillés en travaux dirigés.

Exemple 6.3.3. Cet exemple est fondamental. Soit f € Li. (Q). Alors supp T = suppess f.
En effet, posons U = (supp Tf)¢, et V = (suppess f)°. Par définition du support essentielle, f
est nulle presque partout sur V. Donc

Voe CP(V), <Tpo>= /Q ¢(x)f(x)dx =0,

ce qui montre que ¢ est nulle sur V, et donc V. C U.
Réciproquement, on a, par définition du support de Ty,

Vo € C(U), / @(x)f(x)dx =< Ty, ¢ >=0.
0
Par le lemme de du Bois-Reymond (lemme 3.5.1), f est nulle presque partout sur U, et donc U C V. On
a donc U =V, et par passage au complémentaire, suppess f = supp Ty.

Exemple 6.3.4. Un cas particulier de I'exemple précédent : le support de 1q est R, mais supp T1, =
suppess g = @ car Q est dénombrable, et donc de mesure nulle.

Exemple 6.3.5. Soit f une fonction continue sur ). Alors supp T¢ = supp f ou supp f est le support
au sens classique de la fonction continue f. En effet, d’apres I'exemple précédent, supp Tf = suppess f,
et puisque f est continue, suppess f = supp f.

Exemple 6.3.6. Pour tout a € (), supp 6, = {a}.

En effet, si ¢ € C°(Q\ {a}), ona < 8, ¢ >= ¢(a) =0, donc supp d, C {a}. De plus, b, n’est pas
la distribution nulle, donc supp 6, # @, ce qui montre supp o, = {a}.
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Exemple 6.3.7. Onasupp vp (1) =R

En effet, soit xo # 0. Supposons que xo > 0, la démonstration est la méme pour xo < 0. Soit p, une

fonction pic centrée en xo, et supportée sur [32, 23], On a, pour tout ¢ > 0 tel que e < 2,

3,&
/ pxo(x)dx:/z pxo(x)dx>0‘
x>e X o X

2

D'oit, < vp (1), px, ># Oet xo € supp vp (1). Donc R* C supp vp () C R. Comme le support
d'une distribution est un fermé, on a nécessairement supp vp (1) = R.

La proposition 6.3.2 a pour corollaire un principe de localisation.

Corollaire 6.3.8. Soit T € D'(Q)). On suppose que T est localement une fonction C¥ pour 0 < k < oo,
ie.
Vx € Q, Jwy ouvert, x € wy et Ify € Ck(wx), T|w, = Tf,.

Alors, il existe f € C(Q) telle que T = Ty.

Démonstration : En effet, comme Q) = J,cq Wy, on peut choisir pour tout x € (), f, € Ck(wx)
telle que T|w, = Ty,. Or, sur wy Nwy, fx = f, car fo|wm<uy = T|wxmwy = Tfy|wxmwy, puis
on utilise la continuité de f, et f, pour en déduire f, = f, partout et pas uniquement
presque partout sur wy M wy.

Alors, on peut poser légitimement f : O — C définie par f(z) = fx(z) siz € wy. La
fonction f est de classe C* sur Q) car elle est CF au voisinage de tout x € Q et on a :
Vx € Q, (T — Tf)|w, = 0. Par définition du support, supp (T — Tf) = @, donc par la
proposition précédente, T = T.

|

On étudie maintenant l'effet sur leur support des opérations sur les distributions. Commengons
par la multiplication.

Proposition 6.3.9. Soit T € D'(Q) et soit a € C®(Q). Alors : supp (aT) C supp a Nsupp T.

Démonstration : Soit ¢ € C§° ((supp a)). Alors ap = 0 et donc (aT,¢) = (T,ap) = 0. La
distribution aT est donc nulle sur (supp )¢, ce qui montre

supp (aT) C supp a.

Soit ¢ € C° ((supp T)¢). Alors ap € C° ((supp T)¢), et donc, par définition de supp T,
(aT, ) = (T,a¢p) = 0. Ainsi, aT est nulle sur (supp T)¢, ce qui montre

supp (aT) C supp T.

Pour la dérivation le résultat est évident.

Proposition 6.3.10. Soit T € D'(Q). Pour tout & € N, supp 3*T C supp T.
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6.4 Distributions a support compact

Définition 6.4.1. On dit que T € D'(Q) est a support compact lorsque supp T est compact. On note
I'ensemble des distributions a support compact £'(Q2).

Exemple 6.4.2. Soit a € Q). La distribution de Dirac 6, est une distribution a support compact. Tout
élément f de LL(Q)) définit une distribution a support compact Tf sur Q.

Proposition 6.4.3. Soit T € £'(Q)). Il existe x € C5°(Q) tel que
supp (1 —x) C (supp T)"“. (6.2)
Pour un tel x, xT = T.

Démonstration : On pose K = supp T et
K, = {xE]Rd :dy €K, |x—y| §£}.

En utilisant la compacité de K, on montre que K, est compact, et, si ¢ > 0 est assez petit,
K. Cc Q.

On fixe alors un tel ¢, et on considere une fonction plateau x € Cy° (Q)), valant 1 sur K.
Montrons que (6.2) est vérifié. Soit x € supp (1 — x). Il existe alors une suite (x,), de Q
telle que x(x,) # 1 et lim, x, = x. Puisque x vaut 1 sur K,, on en déduit que x, ¢ K., et
doncVy € K, |x, —y| > e. En passant a la limite, on en déduit

VyeK, |x—y|>e

En particulier, x ¢ K = supp T, ce qui montre (6.2).
Il reste a montrer que xT = T, c’est a dire que (1 — x)T = 0. Par définition du support de
T, T est nulle sur (supp T)¢, et le résultat recherché découle de (6.2)

Corollaire 6.4.4. Toute distribution a support compact est d’ordre fini.

Démonstration : Soit T € £'(Q), et x € CF(Q) donné par la proposition 6.4.3. Par cette propo-
sition,ona T = xT. Soit L = supp X, qui est un compact. Puisque T est une distribution,
il existe m € IN et C > 0 tels que

Vo € CP(Q), [T, 9)| < Cpulg).
Soit ¢ € D(Q)). Alors x¢ € C°(Q) et par ce qui précede,
(T, @) = (T, x9)| < Cpm(x@) < Conpru(X) (),
ot on a utilisé le Lemme 5.1.1. Donc T est bien une distribution d’ordre fini (au plus m).

|

On note £(Q)) = C®(Q2). On rappelle que cet espace est muni d"une notion de convergence (cf
la définition 5.2.2). Les deux propositions suivantes montrent que £’ (Q)) est le dual topologique
de £(Q)), au méme titre que D’ () est le dual topologique de D(Q)).
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Proposition 6.4.5. Soit T € £'(Q)). On se donne x € C§°(QY) vérifiant (6.2). L'application, définie par

vpe ), (Tg)=0Te)

ne dépend pas du choix de x vérifiant (6.2). C’est une forme linéaire continue sur £(Q). Par “continue”,
on entend que pour toute suite (¢, ), de E(QY), pour tout ¢ € £(QY),

lim ¢, = ¢ = lim <T, q)n> = <T,q)>. (6.3)

n—o0o n—oo

En pratique, on note encore T le prolongement de T a £(Q)), noté T dans la proposition
précédente.

Exemple 6.4.6. Soit a € Q). On peut prolonger la distribution de Dirac 6, a £(Q) par la formule

Vo € £(Q), (b, @) = @(a).

Soit f € Lg(QY), on peut prolonger Ty a £(QY) par la formule

Vg (@), (Tg)= [ f@(x)dx.

Démonstration : Montrons la proposition 6.4.5. On commence par remarquer que l'application
T, ¢ —< T, x¢ > estbien défini sur £(Q)). En effet, si ¢ € £(Q), alors x ¢ est un élément
de D(Q) et on peut lui appliquer la distribution T. La linéarité de T est évidente.

Montrons que T ne dépend pas du choix de x. Soit donc, pour j € {1,2}, x; € C*(Q)
vérifiant (6.2). On a

(T, x1f) = (T.x2f) = (T, (x1 = x2)f) -
Si x1(x) = x2(x) =1, alors x1(x) — x2(x) = 0. On en déduit :

supp (x1 — x2) C supp (1 — x1) Usupp (1 — x2) C (supp T)".

On a donc bien
(T, x19) = (T, x29) -

11 reste 2 montrer la continuité de T. Soit (¢, ), une suite de £(Q) qui converge vers ¢
dans £(Q). On a en particulier, en notant K = supp x,

Vm € N, nlgl;lo Pk (e — @n) = 0.
Par le lemme 5.1.1 sur les normes de produits de fonctions, cela implique
Vm N, lim pu(x¢ —x¢n) =0.

Puisque supp x¢, C supp x pour tout 1, et supp x¢ C supp x, on en déduit que (x@n)n
converge vers x¢ dans D(Q}). Par la continuité de T :

lim (T, xpu) = (T, x9),

n—00

ce que signifie exactement (6.3).

g
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Proposition 6.4.7. Soit S une forme linéaire continue sur £(Q)) (la encore, continue signifie qu’elle
vérifie (6.3)). Alors S = T, oit T € D'(Q) est a support compact et T est défini dans la proposition
6.4.5.

On peut donc identifier exactement £'(Q2) (défini comme l'espace vectoriel des distributions a
support compact sur (3) avec le dual topologique de £(Q).

Démonstration : Cette démonstration ne sera pas exigible en examen pour le cours de MACS 2.
Soit T la restriction de S a D(Q2). On vérifie aisément que T est une distribution : si (¢ )x
est une suite de D(Q)) qui converge dans D(Q}) vers ¢ € D(Q)), c’est aussi une suite de
£(Q) qui converge dans £(Q)) et donc

lim (T, gn) = lim (S, ¢u) = (S, ¢) = (T, ¢)
Il reste a montrer que T est a support compact. On raisonne par 1’absurde. Si T n’est pas
a support compact, il existe une suite (x,), dont on ne peut extraire aucune sous-suite
convergente et telle que x, € supp T. Pour tout n, il existe donc ¢, tel que, en notant
Ky := B(xy,€,), on ait

K,cQ, lime, =0
n—o0
g, € CR(Q), (T, qu) #0.

Onpose , =n <T¢;n> , de telle maniére que < T, 1, >= n. Soit K un compact quelconque

de Q). Alors pour n grand, KN K;,, = @ : si ce n’était pas le cas, on pourrait extraire de
(xn)n, en utilisant la compacité de K, une sous-suite convergente, contredisant le choix
des x,,. On en déduit

lim ¢, =0, dans&(Q).

n—oo
D’autre part, par construction

(S,¢n) = (T, ¢pn) =n — Fo0.

n—oo

Ces deux affirmations contredisent la propriété de continuité séquentielle de S, ce qui
termine la preuve.

6.5 Distributions a support ponctuel

Nous avons déja vu dans les exemples plus haut que supp J, = {a}. On montre de méme que
le support des dérivées du Dirac est aussi un singleton. En fait, la réciproque est vraie au sens
du théoréme suivant.

Théoréme 6.5.1. Soit T € D'(Q) et soit xg € Q). Supposons que supp T = {xo}. Il existe alors un
entier m et des nombres complexes (ay) (x| <m tels que

Vo e D(Q), <T,¢ >= ) a.9“p(x0),

la|<m

ce qui peut encore s’écrire
T — Z ﬁaaaéxol ou ﬁa — (—1)'“‘5@.

|a[<m
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Démonstration : Pour simplifier les notations et ne conserver que les principales idées de la
preuve, nous allons nous restreindre au cas de la dimension d = 1. Sans perdre en
généralité on peut aussi supposer que xg = 0.

Tout d’abord, comme T est & support compact, T est d’ordre fini. Notons m 'ordre de T.
Soit x une fonction plateau valant 1 dans un voisinage compact de 0 inclus dans | — 1, 1]
etOhorsde | —1,1]. Onnote, pourr > 0 et x € R, x,(x) = x(x/r).

Soit ¢ € C5°(R). On rappelle la formule de Taylor avec reste intégral :

m (k) m+1 1
— 4 (O) ko X m o (m+1)
Vx - R, (P(X) = kgoTx + 7/0 (1 — u) go m (xu)du-
En posant, pour tout x € R, {(x) = x:f fol(l —u)" ") (x11)du, on définit une fonction

de classe C* eton a ¢(x) = O(x™"1) au voisinage de 0.

La fonction x ¢ est a support compact et elle est égale a ¢ au voisinage de 0, donc, comme
supp T = {0}, ona:
= 9 (0)

<T,¢>=<T,x¢ >:k;) k!

< T, x>+ <T,xp>.

Or, x¢ est dans CF°(R) et (xy)(x) = O(x™*1) au voisinage de 0. Montrons que cela
entraine que < T, xy >= 0.

Notons ¢ = xi. Par la formule de Leibniz, on a

¢
~ k —k) ~
vt <m, (o) = 1 ()29,
k=0
Soit e > Oetk < ¢ < m. Comme ¢(x) = O(x"*!) au voisinage de 0, par unicité du
développement limité, $*) (x) = O(x™*1F). Par ailleurs, pour tout x € R, X%k)(x) =
tk=Ex =k (x /7). Alors, pour r assez petit et |x| <7,

f*k T m — — — m — — —
29 ()P ()] < Rk R = R <],

Donc,
lim H()(,l/?)(g)H = lim sup

r—0 (e} r—0 \x\<r

(o) ()] =0.

Comme supp T = {0} et que x, vaut 1 au voisinage de 0,
V>0, <T,p >=<T,x,p >.
Comme T est d’ordre m, que x,{ est a support dans [—r, 7] et [—r,7] C [—1,1] qui est un

compact fixe, on a

VO<r<1 [<T,x$>1< Y Coylle®)lle —7

(<m

Dou, | < T, x,P > | — Oetainsi < T,y >=0.
r—

Finalement,

= qo(k)(O) k - (1 k (k)
<T,qo>:k;) - <Txx >+0:k§) q <Txx>)e (0).

D’ott le résultat en posant a; = % <T, Xxk >,
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Transformation de Fourier

7.1 La transformation de Fourier dans S(IRY)

7.1.1 L'espace de Schwartz S(R%)

De fagon classique, la transformée de Fourier est définie sur L' (IR¥) par la formule
VEER), f(§) = F(NE) = [ flwedx

ol x - & désigne le produit scalaire usuel dans R?. Cette théorie classique n’est pas entierement
satisfaisante : en effet la transormation de Fourier n’est pas une bijection de 'espace L' (IR) : la
transformée de Fourier d"une fonction intégrable est continue, et donc une fonction intégrable
non continue ne peut pas s’écrire comme la transformée de Fourier d'une fonction intégrable.
Par la formule d’inversion de Fourier cela implique aussi que la tranformée de Fourier d"une
fonction intégrale non continue n’est pas intégrable.

Dans ce chapitre nous allons étendre la tranformation de Fourier a une bijection d"un espace
contenant L! (et en fait tous les espaces L) dans lui méme, en utilisant la théorie des distribu-
tions. Pour cela, nous allons définir la transformation de Fourier d"une distribution par dualité,
comme nous l’avons fait pour la multiplication et la dérivée des distributions, en posant :

<FT,¢ >=<T,F(¢) >

pour toute fonction test ¢. Nous voyons tout de suite que cette définition pose probleme : si
@ € D(RY), rien ne permet d’affirmer que F(¢) est dans D(RR?). En fait la transformée de
Fourier d"une fonction a support compact non nulle n’est jamais & support compact!

Nous commencerons donc par agrandir ’espace des fonctions test, en introduisant un espace
S(R%), contenant D(IR?) et strictement inclus dans L!(R?), et qui est invariant par la trans-
formée de Fourier. Nous allons ensuite étendre la transformation de Fourier par dualité au
dual S'(R?) de S(IRY), qui peut-étre identifié a un sous-espace strict de D’(R?). Comme nous
l'avons noté dans des situations analogues, il est intéressant de choisir I'espace S(IR?) le plus
petit possible, pour que son dual S’(IRY) soit le plus grand possible. Cette approche peut
paraitre paradoxale : pour étendre la transformation de Fourier & un espace plus grand que
L'(R?), on commence par I'étudier sur un espace plus petit!

Dans cette partie on introduit 'espace S(R?), puis on étudie la transformation de Fourier
sur cet espace. Pour pouvoir dériver les éléments de S’, on commence par se restreindre a
C*®(R%). Dans L' (IR¥), une condition suffisante pour que f soit dérivable est que f et x — xf(x)
soient toutes deux intégrables. Plus généralement, pour avoir f de classe C*, il suffit d’avoir
x — xPf(x) intégrable pour tout p > 0. On veut aussi avoir le méme contrdle pour toutes les
dérivées de f. Cela conduit a introduire 1’espace de Schwartz.
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Définition 7.1.1. L'espace S = S(IRY), appelé espace de Schwartz, est constitué des fonctions f €
C*(IR?) telles que

Va,p € N?, 3Cup > 0, Vx € RY, [x*0P f(x)| < Cyp. (7.1)

L'espace S est naturellement muni d"une structure de C-espace vectoriel (on considére ici des
fonctions a valeurs complexes).

Exemple 7.1.2. 1. CP(RY) C S.
2. Pour z € C avec Re z > 0, la fonction x — e =1 est dans S.
3. Toutes les fonctions de la forme x — P(x)efz"“2 avec z € C, Re z > 0 et P une fonction

polynomiale, sont dans S.

Remarque 7.1.3. Dans la définition 7.1.1, nous aurions pu remplacer (7.1) par la condition

Va, B € N, lim |x*0Pf(x)| = 0.

\x‘—)-i—oo

Avant de définir la transformée de Fourier sur S nous donnons encore quelques propriétés de
cet espace. Commengons par le munir d"une topologie. Pour cela on défini les normes

YN,p €N, Vg €S, gpn(f) = sup [(1+|x[)""¢(x)|, 4n(f) = qnn(f) (7.2)

xeR?
la| <N

et la distance :
“+o0

A p) = Y oy min(an(p — $),1)

N=0
Théoreme 7.1.4. Muni de cette distance, S est un espace vectoriel métrique complet.
Nous laissons la démonstration (sans surprise) de ce théoreme au lecteur intéressé. Nous avons
alors les propriétés suivantes que nous ne démontrerons pas.
1. Pour tout & € IN%, les applications f +— x*f et f — 9*f sont continues de S dans S.

2. Le produit de deux éléments de S est un élément de S (c’est une conséquence de la
formule de Leibniz).

3. L'espace CJ°(IRY) est dense dans S.

4. Pourtout1 < p < 400, S C LP(RY).

5. Soit (¢,), une suite d’éléments de S(R?) et ¢ € S(R?). Par la définition de la distance
sur S(RY), (¢,)n converge vers ¢ dans S(R?) quand 7 tend vers l'infini si et seulement
si

Vp >0, limg,(¢—¢n) =0.

n—oo

7.1.2 Transformation de Fourier dans S(IRY)

On remarque que, pour f € S, la fonction x — e ¢ f(x) est dans L!(R?) pour tout ¢ € R“.
La définition qui suit a donc bien un sens.

Définition 7.1.5. Pour f € S, la transformée de Fourier de f, que I'on note f ou F(f) est la fonction
définie par
Ve R, f(5) = F()(Q) = [, flx)e " dx

ot pour x = (x1,...,x3) et &= (&1,...,84), x- & =x181+ - - %484
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Commengons par calculer la transformée de Fourier d'une Gaussienne. Cet exemple est essen-
tiel non seulement dans un cadre théorique pour obtenir la formule d’inversion de Fourier,
mais aussi dans diverses applications, comme dans le calcul des probabilités (voir théoreme de
Lévy ou le Théoreme Central Limite).

Exemple 7.1.6. Soit A €]0,4-0o[. Soit f : x — e M, Alors f € Set
d
d 7 . E A
Ve eR!, f(@)=(T) e . (7.3)

Etape 1. On commence par effectuer le calcul dans le cas ot d = 1 et z = A > 0 est réel. Le théoreme
de dérivation sous le signe intégral montre que f est de classe C' sur R? et

L'usage du théoréme est justifié par domination a I'aide de la fonction x — e M qui décroit plus vite a

'infini que n’importe quel polyndme et en particulier xe M e [ (RY).

_Ay2 242
Comme xe :—ﬁ%e A ona

de i —ix¢ d —Ax?

ey = — fal d

29 =g fu® T W

et une intégration par parties montre que

df g —ix& —Ax?

——(0) = —==% ! dx.

dé': (6) 2/\ ]Rd € € X

Ainsi f est solution de I'équation différentielle 3—? = —% f avec comme condition initiale f(0) =

Jra e Mdx = % L'unique solution de ce probleme de Cauchy est bien

ey VT
f(C)—ﬁe :

Etape 2. On passe au cas oit d > 2. Le résultat est alors une conséquence directe du théoreme de Fubini :

/‘e—ix@’e—)x\xlzdx _ </ e—ixlgle_/\x%d)q) (/ e_ixd‘:de_)‘xﬁdxd> ,

ce qui donne, par propriété de morphisme de I’exponentielle, la formule voulue.

Remarque 7.1.7. On peut étendre la formule précédente a I'ouvert 3 = {A € C, Re A > 0}, en
utilisant la technique du prolongement analytique.

La formule donnée dans cet exemple se généralise ainsi : soit une matrice réelle symétrique
A € §4(R) définie positive. Si on considere la densité Gaussienne centrée

1 1/a-1
Vx € RY, Ga(x) = e 2(A71ln)
ax) (27)7 det(A)

alors G4 € Setona
VE € RY, F(Gp)(E) = e 2(ALI0),

Cela s’obtient a partir de la formule que 'on a démontrée en diagonalisant A en base ortho-
normeée.

Une des propriétés fondamentales de la transformation de Fourier est qu’elle échange mul-
tiplication et dérivation :
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Théoreme 7.1.8. Soit f € S. Alors,
1. la fonction F(f) est de classe C sur R? et on a, pour tout j € {1,...,d},

V¢ € RY, F(xif)(§) = 105, F () (). (7.4)
2. Pourtoutj e {1,...,d},
VE € RY, F(0x,f)(Z) =1&F (f)(E)- (7.5)

Démonstration. La fonction (x,&) + e ¢ f(x) est de classe C! sur R x R? et pour tout j €

{1,...,d}, | |
[9g, (e € f(x))] = | —ixje ™ f(x)] = |xjf ()|

et x — x;f(x) est dans L'(IR?) car f € S. On peut donc appliquer le théoréme de dérivation
sous le signe intégral pour obtenir

9% F (@) = [

[ g (e (x))dx = /R —ixje W f(x)dx

ce qui établit le premier point.
Pour montrer le second point, intégrons pas parties par rapport a x; :

x]:+oo

e 0y = [e @] — [ (@ye ) f(x)dy = ig; [ e (x)dx,

e
Xj=—00 R

car x; f(xl,...,x]-,...,xd) tend vers 0 lorsque |x]-| — 400 puisque f € S. Puis, comme
|e*‘ix'§8xj f(x)| = [9xf(x)| et que cette fonction est intégrable sur R?, de méme que x +
e ¢ f(x), on peut intégrer I'égalité issue de l'intégration par parties selon les variables autres
que x; pour obtenir, via Fubini,

—ix-¢ _ix. —ix-¢
/]Rde 3y f(x)dx = ig; /]Rde F(x)dx,

ce qui prouve le second point. O

La transformée de Fourier F échange donc dérivation et multiplication par x. Par conséquent,
JF échange régularité et décroissance a l'infini : quand nous aurons défini cette transformation
sur un espace plus large de fonctions, nous verrons que plus une fonction est dérivable, plus
sa transformée de Fourier décroit rapidement a 1'infini.

La propriété précédente permet en particulier de démontrer I'invariance de S(IRY) par F :
Corollaire 7.1.9. La transformation de Fourier F est une application linéaire continue de S — S.

Démonstration. En itérant le théoreme 7.1.8, on obtient que pour tous multiindices «, B, F(g)
est de classe ClFl et

Vg € RY, 20 F(g)(¢)] < [ | IDH(xFg(x))ldx < +eo.

Ceci implique facilement que F(g) est un élément de S et, en utilisant la formule de Leibniz et

en remarquant que x W est intégrable sur R? :

VN >0, 3Cn >0, qn(F(8)) < CNnaNta+1(8)-

Ceci prouve que F(g) € S et que l'application ¢ — F(g) est continue de S dans S par la
formule de Leibniz. O
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7.1.3 Formule d’inversion de Fourier

A T'aide de la transformée de Fourier de la Gaussienne, nous allons maintenant démontrer le
théoreme d’inversion de Fourier dans le cadre de la classe de Schwartz.

Théoreme 7.1.10. La transformation de Fourier F : § — S est une application linéaire bijective,
continue et d'inverse continu. Son inverse JF est donné par

— 1 .
Vge S, Vx e R, Flg)(x) = Gy /}R e Tg(2)dE. (7.6)
Remarque 7.1.11. La formule (7.6) peut s’écrire :
= 1
Vge S, Vx e RY, F(g)(x) = (2;—;)d]:(g)(_x)’

Remarque 7.1.12. Ce théoreme montre en particulier que la transformation de Fourier est bien une
bijection de S, comme nous I'avons souhaité lors de sa construction.

Démonstration. On a déja démontré que F est une application continue et linéaire de S dans
lui-méme. Par conséquent, F est également une application continue de S dans lui-méme. Il
nous reste a prouver que FFg = g pour tout g§ € S. Pour cela il faudrait pouvoir considérer
lintégrale [ e™¢ ([ e ¥ ¢¢(y)dy) d¢. Mais, la fonction (y, ) + e¥¢e ¥4 ¢(y) n’appartient pas
alLl (IR; X ]Rg) et on ne peut donc pas intervertir les intégrales par Fubini. On va procéder par
approximation. On remarque que, d’apres le théoreme de convergence dominée,

lim eix-éefs\élzg(g)dg = 11_% I, = /ei"fg(g)dé.

e—0,e>0

Or, la fonction (y, &) — e e[l e~ Eo(y) appartient a L'(R§ x RE) pour tout ¢ > 0. On peut
donc lui appliquer le théoreme de Fubini et obtenir :

L= / < / ei(x—y»ce—eazdg) 2(y)dy.

D’apres la formule (7.3), on a

[ 2

I, = (g)d/e_lxzsy g(y)dy = H%Zd/e_|z|2g(x —2+/ez)dz.

D’aprés le théoreme de convergence dominée,

limI, = N%ng(x) /e"z‘zdz = (271)%(x).

e—0
Dot [e¥¢¢(g)d¢ = (27)%g(x) et FF = Ids. On montre de méme que FF = Ids. O
Il est courant de noter § la fonction x — g(—x). Avec cette notation, la relation d’inversion de

Fourier s’écrit :
FFg=(2m)s.
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7.1.4 Théoréme de Plancherel

Passons a présent aux propriétés hilbertiennes de la transformation de Fourier. Le théoreme de
Plancherel montre que cette transformation est une isométrie de L? et donc que lorsque I'on
passe de l'espace classique a I’espace de Fourier on ne “perd” aucune information du point de
vue de I'espace L.

Théoreme 7.1.13. Soient f et g dans S. Ona

[ f(©3(@)de = | fx)3(x)dx 7.7)
et
_ 1 -
/Rdf (x)g(x)dx = (2n) i (¢)g(g)de. (7.8)
En particulier pour f = g,
1 ,
[ @Pas = b [ @R 79)

Démonstration. Le premier point est une application directe de la définition de la transformée
de Fourier et du théoréme de Fubini. Les fonctions dans I'intégrale double étant dans S, elles
sont intégrables.

On applique alors (7.7) aux fonctions f et h = ( L

2m)d

¢ pour obtenir

| J@n@)de = [ Foh(ndx

Par ailleurs, par la formule d’inversion de Fourier,

i(x) = o [ €48 = oy [ @ Ea(@)de = Fgl) = 5(x).

—

D’ou le résultat.
La derniére identité est alors évidente. O

7.1.5 Convolution

Voyons a présent comment la transformée de Fourier se comporte vis-a-vis des translations
avant de voir la relation entre produit de convolution et transformée de Fourier.

Proposition 7.1.14. Soit a € R?. Si 7, : x + x + a, alors pour toute f € S, f o T, a pour transformée
de Fourier

Ve € RY, F(f o 1)(2) = e F(£)(0).
De plus, ‘
Vo ERY, Fe ™ f)(@) = (F(f)om) (@) = F(HE +a).

Démonstration. Pour le premier point, on effectue le changement de variables z = x 4 a dans
l'intégrale de Fourier

F(fom)@) = [, e fx+adx= [ e f(2)dz = S () (@),

R

Le second point découle directement de la définition de la transformée de Fourier. O
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Proposition 7.1.15. Soient f et g dans S. Alors f xg € Set F(fxg) = F(f) - F(g)-
Réciproquement, F(f - ) = ﬁ}—(f) * F(8).

Démonstration. Rappelons tout d’abord la définition du produit de convolution pour deux
fonctions, l'une intégrable et 'autre bornée :

Vf e LY(RY), Vg € L®(RY), ¥x € RY, (fxg)(x /f

Cette définition est licite pour f et ¢ dans S. De plus, a y fixé, la fonction x — f(y)g(x —y) est
C et pour tout § € N, [95(f(y)g(x —))| = |f(y)(8) (x = y)| < Coglf(y)| en reprenant les
notations de la définition de S. Or, y — Cyg|f(y)| est intégrable sur R?, donc par dérivation
sous le signe intégral, f x g est de classe C® et 9 (f x ¢) = f * (9Fg).

Soit « € N%. Comme x* = (x —y +¥)* = ¥, (5)(x = ¥)"y*~7, on peut écrire

XP(frg) = x"f (9Pg) = ¥ (f;) (X7 ) % (x79Bg)

y<u

et cette fonction est dans L®(IR?). D’otr f x¢ € S. On peut alors appliquer le théoréme de
Fubini a la fonction intégrable (x,y) — f(y)g(x — y) pour obtenir, pour tout & € RY,

F9)@ = [, [ e f()g(x—y)dydx

_ N efly'gf(]/) </]Rd eﬂ(xfy).ég(x _ y)dx) dy
= F(f)(G)F(8)(E)

On a donc obtenu le premier point. Pour le second nous allons utiliser la transformée de Fourier
inverse. On applique le premier point 2 ¢ = F(f) et p = F(g). Alors, ¢ = (2m)if et p =
(2m)4g d’ot : )

Floxy) =FoFp=(2m*fg
En appliquant la transformation de Fourier inverse aux deux membres de cette égalité, on
obtient le second point. O

7.2 L'espace S'(IR?) des distributions tempérées

Pour pouvoir définir la transformée de Fourier d'une fonction, il nous a fallu contrdler sa
croissance a l'infini. C’est la cas pour une fonction dans L' (IR¥) ou dans S. Par contre, il n’est
pas possible de définir cette transformée pour une fonction seulement localement intégrable. 11
en résulte que par dualité, nous n’allons pas pouvoir définir la transformée de Fourier sur tout
D'(IR%) mais seulement sur 1'un de ses sous-espaces, celui des distributions dites tempérées.

Définition 7.2.1. Une distribution tempérée est une forme linéaire continue sur S, c’est a dire telle que
pour toute suite de (¢,), de S(RY), pour tout ¢ € S(RY),

hm(pn_(pdansS(le) = lim <T,¢, >=<T,¢p >.

n—oo

Proposition 7.2.2. Soit T une forme linéaire sur S(R?). Alors T est une distribution tempérée si et
seulement si
dp,NeN, 3C >0, Vo € S, (T, ¢)| < Cqpn(9p) (7.10)

oil les g, N sont définies en (7.2). On note S'(R?) I'espace des distributions tempérées.
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Remarque 7.2.3. Comme C3(RY) C S, toute distribution tempérée T € S'(R?) définit par restriction
une forme linéaire sur C3 (RY). Cette forme linéaire est bien dans D' (R?) puisque pour tout compact
K, pour tous p, N € IN“, il existe C,y > O telle que, pour toute fonction ¢ € C¥(Q) gpn(p) <

CpNsup rex |9Pp(x)].
|BI<N

De plus, cette identification a un élément de D'(R?) est licite car l'application T T oo (rey est
injective car si T|ce(ga), alors T = 0 sur S par densité de CP(R?) dans S. On a donc

S'(RY) ¢ D'(RY).
Remarquons que toutes les distributions tempérées sont d’ordre fini.

Exemple 7.2.4. 1. Pour tout p € [1,+oc0], la distribution Ty définie par une fonction f € LP(RY)
est un élément de S'(R?). C’est une conséquence de I'inégalité de Holder.

2. Toute fonction continue i croissance polynomiale définit une distribution tempérée sur RY.

3. Soit (ay)kez une suite a croissance polynomiale, i.e. telle qu'il existe p > 0, ap = O(|k|F)
lorsque k tend vers l'infini. Alors la distribution sur R,

T = Z achk

keZ

est tempérée. En effet, il existe C > 0 et p > 0 tels que pour tout k € Z, |ay| < C(1 + |k|?).
Alors, si ¢ € S(R),

(T @) < ) laelle(k)] < C Y (1+K7)[g(k)l

keZ keZ
1
SCY a1+ + R 11712 (k)|
keZ

1
<C ) +—3%p+20(9)
k;Z 1+ k277

et C' = CYhez i < +oo.

4. La distribution définie par la fonction localement intégrable sur R, x — e* n’est pas tempérée.
En effet, soit € C(R) a support dans [0,2] et valant 1 sur [3,1]. Pour j > 1let x € R, on

pose gi(x) = e 2y (%) Alors ¢; € CF°(R) C S. Pour tous a, p € N, et x € R,

L) () v ()

B
< Cupsupxe 2 Y sup [plf7)(x)| := M, .
x>0 =0 xeR

g (x)] =

Or,

2j N i . )
(Te, @) = / efe by <’;> dx > ﬁ eidx = 2eZ(e? — 1) — +oo.
0 1

5 j—+oo

Donc Te n’est pas tempérée.
De méme, pour tout ¢ > 0, x — etlrl ¢ S’ (R%).
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5. Toutefois, pour appartenir & S'(RY), il n’est pas nécessaire d'étre majoré par un polynome. Soit
pour x € R, f(x) = e%e®". Alors |f(x)| = e, mais f(x) = 1 Lel et

/f x) dx —/1;}( (eiex> ¢(x)dx = —/eiexgo’(x) dx,

par une intégration par parties élémentaire. On en déduit

‘/f %) dx

ce qui montre que la distribution Ty de D'(R) se prolonge @ S(R) en une distribution tempérée.
Intuitivement, ce sont les oscillations rapides de la fonction qui compensent le comportement
exponentiel (donc non tempéré) du module de la fonction.

<Sup|(P( )|

Une derniere classe importante d’exemples est donnée par les distributions a support compact.
On rappelle qu'une telle distribution définit une forme linéaire continue sur I'espace € (IR?) des
fonctions C*.

Proposition 7.2.5. Soit T € £'(R?). Alors la restriction de T a S(R?) est une distribution tempérée.

Démonstration. 11 est évident que cette restriction est linéaire sur S(IRY). Il reste a vérifier la
continuité. Cette derniére découle immédiatement de la continuité de l'injection de S (R%) dans
E(RY) : si (@), est une suite de fonctions dans S(R?) qui converge vers ¢ dans S(IRY), alors
(@n)n converge également vers ¢ dans & (R?). O

Voyons a présent les liens entre opérations sur les distributions et distributions tempérées.

Définition 7.2.6. L’espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivables a croissance lente, noté
Om(R?) est I'espace vectoriel des fonctions f € C®(RY) telles que

Vo € N?, 3C >0, 3N >0, Vx € RY, [0%f(x)| < C(1+|x|)N.

Proposition 7.2.7. Soit T € S'(IR).
— Pour tout j € {1,...,d}, ax].T et x;T sont dans S’(R%). Donc, si P est un polyndme sur RY et
a € NY, PO*T € S'(RY).
— Pour tout f € Op(RY), fT € S'(R?).

Ceci découle du fait que les opérations
Q= Xxip, @ E)xj(p, et — fo

(si f € Op(R?)) sont des applications linéaires continues de S(IR¥) dans S(IRY).
Nous terminons cette section par la définition de la notion de convergence dans S'(R?).

Définition 7.2.8. On dit qu’une suite (T, ) e de distributions tempérées converge vers T € S'(IRY)
lorsque :

Vo € S(RY), (Tu, ) —— (T, ).

n—r—+4o0

Tout comme dans D’(IRY), la convergence est compatible avec les opérations de dérivation et
de multiplication par un élément de Oy;(IR?). En revanche, on prendra bien garde au fait que la
convergence au sens des distributions n’implique pas la convergence au sens des distributions
tempérées. Par exemple, si iy € CP(R?) est non nulle et f,, est définie par

4
fu(x) = ¢p(x —n)e",
alors T, tend vers 0 dans D’ (IRd), mais n’a pas de limite dans &’ (R%). Remarquons qu’elle tend
aussi vers 0 dans C*(IR?), mais ni dans Cg°(R?) ni dans S(R?).
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7.3 Transformation de Fourier dans S’(IR%)

7.3.1 Définition et propriétés
Nous avons déja démontré au théoreme 7.1.13 que pour toute paire de fonctions f et ¢ dans
S(RY),
| F(N@s@4de = [ fEF(@)@)dx 7.11)

Cette identité nous suggere de définir de maniere analogue la transformée de Fourier d'une
distribution tempérée.

Définition 7.3.1. Soit T € S'(R%). La transformée de Fourier de T, notée F (T) ou T est la distribution
tempérée définie sur S(R?) par :

Vo € S(RY), (F(T),9) = (T, F(g)).

Le fait que la transformation de Fourier soit une distribution tempérée découle du fait
que F est une application continue de S(IRY) dans S(R?) : si lim, ¢, = ¢ dans S(R?), alors
lim,, ¢, = ¢ dans S(IR¥). Donc

li}gn < F(T), pu >= li’gn <T, ¢ >=<T,p >=< F(T), ¢ >.

D’apreés (7.11), la transformée de Fourier dans &’ (R?) coincide avec celle dans S(IR?) pour une
distribution tempérée de la forme Ty avec f € S(R?).

On définit de maniére analogue la transformation F.

Appliquer la transformée de Fourier a une distribution tempérée revient a I'appliquer a des
fonctions tests dans S(IR?). Il est donc naturel que toutes les propriétés de la transformée de
Fourier dans S(IR?) se transposent au cadre des distributions dans S’(IR%).

Théoreme 7.3.2. La transformation de Fourier F : S'(R?) — S'(IR?) est une application linéaire,
continue, bijective et de réciproque continue. De plus, F 1 = F.

Démonstration. La transformation de Fourier est bien stir linéaire.

Le caractere bijectif de la transformation de Fourier et la formule d’inversion de Fourier
dans S’ sont conséquences du théoréme 7.1.10. En effet, on a, pour toute T € S’(IR?) et toute
9 € S(RT),

(FFT,¢) = (FT,F(9)) = (T, FF(9)) = (T, ¢).

Donc FFT = T. Puis, si (T,),>0 converge vers T dans S’ (R%), alors

(FTu, @) = (Tu, Fo) —— (T, Fo) = (FT, 9),

n—r+00

ce qui montre que F(T,) converge vers F(T) dans S’, et donc que F est une application conti-

nue de S’ dans lui-méme. De méme pour F, la réciproque de F. O

Proposition 7.3.3. Soit T € S’'(R%). Ona:
1. FFT = (27m)?T, oit pour toute ¢ € S, (T, @) = (T, ¢) et $(x) = @(—x) pour tout x € R?.
2. Pourtoutj € {1,...,d}, F(oyT) =ig;FT.
3. Pourtoutj € {1,...,d}, F(x;T) = idg FT.
4. Pour touta € RY, en notant 7, : x — x +a, F(To1,) = ¢ FT.
5. Pour tout a € R, F(e *T) = (FT) o 1.
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Démonstration. 1l faut a chaque fois raisonner par dualité en utilisant les propriétés correspon-
dantes sur S(IRY). Le premier point est une conséquence immédiate du théoréme 7.3.2. Les
deuxiéme et troisiéme points sont directement obtenus a partir des résultats du théoréme 7.1.8.
Les quatrieme et cinquieme points sont des conséquences de la proposition 7.1.14.

Donnons par exemple la démontration compléte du deuxiéme point. Soit ¢ € S’ (IR¥). Alors

< F(oyT), ¢ >=< 0y T, Fo >= — < T,0+(F @) >=<T,F(ig;p) >,
ol on a utilisé le théoréeme 7.1.8. On en déduit :
< F(05T), ¢ >=<ig;FT, ¢ >,
ce qui donne le résultat annoncé. O

Pour le moment, nous ne traduisons pas dans S’(R?) les relations entre transformée de Fourier
et convolution données dans S(R?).

Exemple 7.3.4. 1. Ona Féo = 1. En effet,
Vg €S, (Fon ) = (00, Fg) = (Fo)(0) = [ p(x)dx = (1,).

2. En combinant avec la translation T,, on obtient, pour tout a € RY et tout ¢ e RY, (Fé,)(C) =
e~ ica,

3. Ona F1 = (2m)%. Eneffet, F1 = FFdy = (2)%dy = (271)4p.

4. Soient« € N, a € R et & € RY. Alors :

(F0%60) (&) = (i8)" et (F0"6:)(Z) = (i€)"e ™.
Cela découle directement de la proposition 7.3.3.
5. Soit T = vp (1). Montrons tout d’abord que T € S'(RR). Pour cela, on écrit

1
up <x> =Vi+V,,

out les distributions Vi et V, sont définies par

<Vi,p>= gr& s§|x|§1316 (x)dx et <Vp,¢>= /x|>1 %(p(x) dx.

La distribution Vi est a support compact, donc dans S'(R). La distribution V est Ty, ot f (x) =
ﬂ\xlzli' Puisque f est dans L2(R), on en déduit Vo € S'(R). Comme S' est un espace vectoriel,
onen déduit vp (1) € S'(R).

Done, T € S’(R). Calculons alors T. On part de I'égalité xT = 1. Alors, F(xT) = 27y soit
encore idg T = 271dy. Par intégration, si H dész;gne la distribution de Heaviside, il existe C € R,
T = —=2itH + C. Or, comme T est impaire, " aussi et —2irt + C = —C soit encore C = ir.
On obtient donc

Fvp <31(> = —2imtH +irm.

6. On reprend les notations de I'exemple précédent. Alors, FFT = 2nT = —2mvp (). Donc,
—2inFH +in2néy = —27vp (1). On en déduit que

FH = —ivp <31c> + 70p.
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7.3.2 Retour sur la transformation de Fourier dans L! et dans L2

On fait ici le lien entre la transformation de Fourier au sens des distributions et la théorie
classique de la transformation de Fourier.

Théoreme 7.3.5. Soit f € L'(R?), et f sa transformée de Fourier au sens classique :

f@) = [, e

Alors
F(Ty) = T;.

Remarque 7.3.6. Dans le théoreme précédent, F(Ty) désigne la transformée de Fourier au sens de
S'(RY) de I'élément Trde S’ (RY). Le théoreme signifie que la transformation de Fourier au sens clas-
sique et la transformée de Fourier au sens des distributions coincident.

Démonstration. Remarquons que f est une fonction continue et bornée, donc T} est bien un
élément de S’(IRY).
Soit ¢ € S(R?). Alors

<Tpg>= [ F@e@de= [ [ e fx)drp(@)de.

La fonction (x, &) +— f(x)@(¢) est intégrable sur R??. Par le théoréme de Fubini,

<Tpg>= [ f) [ e So(@)dedr = (Ty,¢) = (F(Ty),g),
ce qui montre le résultat annoncé. ]

On passe maintenant a 1'étude de la transformation de Fourier dans L2. On rappelle que
les éléments de L2 définissent des distributions tempérées, et donc que leur transformation de
Fourier est bien définie.

Théoréme 7.3.7 (Théoréme de Plancherel). Soit f € L2(IR%). Alors il existe ¢ € L?(R?) telle que
F(Ts) = Tg. De plus,

1
1 fll2 = WHXHH

En pratique, on identifie f a Ty, Ty a ¢ et on note donc g = f. Avec ces conventions, le
théoréme précédent s’énonce alors :

“Soit f € L2(IRY). Alors sa transformée de Fourier f est dans L2(IR?) et || || 2 = W £l 2.

Démonstration. Soit ¢ € S. Alors

(F(T)9) = [ F)o(x)dx
et donc, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, puis le théoréme de Plancherel dans S(R?) :

(F(Tp, )| < Iflllllz < @)Y 2 fll 2l 2.

La forme linéaire ¢ +— (F(Ty), ¢), définie sur S(R?), est donc continue pour la topologie
de L2. Puisque S est dense dans L?, on peut la prolonger de maniére unique en une forme
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linéaire continue sur L2, dont la norme d’opérateur est au plus (271)4/2||f|| 2. Par le théoréme
de représentation de Riesz, il existe un unique g € L2(IRY) tel que

Yo e SRY, (F(Tj)g) = [ s(x)p(x)dx

On a donc montré F(Ty) = T,. Le raisonnement précédent montre aussi I'inégalité : ||g|| 2 <
(271)%/2||f| 12- En appliquant ce résultat a la fonction g, on obtient qu’il existe & € L? tel que
F(Tg) = Tyet ||h]|2 < (271)9/2||g]| 2. Par le théoréme d’inversion de Fourier dans &', on a en
fait h(x) = (27)7f(—x), et I'inégalité précédente s’écrit : (271)(|f||2 < (271)%2||g|| 12, ce qui
termine la preuve. O

Exercice 7.3.8. Calculer la transformation de Fourier de 1|_y ). En déduire la valeur de

/ (sinx)zdx.
R\ X

7.3.3 Transformée de Fourier des distributions a support compact

On rappelle que &'(R?) C S'(R?). Nous pouvons donc voir ce que 1'on obtient lorsque 1'on
applique la transformée de Fourier a une distribution a support compact. La décroissance a
I'infini étant maximale pour une telle distribution, on s’attend a obtenir une régularité maxi-
male.

Théoréme 7.3.9. Soit T € &'(IRY). Soit ez : x + €l** de classe C* sur RY. La distribution tempérée
FT est la distribution associée a la fonction { — (T,e_g). Cette fonction, notée & +— FT(G) est
de classe C® sur RY et est un élément de Op(R?), I'espace des fonctions indéfiniment dérivables a
croissance lente (cf définition 7.2.6).

Nous omettons la démonstration, qui utilise des résultats de dérivation et d’intégration sous le
crochet.

Nous terminons ce chapitre en revenant sur la convolution.

7.3.4 Convolution des distributions tempérées

On ne peut pas définir la convolution de deux distributions tempérées générales. Nous allons
définir, en utilisant la transformation de Fourier, la convolution d’une distribution tempérée et
d’une distribution dont la transformation de Fourier est C* a croissance lente.

Soit FOm(RY) = {u € S'(R?) : 1 € Op(R?)}. Il est facile de vérifier, en utilisant la formule
d’inversion de Fourier, que FOu(RY) = FOu(R?) = {4, u € Om(RY)} et nous utiliserons
plutdt cette seconde notation. Par le théoreme 7.3.9, £'(R?) C FOp(RY).

Définition 7.3.10. Soit u € S'(R?) et v € FOu(RY). La convolution de u et v est I'élément de
S'(RY) défini par
uxv = F(i9).

Par la proposition 7.2.7, u * v est bien défini. En effet, i 9, produit d’un élément de S’ (RY) et
d’un élément de Oy1(IRY) est un élément de S’(IR%), dont on peut prendre la transformée de
Fourier inverse. Par ailleurs, par la proposition 7.1.15, la formule u x v = F(119) est valable
lorsque u,v € S(R?) (ici * désigne la convolution des fonctions, cf §7.1.5), et la définition
précédente prolonge donc bien la convolution définie sur S.
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Par le théoréme 7.3.9, la convolution d’une distribution tempérée et d’une distribution a sup-
port compact est donc bien définie. Remarquons que I’on peut aussi toujours définir la convolu-
tion d’un élément de S’ (IRY) et d"un élément de S(IR?) (puisque S(RY) C Oy(RY) trivialement
et donc S(R?) C FOu(RY)).

Exemple 7.3.11. Siu € S'(RY), g x u = u. Ceci découle immédiatement de la définition et du fait que
dp = 1.
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Chapitre 8

Exemples d’équations aux dérivées
partielles

Dans ce chapitre, on donne deux exemples d’étude d’équations aux dérivées partielles par
la théorie des distributions et la transformation de Fourier. La premiere partie du chapitre est
consacrée a I'équation elliptique —Au + u = f, la deuxiéme partie a 'équation de la chaleur.

8.1 Ftude d’une équation elliptique

8.1.1 Résolution de I’équation par la transformation de Fourier

On considere 1'équation
(1-Mu=f xecR%. (8.1)

Le symbole A désigne le laplacien sur R :

d 82
A = .
L o

]

Le second membre f est donné dans S’(IR%). L'inconnue est la distribution u. On a alors le
résultat d’existence et d"unicité suivant :

Théoreme 8.1.1. Soit f € S'(IRY). Alors il existe une unique solution u € S'(R?) de I'équation (8.1)
au sens des distributions.

Remarque 8.1.2. La condition u € S'(IRY) doit étre vue comme une restriction sur la croissance de
u a l'infini. Elle est importante pour I'unicité de la solution. Par exemple, lorsque d = 1, et f = 0,
I'équation devient

—u"+u=0.

L'ensemble des solutions de cette équation dans C? est un espace vectoriel de dimension 2, qui a une base
formée des deux fonctions x — e* et x — e~ *. Ceci ne contredit pas le théoréme 8.1.1 Le seul élément
de cet espace vectoriel qui est également dans S’ (IR) est la fonction constante nulle.

Démonstration. On prend la transformée de Fourier des deux membres de I'équation (8.1). On
voit que cette équation est équivalente a :

1+[¢*)a=f, 8.2)
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d
i =3¢
=1

La fonction C* ¢ — 1+1W est a croissance lente a I'infini. La multiplication par cette fonction

est donc une application continue sur S'(R?). En multipliant '’équation (8.2) par cette fonction,
on voit que (8.1) est équivalente a I'équation :

1 A
= ——=5f,
(1+15P)
ce qui montre 'existence et 1'unicité de la solution. On a aussi obtenue une formule pour cette
solution : .
=7 ()
((1 +15P)
ot F est la transformation de Fourier inverse sur IR¥. ]

Remarque 8.1.3. La méthode de résolution précédente fonctionne pour toute équation aux dérivées

partielles de la forme :
10 10
P (iaxl" ' "iaxd> "= f’

ot P(&1,...,8y) est un polyndme de d variable qui vérifie;
VEERY, P(Z)#0.

Exemple 8.1.4. Lorsque f est la fonction constante égale a C, I'unique solution de (8.1) dans S’ est la
fonction constante égale a C.
Plus généralement, si f = x*, ona f = il*l (2n)dag50. La solution u de I'équation (8.1) vérifie donc
jlal
i

= G e
1

Avec la formule de Leibniz, on peut montrer que Wagéo est une combinaison linéaire de 6550,
ilal

B < w, le coefficient de 0 étant i Donc u est une fonction polynome de d variables, dont le terme

de plus haut degré est x*.

Exemple 8.1.5. On suppose maintenant d = 1 et f = &y. La restriction de 1 1|0, +oo[ et a | — 00,0[
est donc solution de —u" + u = 0. En résolvant I'équation sur ces deux intervalles, on obtient :

1 _
u(x) = E <€xﬂ],oo,0[ +e x]l]O,Jroo[) .
On dit que u est la solution élémentaire de I'équation (8.1).

Exemple 8.1.6. Lorsque d = 1 et f est la fonction de Heaviside 1 | o[, 0n obtient (en intégrant par
exemple la solution obtenue dans l'exemple précédent) :

u(x) = % (exll]—oo,o[ - 87x11}o,+oo[> + Mo, 4oo]-

Dans les deux exemples précédents, la solution u est plus réguliére que le second membre
f. Dans 'exemple 8.1.5, le second membre est la distribution Jy, qui n’est pas une fonction,
alors que la solution est une fonction continue, C! par morceaux. Dans I'exemple 8.1.6, le se-
cond membre est une fonction non-continue, la solution est une fonction de classe C!, C2 par
morceaux. Ce gain de régularité est en fait une propriété fondamentale de 1’équation (8.1). On
peut le mesurer dans une classe d’espace de Hilbert, qui sont un cas particulier des espaces de
Sobolev et que nous allons maintenant définir.
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8.2 Espaces de Sobolev

Définition 8.2.1. Soit s € R. L'espace de Sobolev H®(IR) est I'ensemble des éléments u de S’(IRY) tels
que (14 |¢|?)20 € L2(RY), muni de la norme

e = ([, (1-+12P)° @) o)

Proposition 8.2.2. L'espace H® est un espace de Hilbert.

1
2

Démonstration. L'espace H®, muni du produit scalaire
(1,0) s = Re /}Rd (1+2P)° a(&)3(¢)de
est bien un espace pré-hilbertien. L'espace H* est isométrique a L?(R?), I’application

s (14 ER) 2 a(E)

étant, d’apres le théoreme de Plancherel et a une constante multiplicative pres, une isométrie
de H® dans L2. La complétude de H® découle alors de la complétude de L. O

Le parametre s € R mesure la régularité des éléments de H°. On a:
s <o = H(R%) c H(RY).

Lorsque s est entier naturel, I'espace H® est 'ensemble des éléments de L2 dont toutes les
dérivées aux sens des distributions d’ordre au plus s sont également dans L :

Théoréme 8.2.3. Supposons s € IN*. Alors
B (]Rd) = {u € L2(RY), a € N, |a| <5 = 0% € LZ}.
Démonstration. Supposons d’abord u € H*(RRY). Soit & € IN? tel que |«| < s. On a alors
d
]
L1
j=1

VEeR?, |2 = < e < |+ 1.

(Pour montrer la derniére inégalité, distinguer les cas || < 1 et || > 1). En utilisant B/@ =
(i¢)*i1, on obtient :

e

On a montré @ € L2(IR%), et donc, par le théoréme de Plancherel 7.3.7, 8%u € L*(R?).

(@) de = [ e a@Pasc [ (1) ae)Rde

Réciproquement, supposons d%u € L?(IRY) pour tout a € IN¥ tel que |a| < s. En utilisant
I'inégalité :

a\? d
V(aj)o<j<a € R, (Za]) < (d+1)"2 sup a2 < (d+1)2 ) a5/?,
j=0 0<j<d j=0
on obtient
P d 8/2 d
S
(g +1)"" = (1+2|§j\2> < (d+1)7? <1+Z|§j|5>,
j=1 j=1

et un raisonnement analogue a celui du précédent montre que u est dans H®. ]
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Exercice 8.2.4. Soit u la fonction C' par morceaux définie par u(x) = 0si |x| > 1, u(x) = x +1si
—1<x<0,u(x)=1—xsi0 < x < 1. Montrer en utilisant le théoreme précédent que u € H(R).

Le théoréme suivant est un cas particulier des injections de Sobolev.

Théoréme 8.2.5. Si s > 2 +k, alors H*(R?) C CX(R?). De plus, u ainsi que toutes ses dérivées
d’ordre inférieur ou égal i s sont bornées et tendent vers 0 a l'infini.

Ainsi, un élément de L2(IR¥) dont les dérivées jusqu’a I'ordre N sont dans L?(IR%), ot N >
d/2 + k, est en fait de classe C.

Démonstration. Soitu € H*(R?) avecs > 4.Ona

2(g) = (1+ &) 21+ [g)**a(g). (8.3)

Or &+ (14 |¢|)/%0 (car u € H*) et & > (1 +|&|)™*/? € L*(R?). Ce dernier point se démontre
aisément en passant en coordonnées polaires, ou en utilisant 1'inégalité :

d
L+ )2 <TTa+1gl) =,
:1

puis par Fubini-Tonelli :

—s/2 d _i d s
Jrott -tz <TI0+l <TT J 1+ 1)~y

qui donne bien une quantité finie par le critére de Riemann, car 5; > 1.
En revenant a (8.3), on obtient par Cauchy-Schwarz, ## € L'(IR). La transformation de Fourier
inverse montre alors que u est continue, bornée, et tend vers 0 a I'infini.
On a montré la conclusion du théoreme lorsque k = 0. Le cas général s’en déduit en appliquant
le cask = 0ad%u, |a| < k. O

Les deux théoremes précédents concerne des indices s positifs, pour lesquels H* est inclus
dans L2. Lorsque s < 0, H® comprend des éléments qui ne sont pas des fonctions. La masse de
Dirac est un exemple de distribution tempérée, n’appartenant pas a L] _ est qui est dans des
espaces de Sobolev d’indices négatifs :

S € HS(RY) <= s < —d/2

(exercice : le vérifier). La proposition suivante, dont la démonstration est laissée au lecteur
exprime, pour les solutions de 1’équation (8.1), un gain de régularité de 2 dérivées sur I’échelle
des espaces de Sobolev, découle immédiatement de la définition de ces espaces.

Proposition 8.2.6. Soit f € H*(RY) et u € S'(R?) la solution de I'équation elliptique (8.1). Alors
u € H*2(RY).
8.3 Introduction rapide a 1’équation de la chaleur

On s’intéresse maintenant a 1'équation de la chaleur :

ou=Au, t>0, R?
{ U u > X € (8.4)

u[t:() = Up.
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L’inconnue u est définie sur [0, o[ xIRY, et on note (¢, x) la variable dans [0, co[xIRY, avec t > 0,
x € RY. Le symbole A désigne le laplacien (ou opérateur de Laplace) par rapport a la variable

X p )
)

5=3 (5 )
E 9x;j

La variable t s’interpréte comme une variable de temps, la variable x comme une variable d’es-
pace. La fonction (ou distribution) ug, définie sur R?, est donnée. C’est la condition initiale de
uat = 0. L'équation de la chaleur (8.4) est une équation d’évolution qui détermine, a partir
de la condition initiale u, I’état du systeme pour tout temps positif. Elle modélise I"évolution
de la température dans 'espace en 'absence de source de chaleur extérieure, mais également
de nombreux processus de diffusion. Elle apparait notamment (ainsi que ses variantes plus
compliquées) dans I'étude du mouvement brownien et en finances mathématiques pour la
modélisation des options.

Nous commencerons par faire un calcul formel (c’est a dire sans aucune justification rigou-
reuse) pour obtenir deux expressions simples de la solution. ! Nous montrerons ensuite que ces
expressions simples donnent bien, dans certains cas, des solutions de (8.4).

8.3.1 Calcul formel

On notera f la transformation de Fourier par rapport a la variable d’espace x. En particulier,
sit > 0,17(t) estla transformée de Fourier de la fonction x — u(¢, x). En prenant (formellement,
comme annoncé), la transformée de Fourier de 1’équation (8.4) on obtient :

{Btﬁ(t,é) = —[gla(t,g), t>0, xeR (8.5)

11—0(8) = 10(S).

L’équation précédente peut-étre vue comme une famille d’équations différentielles ordinaires
linéaires, dépendant du parametre ¢. On résout chacune de ces équations, ce qui donne

(4, ) = e 1Py (). (8.6)

Remarquons que (8.6) a un sens, pour tout t > 0, dés que ug € S’(IRY) si elle est considérée
comme une égalité entre deux éléments de S’(R?). En supposant que 1'on peut utiliser la tran-
formation de Fourier inverse, a t > 0 fixé (il suffit pour cela que e8P ng soit intégrable), on
obtient :

u(t,x) =

]. z'x~§ A 1 / T 2 .
LEyde = L [ il gy () de.
(27T)d /8 u( g) 4 (27‘[)d e Mo(g) 4
En utilisant la définition intégrale de la transformation de Fourier de u( (ce qui n’est pos-

sible, a priori, que si uy € L'(IRY) mais rappelons que nous ne faisons qu'un calcul formel
préliminaire), on obtient :

uh ) = (2711)”’ // ¢ O g () dyd.

En inversant 'ordre d’intégration :

u(t,x) = Q;i/uo(y)/ei(xy)'été|2d§dy.

1. Prudence : I'article définie “la” sous-entend que la solution de (8.4) est unique, ce que nous n’avons pas
démontré, et est faux en toute généralité
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L’intégrale f ellx—y )";‘*tmzdé est la transformée de Fourier de la gaussienne ¢ — et |5|2, prise au
point y — x. Nous avons calculé cette transformée de Fourier en §7.1.2 (cf (7.3)) :

Y TT\S -y
/uo(y)/el(x y)é t|§‘2d€: (?>2€ 4ty .

On en déduit la formule :

1 ey
u(t,x) = W/uo(y)e i dy. (8.7)

Exemple 8.3.1. Les deux formules (8.6) et (8.7) donne u(t, x) = C lorsque u est la fonction constante
égalea C.

On justifie maintenant les calculs formels précédents.

8.3.2 Solution au sens des distributions

Soit uy € S’(IRY) et pour tout ¢, 7i(t) défini par (8.6). En d’autres termes, en notant F la
transformée de Fourier inverse sur RY,

u(t)=F (e’tmzﬁo) : (8.8)

On peut identifier u & une distribution sur (0,0) x R? en posant, pour ¢ € CP(]0, o[ xR?),

_ [T F (e _ /°° ey F
<u,¢> /0 <]~" (e u0> , go(t)> dt ; <e ilo, ]-'qo(t)> dt, (8.9)
ot les crochets (-, -) désignent dans le membre de gauche de I'égalité, la dualité

D'(]0, +oo[xRY), D(]0, +-00[xIR?),

et dans les deux autres membres, la dualité entre S’(IRY) et S(R?). On montre facilement, en
utilisant que 1o est un élément de S’ (IR¥), que cette formule définit bien une distribution.

Théoreme 8.3.2. La distribution u définie par (8.9) vérifie I'équation de la chaleur o;u = Au au sens
des distributions sur (0,00) x R?. De plus,

Iim u(t) =u
A ult) = vo

dans S’ (R?).
Remarque 8.3.3. La limite annoncée dans le théoréme signifie simplement que

Vo € S(RY), lim (u(t), ) = (uo, @) . (8.10)

t—0+

Remarque 8.3.4. Le théoreme montre l'existence de la solution. On peut aussi démontrer, avec des
hypotheses convenables, un théoreme d’unicité de la solution dans S’. Nous n’aborderons pas ce probleme
(pourtant trés important!) ici.

Démonstration. On commence par montrer (8.10) Soit ¢ € S(R?). Alors

(u(t), @) = <ﬁ0, e*t|5‘2f(p> )
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On montre .
lim e '€ Fp = Fo dans S(R?). (8.11)

t—0t

En effet, notons ¢ = ?q). Par la formule de Leibniz, pour tout multi-indice «,
o _x|12 _tx12 X 1 a— _4x12
o (P p(@) — (@) = (T —1) atp@) + L <ﬁ)8¢ PeeR) by (o).
a<fB

Ona:
(e 1) aty(e)| < tlef?

X

P&,

par l'inégalité élémentaire [e~* — 1| < x pour x > 0. De plus, lorsque B < &, on montre par un
calcul direct, en raisonnant par récurrence,

i a1 2
2 (e—tm )agw(g):t Y (@) 1ol (c),

k=0

ou P désigne une fonction polynéme en les variables ¢, ..., {4, de degré maximal k + 1. On
déduit des deux observations précédentes que pour tout N > 0,

an (@) — (@) < tan(9(0)),

ot N’ = max(N + 2,2N) (cf (7.2) pour la définition de qx). En particulier

lim gy (¢ ¥Fy(2) — (@) =0,

t—o0

ce qui montre (8.11) et donc

lim (u(t), @) = (o, Fo) = (uo, ¢) .

t—0*

On montre maintenant que u vérifie 'équation de la chaleur au sens des distributions sur
10, o[ xIR?. Soit x € D(]0,0[xR). Alors

<o —Au,x >=<u,—ox —Ax >.

De plus :

Ay = [T teRy :/"" ey 1 2F
(u, —Ax) /0 <e o, F ( A)()>dt ; <e ilo, | €| ]—")(>dt

= /Ooo <120, e’t‘§‘2\§\27)(> dt.

Le lecteur attentif aura remarqué que la encore, les crochets désignaient dans certains cas (les-
quels?) la dualité entre D’(]0, +-00o[xIR?), et D(]0, +-00[xIR?), et dans d’autres, la dualité entre
S'(RY) et S(RY). De plus * et F désignent respectivement la transformée de Fourier et la trans-
formée de Fourier inverse sur RY. On a donc

A = [T a e 2y ey N = [T 9 (—tiePE
(u, —orx — AX) /0 <u0,e |E|*"Fx —e .7-"89(> /0 <u0, Py (e ]:)()>.

On utilise alors la propriété suivante de dérivation sous le crochet :

Théorie des Distributions page 73



Chapitre 8. Exemples d’équations aux dérivées partielles

Lemme 8.3.5. Soit T € S'(RY) et » € D(]0,00[xR?). Alors

d d
& o) = (1,556,

Par le lemme (dont nous différons la démonstration),

[ (o (7)Yt = [T (e Fx) Yt =

ce qui conclut la preuve. O

Ebauche de preuve du lemme 8.3.5. Par la linéarité de T,

d . P(t+h) — ()
7 (T, ¢(t)) = lim <T, I >,

h—0

et il reste & montrer (t+ 1) 0 5
y(t+h) —p(t) oy
Hm 7 =5t

au sens de D(IR?), ce que 1’on peut faire en utilisant la formule

ll?(t + h/x) - 1p(t,x) _ /01 o (t + hO’,x)dO'.

h ot
O
8.3.3 Noyau de la chaleur
On s’intéresse maintenant a la formule (8.7) que 1’on rappelle ici :
u(tx) = — - [t Sy, (812)
(V)

Remarquons que l'on peut interpréter cette formule comme une convolution par un noyau
régularisant :

y(t,x) = ug * (\flt)dk (ﬁ) ,

X :71 e~ Ix/4
k(x) 0 :

Nl=

la fonction

(t,x) — ! k <x> -1 e’%
SOV ENVET
est appelée noyau de la chaleur.

Théoréme 8.3.6. Soit p € [1,00) et ug € LP(IRY). Alors la formule (8.12) définit une fonction u de
classe C* sur ]0,00[xR?, qui vérifie I'équation de la chaleur (au sens classique) sur ]0,00[xIR?. De
plus :

lim ||u(t) — upl||r = 0. (8.13)

t—0+t

Le résultat reste vrai en prenant p = oo, en supposant de plus uy continue.
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Ebauche de preuve. La preuve de la convergence (8.13) est similaire a la preuve de la densité
des fonctions C$° dans L! par convolution, disponible au début de ce cours (cf §3.4). Dans
cette preuve, le noyau gaussien k est remplacé par une fonction pic a support compact. Nous
laissons le soin au lecteur de vérifier que la démonstration fonctionne encore, avec de petites
adaptations, dans le cas du noyau gaussien.

La preuve que u vérifie 'équation de la chaleur utilise le théoreme de dérivation sous le
signe intégral. On prendra bien soin a se limiter a un ensemble compact t € [a,b], [x| < A, out
0<a<b<ooetA >0, pour obtenir les hypotheses exactes de ce théoreme. O

On remarque l'effet régularisant tres fort de 1'équation de la chaleur : la solution est C*
pour tous les temps strictement positifs, méme si la condition initiale n’est pas continue!
Une autre propriété intéressante de I’équation de la chaleur se lit sur la formule (8.12) :

Proposition 8.3.7. Soit ug € LP(R?) une fonction positive non identiquement nulle. Alors
Vt >0, Vx € RY, u(t,x) > 0.
On en déduit également le principe du maximum :

Proposition 8.3.8. Supposons ug € C°(R?), bornée. Alors

sup u(t,x) = sup up(x).
20 xeR4
x€R?

Si cette borne supérieure est un maximum, elle est atteinte en t = 0.
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Annexe A

Mesure et intégrale de Lebesgue

Dans cette appendice, nous donnons quelques éléments de théorie de I'intégration, en omet-
tant les preuves. Le lecteur pourra consulter [3] pour un exposé plus complet.

A.1 Mesure de Lebesgue sur R?

Quelles sont les propriétés fondamentales que partagent la longueur d'une partie de R,
l'aire d’une partie de R?, le volume d’une partie de IR? et plus généralement le volume d’une
partie de RY ? Peut-on donner un sens au volume de toute partie de R? ? On attend d’une notion
de longueur, d’aire et de volume d’avoir en commun la positivité et la propriété d’additivité
qui est que, si deux parties A et B de R? sont disjointes, le volume de leur réunion est égal
a la somme de leurs volumes : vol(A U B) = vol(A) + vol(B) lorsque AN B = @. Une autre
propriété attendue du volume est I'invariance par translation. Si x € R et A est une partie
de R?, vol(x + A) = vol(A). Au début du XX¢ siecle, Emile Borel introduit une idée clé, celle
qu’une notion de volume doit vérifier une propriété plus forte, I’additivité dénombrable, pour
pouvoir s’intégrer utilement dans la théorie moderne de I’analyse. Une <« bonne > notion de
volume devra donc vérifier que, pour toute famille dénombrable (A,),cN de parties de RY
deux a deux disjointes,

vol | [J Ay | = ) vol(4,).

peN peN

Mais, une telle notion de volume qui associerait a foute partie de R? un réel positif vérifiant
I'additivité dénombrable et I'invariance par translation n’existe pas. C’est Henri Lebesgue qui
en 1902 sera le premier a construire un exemple de mesure sur R qui soit dénombrablement
additive et invariante par translation. Cette mesure correspond a la notion de volume re-
cherchée. Pour cela, Lebesgue introduit la notion de mesure extérieure qui approche <« par au-
dessus > la mesure de toute partie de IR. Puis il définit les parties de R qui seront suffisament
peu irrégulieres pour que 1’on puisse leur associer une mesure. Ce sont les parties Lebesgue-
mesurables de R.

A.1.1 Ensembles mesurables et mesure de Lebesgue

Nous commencons par définir les pavés de R? et leur volume. Un pavé P dans R est un
produit cartésien de d intervalles de R bornés (ouverts, fermés, semi-ouverts ou semi-fermés)

P= (al,b1) XX (ad,bd),

77



Chapitre A. Mesure et intégrale de Lebesgue

oua; < bj sont des nombres réels, j = 1,...,d. Pour un tel sous-ensemble de RY, la notion
naturelle de volume associée est le produit des longueurs des cotés. On appelle volume d'un
pavé P le réel positif noté | P| défini par

|P| = (b1 —a1) - (bg —aq).

Une union de pavés est dite quasi disjointe si les intérieurs des pavés de 1'union sont disjoints.
Enfin, un cube est un pavé pour lequel by —a; = --- = by — a,. L'intérét de ces cubes et pavés
provient du fait que leurs réunions approchent bien les ouverts de R?.

Proposition A.1.1. Tout ouvert O de R? peut s’écrire comme union dénombrable de cubes quasi dis-
joints.

Pour définir le volume d’une partie plus compliquée qu’un pavé, nous commengons par cons-
truire une fonction qui a toute partie de R? associe un volume qui généralise le volume des
pavés. L'idée est d’approcher <« par au-dessus > tout sous-ensemble de R? par des cubes. Soit E
une partie de R?. On appelle mesure extérieure de E le réel positif défini par

AJ(E) = inf{ i Cil ‘ Vj > 1, Cjestun cube fermé et E C | C]-}.
= =1

Pour les parties simples comme l’ensemble vide, un point ou un cube, la mesure extérieure
correspond bien a notre idée intuitive de volume. La mesure extérieure de R est infinie.
Toutefois, la mesure extérieure ne vérifie pas I'additivité dénombrable voulue pour définir une
bonne notion de volume. Nous avons seulement I'inégalité suivante : si E = J;2; Ej, alors

M(E) < Y AS(E)).

On a tout de méme que si E = E; U Ey avec d(Eq, Ez) > 0, alors AS(E) = A% (Eq) + Aj(Ea).
Malgré ces deux propriétés, on ne peut pas conclure en général que, si E; U E; est une union
disjointe de sous-ensembles de R?, A%(E; U Ex) = A%(E;) + A5(E,). Cette égalité n’aura lieu
que pour des ensembles qui ne sont pas trop pathologiques, les ensembles mesurables.

Définition A.1.2. Un sous-ensemble E C R? est dit Lebesgue-mesurable, ou plus simplement mesu-
rable, si pour tout € > 0 il existe un ouvert O contenant E tel que

A5(O\E) < e.

On a alors que tout ouvert de R est mesurable, qu'une union dénombrable d’ensembles me-
surables est mesurable et que le complémentaire d'un ensemble mesurable est mesurable.

Nous pouvons maintenant définir la notion de mesure pour un ensemble mesurable. Si E C
RY est mesurable, on définit sa mesure de Lebesgue par A4(E) = A’(E). Alors, la mesure de
Lebesgue vérifie bien la propriété d’additivité dénombrable.

Soit (E;)j>1 une famille dénombrable d’ensembles mesurables et disjoints dans R?. Alors leur
réunion E = (Ji2; E; est mesurable et

On a aussi l'invariance par translation : si E un ensemble mesurable de RY, alors pour tout
x € RY, letranslaté x + E = {x +y |y € E} est mesurable et A;(x + E) = A4(E).
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A.1.2 Espaces mesurés et applications mesurables

On généralise la notion de mesure & un ensemble quelconque en demandant a ce que les prin-
cipales propriétés de stabilité des ensembles mesurables et de la mesure de Lebesgue soient
conservées.

Définition A.1.3. Soit X un ensemble. Une tribu sur X est un sous-ensemble M de P (X) qui vérifie
les conditions suivantes :

1. XeM;

2. si A € M, son complémentaire A€ est dans M

3. si (Ap)nen est une suite d'éléments de M, UyenAy € M.
Les éléments de M sont appelés ensembles mesurables. Un espace mesurable est un couple (X, M) oit

X est un ensemble et M une tribu sur X.

Exemple A.1.4. Soit A un ensemble. Alors l'ensemble P(A) des parties de A est une tribu sur X (la
plus grosse possible au sens de I'inclusion), ainsi que {@, A} (la plus petite).

Exemple A.1.5. (Tribu de Lebesgue sur R?). L'ensemble des parties de RY Lebesgue-mesurables forme
une tribu sur R? que nous noterons M (RY).

Exemple A.1.6. On appelle tribu borélienne de R? la tribu B(IR?) engendrée par les ouverts de R?,
c’est-a-dire, la plus petite tribu de R? contenant tous les ouverts de R? (pour la topologie usuelle). La
tribu borélienne est incluse dans la tribu de Lebesgue.

Une mesure est une fonction définie sur une tribu, a valeurs positives, vérifiant une condition
d’additivité dénombrable. Nous axiomatisons donc la propriété de o-additivité obtenue pour
la mesure de Lebesgue sur R%.

Définition A.1.7. Soit (X, M) un espace mesurable. Une mesure sur (X, M) est une application de
M dans [0, +oo], telle que u(@) = 0 et, si (An)nen est une suite de parties mesurables deux a deux
disjointes,

#(U An) = ¥ plAn), (r—additivite).

nelN nelN

Si y est une mesure sur (X, M), le triplet (X, M, u) est appelé un espace mesuré.
Exemple A.1.8. La mesure de Lebesgue est une mesure sur (R4, My (R?)).

Exemple A.1.9. Les mesures discretes p = Ycja;dp, sur P(RY), oi | est un ensemble fini ou
dénombrable, b]- € R et aj > 0 et par définition, pour tout sous-ensemble A de RY, et tout b € RY,

5y(A) = 1 sibe A
T sib e A

Définition A.1.10. On appelle mesure de Radon positive sur un ouvert Q) de RY une mesure positive
p sur la tribu borélienne B(QY) qui est finie sur les compacts :

VK C Q compact, u(K) < +oo.

On appelle mesure de Radon tout combinaison linéaire yy — po +1i(ps — pa) oil les pj sont des mesures
de Radon positives.

Les deux exemples précédents sont des mesures de Radon positives.

Concluons par un point de terminologie.
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Définition A.1.11. Soit (X, M, i) un espace mesuré et soit P une propriété définie sur X. On dit que
P est vraie p-presque partout si elle est vraie hors d'un ensemble mesurable de mesure nulle. On écrit
aussi P vraie yu-pp. On dit encore que P est vraie pour y-presque tout x dans X.

On termine par la notion de mesurabilité d"une application entre espaces mesurables qui est
analogue a celle de la continuité d"une application entre espaces topologiques et utilise la no-
tion d’image réciproque.

Définition A.1.12. Soient (X, M) et (Y, N') deux espaces mesurables. Une application f de X dans
Y est dite mesurable lorsque, pour tout ensemble mesurable N € N, son image réciproque f~1(N) est
mesurable, c’est-a-dire que f~'(N) € M.

Exemple A.1.13. (Fonctions caractéristiques). On considere un espace mesurable (X, M) et on
munit R de sa tribu borélienne. Pour une partie A de X, la fonction caractéristique 1 4 est mesurable
si et seulement si A est mesurable.

A.2 Intégrale de Lebesgue sur R”

On commence par définir 1'intégrale de Lebesgue d"une fonction positive. On appelle fonction
étagée toute combinaison linéaire finie d’indicatrices d’ensembles mesurables :

m
P = szj]lAj, i €R, A;j C R? et mesurable.
j=1

On appelle intégrale de ¢ sur R? la quantité, notée [, pdA4 ou [, ¢(x)dx, définie par
m
/]Rd gl)d)\d = le)(])&d(A]) < [0, +OO].
]:

Pour définir I'intégrale d’une fonction mesurable f : R? — [0, +00], on utilise un procédé
d’approximation : on cherche a écrire f sous la forme f = lim,_, . @, avec @, : R — [0, +o0]
étagée et mesurable pour tout n € IN et on pose ensuite [, fdAg = limy—, 1o [pa Pn-

Proposition A.2.1. Soit f : R? — [0, +00] une fonction mesurable. Alors il existe une suite (¢, :
R? — [0, +00]) nen de fonctions étagées mesurables telles que
1. 0 < @y < @ui1 < f pour toutn € IN;
2. la suite (¢n)neN converge simplement vers f.
De plus, si f est bornée sur A C X, la suite (¢, )neN converge uniformément vers f sur A.
On peut alors définir I'intégrale d’une fonction mesurable f : R — [0, +o0] de la fagon sui-

vante. Soit f : R — [0, +o0] une fonction mesurable. On appelle intégrale de f la quantité,
notée [, fdA4, définie par

/IRd fdAy = sup {/}Rd pd)y : @ :R? — [0, +-o00[ mesurable étagée et telle que ¢ < f} € [0, 4oc0].

Si A C RY est une partie mesurable, et f une fonction mesurable sur A, on pose | 2 fdrg =
f R4 f ﬂAd)\d .

Nous pouvons maintenant étendre la définition de I'intégrabilité aux fonctions a valeurs réelles
ou complexes (et ensuite a valeurs dans R? ou C?).
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Soit f : R? — R une application mesurable. Notons f; et f_ les applications

f+ = max(f,0) et f- = max(—f,0).

Les applications f; et f_ sont mesurables, car f l’est, et sont a valeurs dans [0, +oo[. On a alors
les relations

f=Ffe—f-etlfl=fi+ [

Définition A.2.2 (Fonction intégrable & valeurs réelles). Soit A un sous-ensemble Lebesgue-mesu-
rable de RY. Une fonction f : A — R est dite intégrable par rapport i la mesure Ay, ou simplement
intégrable sur A, si f est mesurable et si [, |f|dAy < +oo. Dans ce cas, on appelle intégrale de f sur A
le nombre réel, noté [, fdAg, défini par

/A FdAg = /A FrdAg — /A Fdg.

On note L(A) I'ensemble des fonctions intégrables sur A i valeurs réelles.

Pour une fonction a valeurs complexes, son intégrale est tout simplement la somme de 1'inté-
grale de sa partie réelle et de i fois I'intégrale de sa partie imaginaire.

Proposition A.2.3. Soit f et g deux fonctions intégrables sur A et c € C. Alors

/A(f+cg) = /Af+C/Ag-

Des propriétés plus sophistiquées de 'intégrale de Lebesgue sont rappelées dans le Cha-
pitre 1.
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Annexe B

Quelques notations

Soit A un ensemble et B C A. La fonction indicatrice, ou fonction caractéristique de B, est la fonc-
tion 15 : A — {0,1} définie par

On note A \ B le complémentaire de B dans A :
A\B={xec A|x ¢ B}.

Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité sur A, on notera parfois cet ensemble B°.
Si E C RY et x € RY, on note d(E, x) la distance de E a x :

d(E,x) =inf{|x —y| : y € E}.
Soit E et F deux sous-ensembles de R?. On note d(E, F) leur distance :
d(E,F)=inf{|x—y| : x€ E, ye F} =inf{d(x,F) : x € E}

et E + F leur somme
E+F:{x+y : xEE,yEF}.

La notation multi-indice 9%, « € IN%, est définie en § 3.1.

D(Q) ou CF () : cf définition 3.3.5. On note £(Q2) = C*(Q), lorsque cet ensemble est considéré
comme l'espace vectoriel des fonctions test pour 1’espace vectoriel £'(Q)) des distributions a
support compact, cf §6.4.

Si a et b sont deux éléments de IRY, [a, b] est le segment :

la,b] = {ta+ (1 —1)b, t € [0,1]}.

Quand d = 1 eta < b, on retrouve la notation usuelle [4,b] = {x € R, 4 < x < b}. Mais on
pourra aussi employer la méme notation pour a > b auquel cas [4,b] = {x € R, b < x < a}.
Soit x € R? et r > 0. On note B(x, r) la boule ouverte de centre x et de rayon 7 :

B(x,r) = {y ERY, [x—y| < r},

ott | - | désigne la norme euclidienne sur R? :

(1 xa) 2= Y2
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On termine cet appendice par l'alphabet grec, qu’il est trés utile de connaitre pour lire et
écrire des mathématiques, en particulier dans ce cours.

Minuscule Majuscule Nom

Minuscule Majuscule Nom

alpha
béta
gamma
delta
epsilon
zéta
éta
théta
iota
kappa
lambda
mu

T >R - DI NN 9 ™R
TOR~OITNTD> 1>

fEe€exXe 19T Jom=

DM <M Q0 Mm=Z

nu
xi
omicron
pi

rho
sigma
tau
upsilon
phi

khi

psi

oméga
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