
UNE INTRODUCTION RAPIDE À L’ANALYSE DE FOURIER

THOMAS DUYCKAERTS

Ces notes sont tirées d’un mini-cours de 6 heures donné au DMA début septembre
2024. Elles suivent le cours, à l’exception de la démontration de la proposition I.17
(compacité locale du groupe dual d’un groupe), qui a été rajoutée. C’est une version
provisoire, en cours d’amélioration.

La théorie des séries de Fourier et de la transformation de Fourier trouve ses
sources dans l’étude d’équations aux dérivées partielles: l’équation de la chaleur
et celle des cordes vibrantes (équation des ondes en dimension 1). L’idée est de
décomposer une fonction en somme ou intégrale de fonctions trigonométriques oscil-
lant chacune à une fréquence différente, permettant ainsi de considérer le problème
traité à fréquence fixe. Ces idées apparaissent déjà dans les travaux de plusieurs
mathématiciens aux 18ème siècle. Joseph Fourier, qui a introduit ces objets dans
un mémoire sur l’équation de la chaleur en 1822, a donné son nom à la théorie.

Les développements ultérieurs de la théorie ont donné naissance à un domaine
de l’analyse mathématique, l’analyse harmonique. Ceci a notamment permis de
généraliser les transformations introduites par Fourier. Nous commencerons par
illustrer ce point de vue général, qui consiste à se placer sur un groupe abélien

localement compact G. On peut construire un groupe dual Ĝ de ce groupe G. La

transformation de Fourier associe à une fonction f sur G une fonction f̂ sur Ĝ. Les
propriétés de f (régularité, décroissance à l’infini si le groupe est non compact...)

se traduisent par des propriétés de f̂ , occasionnant un nouveau point de vue très
fécond sur les fonctions définies sur G. La théorie classique de Fourier couvre
les cas G = R/TZ (les séries de Fourier qui permettent d’analyser les fonctions
périodiques sur R), et G = R (ou Rd) (la transformation de Fourier proprement
dit). Nous aborderons ces deux exemples après un aperçu de la théorie générale. Un
autre cas intéressant, notamment pour les applications au traitement du signal et à
l’arithmétique, est celui d’un groupe fini G, qui sera abordé, en guise d’illustration
dans ce premier chapitre.

Ce cours de 6 heures est une présentation très rapide de la théorie de Fourier.
Le but est de donner les grandes idées de la théorie, et de les illustrer dans 3 cas
importants, la transformation de Fourier discrète (sur les groupes finis), les séries
de Fourier et la transformation de Fourier proprement dite (sur l’espace euclidien).
Le cas général n’est donné qu’à titre d’illustration, plusieurs démonstrations étant
omises.

I. Théorie générale, exemple des groupes finis

Dans cette première partie, on esquisse la théorie générale de la transformation
de Fourier et on l’illustre par l’exemple de la transformation de Fourier sur les
groupes finis. Pour les détails, le lecteur intéressé pourra consulter [7] ou [2].
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2 THOMAS DUYCKAERTS

I.1. Groupes abéliens localement compacts, groupe dual.

1.a. Définition. On rappelle qu’un espace topologique X est dit séparé lorsque
pour tout couple (x, y) de points distincts de X, il existe un voisinage U de X et
un voisinage V de y tels que U ∩ V = ∅. L’expression espace de Hausdorff est
synonyme d’espace topologique séparé.

Définition I.1. Un groupe abélien localement compact est un groupe commutatif
(G,+) muni d’une topologie telle que

(1) G est séparé, et tout point de G contient un voisinage compact.
(2) Les opérations de groupe sont continues, i.e. x 7→ −x et (x, y) 7→ x+y sont

des applications continues de G (respectivement G×G) dans G.

Exemples I.2. • Tout groupe fini muni de la topologie discrète.
• (Rd,+) muni de la topologie usuelle.
• (Rd/(TZ)d,+) muni de la topologie quotient, où T > 0. On prend souvent
T = 2π, ce qui identifie naturellement R/2πZ au cercle unité. Les fonctions
sur R/TZ s’identifient naturellement aux fonctions T -périodiques sur R.

• (Zd,+) muni de la topologie discrète.

Dans toute la suite, sauf mention contraire, G est un groupe abélien localement
compact.

1.b. Groupe dual.

Définition I.3. Un caractère sur G est un homéomorphisme continu de G dans le
cercle unité de C, U = {eiθ, θ ∈ R}. L’ensemble des caractères sur G est appelé

groupe dual de G et noté Ĝ.

On notera l’image d’un élément x de G par un caractère ξ avec des crochets:
⟨ξ, x⟩.

On munit Ĝ de l’opération de multiplication ponctuelle, que l’on note additive-
ment:

⟨ξ + η, x⟩ = ⟨ξ, x⟩⟨η, x⟩, ξ, η ∈ Ĝ, x ∈ G,

ce qui en fait un groupe abélien. L’unité de Ĝ, notée 0, est la fonction constante
égale à 1 sur G.

On donne maintenant quelques exemples.

Proposition I.4. • L’ensemble des caractères sur Rd est l’ensemble des ap-
plications x 7→ eix·ξ, où ξ ∈ Rd.

• L’ensemble des caractères sur Rd/(2πZd) est l’ensemble des applications
ξ 7→ eix·ξ, où ξ ∈ Zd.

On commence par montrer:

Lemme I.5. Soit G1, . . ., Gd des groupes abéliens localement compacts, et G =

G1 × . . .×Gd. Alors Ĝ s’identifie à Ĝ1 × . . .× Ĝd, par le morphisme

(χ1, . . . , χd) 7→ χ1 ⊗ . . .⊗ χd,

où

(I.1) χ1 ⊗ . . .⊗ χd : (x1, . . . , xd) 7→ ⟨χ1, x1⟩⟨χ2, x2⟩ . . . ⟨χd, xd⟩, χj ∈ Ĝj
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Démonstration. Il est facile de vérifier que (I.1) définit un caractère. Récipro-
quement, si χ est un caractère sur G, on a

⟨χ, (x1, . . . , xd)⟩ =
d∏

j=1

⟨χj , xj⟩,

où ⟨χj , xj⟩ =
〈
χ, (0, . . . , 0, xj︸︷︷︸

jième
coordonnée

, 0, . . . , 0)
〉
, et il est facile de vérifier que χj est

un caractère sur Gj . □

Preuve de la proposition. D’après le lemme I.5, il suffit de traiter les cas G = R et
G = R/(2πZ). On traite seulement le premier cas, le deuxième est laissé en exercice
au lecteur.

Soit χ un caractère sur R. On a ⟨χ, 0⟩ = 1 ̸= 0. Par continuité de χ, il existe
donc T tel que ∫ T

0

⟨χ, t⟩dt = δ ̸= 0.

On a

⟨χ, x⟩δ =
∫ T

0

⟨χ, x⟩⟨χ, t⟩dt =
∫ T

0

⟨χ, x+ t⟩dt =
∫ x+T

x

⟨χ, t⟩dt.

Puisque χ est continue, ceci montre que χ est dérivable et

∀x, δ⟨χ′, x⟩ = ⟨χ, x+ T ⟩ − ⟨χ, x⟩ = (⟨χ, T ⟩ − 1)⟨χ, x⟩.

La résolution de l’équation différentielle (avec la condition initial ⟨χ, 0⟩ = 1) montre

que ⟨χ, x⟩ = eiξx, avec iξ = ⟨χ,T ⟩−1
δ . Puisque χ est à valeur dans U , on a ξ ∈ R. □

Proposition I.6. L’ensemble des caractères sur un groupe abélien fini G est iso-
morphe à G.

Démonstration. Soit G un groupe abélien fini. Par le théorème de Kronecker, G
est isomorphe à un produit direct de groupes cycliques

∏q
j=1 Z/djZ, où les dj sont

des entiers ≥ 2. Par le Lemme I.5, on est ramené au cas Z/dZ, d ≥ 2.
Soit χ un caractère sur Z/(dZ). Soit eiθ = χ(1). Pour tout entier n, on a

χ(n) = χ(1)n = einθ. Puisque χ(d) = 1, θ = 2πk/d, pour un élément k de Z/dZ.
Donc χ est l’application

(I.2) ek : n 7→ e2πink/d.

Réciproquement, on vérifie facilement que ek est bien un caractère sur Z/dZ.
L’ensemble des caractères sur Z/dZ est donc {ek, k ∈ Z/dZ} qui est isomorphe
à Z/dZ (compte tenu de la formule ek(n)ej(n) = ek+j(n)). □

Remarque I.7. La démonstration montre que l’ensemble des caractères sur un
groupe abélien G =

∏q
j=1 Z/djZ est l’ensemble des applications

ξk : n 7→ e2iπ
∑q

j=1 kjnj/dj , k ∈ G

où k = (kj)1≤j≤q, n = (nj)1≤j≤q sont des éléments de G. L’application k 7→ ξk est

un isomorphisme de G dans Ĝ.
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On munit Ĝ de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Cette
topologie est définie par la base de voisinage

Θε,K,η =
{
ξ ∈ Ĝ : , ∀x ∈ K, |⟨ξ, x⟩ − ⟨η, x⟩| < ε

}
,

où η ∈ Ĝ, K est un compact de G et ε > 0.

On vérifie facilement que les opérations de groupe sur Ĝ sont continues pour

cette topologie. Nous verrons plus loin (cf I.17) que Ĝ muni de cette toplogie est
localement compact.

On vérifie que le groupe dual de Rd s’‘identifie à Rd (muni de la topologie usuelle)
et que le groupe dual de Rd/(2πZ)d s’identifie à Zd muni de la topologie discrète.

Exercice I.8. Démontrer les assertions faites dans le paragraphe précédent.

Exercice I.9. Soit G un groupe compact.

(1) Soit χ ∈ Ĝ \ {1} montrer

max
x∈G

|χ(x)− 1| ≥ 1/
√
2.

(2) Montrer que Ĝ est discret.

1.c. Mesure de Haar. Soit G un groupe abélien localement compact. Il existe une
mesure µ non nulle, positive et régulière sur les boréliens de G invariante par trans-
lation, c’est à dire telle que µ(A + x) = µ(A), pour tout sous-ensemble mesurable
A de G et pour tout élément x de G. Une telle mesure est appelée mesure de Haar
sur G.

Nous omettons la démonstration de l’existence de la mesure de Haar (basée
notamment sur le théorème de représentation de Riesz), qui sortirait du cadre de
ce cours. Le lecteur intéressé pourra consulter [1], les références données dans les
premières pages de [7] ou [5].

La mesure d’un ouvert non vide U par une mesure de Haar est strictement
positive. Pour le montrer, on raisonne par l’absurde, en considérant un ouvert U
non vide de mesure nulle. Quitte à translater U , on peut supposer que 0 ∈ U . Soit
K un compact de G. La famille (U + x)x∈K est un recouvrement d’ouverts de K,
dont on peut extraire un sous-recouvrement fini. Par invariance par translation,
tous les ouverts U + x sont de mesure nulle. Donc tout compact K est de mesure
nulle, contredisant le fait que la mesure µ est régulière et non nulle.

La mesure de Haar est unique à une constante multiplicative près:

Exercice I.10. Soit µ, µ′ deux mesures positives et régulières sur les boréliens de G
qui sont invariantes par translation. Montrer qu’il existe λ > 0 tel que µ = λµ′.
En déduire que pour tout ensemble mesurable A sur E,

µ(A) = µ(−A),

où −A = {−x, x ∈ A}.

La solution de l’exercice (I.10) est donnée dans l’appendice.
Nous parlerons avec un très léger abus de langage de “la” mesure de Haar sur

G.
La mesure de Haar est clairement identifiée dans tous les exemples qui seront

abordés ici:
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Exemple I.11. • La mesure de Haar sur un un groupe abélien fini ou plus
généralement sur un groupe discret est la mesure discrète.

• La mesure de Haar sur Rd est la mesure de Lebesgue.
• La mesure de Haar sur Td = Rd/(2πZ)d est également la projection de
la mesure de Lebesgue: si A est un sous-ensemble de Rd/(2πZ)d, et B
son image réciproque dans Rd par la projection de Rd dans Rd/(2πZ)d, la
mesure de A est simplement la mesure de l’intersection de B avec [0, 2π[d.

On notera µ la mesure de Haar sur G, et
∫
G
f(x)dµ(x) l’intégrale d’une fonction

pour cette mesure.

Exercice I.12. Soit V un ouvert non vide de G. Montrer que µ(V ) > 0.

On notera Lp(G) l’espace vectoriel usuel des classes de fonctions mesurables sur
G, à valeurs complexes, telles que ∥f∥p est fini, où

∥f∥p =

(∫
G

|f(x)|pdµ(x)
)1/p

, 1 ≤ p <∞

et

∥f∥∞ = inf
{
M, µ({x ∈ G, |f(x)| > M}) > 0

}
, p = ∞.

On rappelle que l’on identifie ainsi deux fonctions lorsqu’elles sont égales sur un
ensemble de mesure nulle, et qu’avec cette identification, l’espace Lp(G) muni de
la norme ∥ · ∥p est un espace de Banach.

On peut maintenant définir la transformation de Fourier sur G.

I.2. Transformation de Fourier sur les groupes abéliens localement com-
pacts.

2.a. Définition.

Définition I.13. La transformée de Fourier f̂ d’une fonction f ∈ L1(G) est la

fonction sur Ĝ définie par

f̂(ξ) =

∫
G

⟨ξ,−x⟩f(x)dµ(x).

Notons que la définition de la transformée de Fourier dépend du choix de la
mesure de Haar. Nous préciserons dans chaque cas la convention faite. La propo-
sition suivante découle immédiatement du théorème de continuité sous le signe
somme.

Proposition I.14. Si f ∈ L1(G), f̂ est une fonction continue et bornée sur Ĝ. De
plus,

sup
ξ∈Ĝ

|f̂(ξ)| ≤ ∥f∥L1(G).

Donnons quelques exemples.

• Soit G = Z/dZ. On identifie Ĝ à G (cf Proposition I.6). Avec cette
identification, la transformée de Fourier d’une fonction f sur G est donnée
par la fonction

f̂(k) =
∑
n∈G

f(n)e−ik·n, k ∈ G.

Cette transformation est appelée transformée de Fourier discrète et ap-
parâıt notamment dans le cadre d’application au traitement du signal.
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• Soit G = Rd. Le dual de G s’identifie à Rd (en identifiant ξ ∈ Rd avec
l’application x 7→ eix·ξ). Avec cette identification, la tranformée de Fourier
de f ∈ L1(Rd) s’écrit

f̂(ξ) =

∫
Rd

e−ix·ξf(x)dx.

(Il existe d’autres normalisations de la transformation de Fourier).

• Soit G = Td = (Z/2πZ)d. Dans ce cas, Ĝ s’identifie à Zd. La “tranformée
de Fourier” d’une élément f de L1(G) est donnée par

f̂(k) =
1

(2π)d

∫
Td

f(x)e−ik·xdx, k ∈ Zd.

Les f̂(k) sont appelés coefficients de Fourier de f .
• Supposons que G est compact. Alors la transformation de Fourier de la
fonction constante égale à 1 est donnée par

1̂(ξ) =

{
µ(G) si ξ = 0

0 si ξ ̸= 0
.

C’est immédiat si ξ = 0, puisqu’alors ⟨ξ, x⟩ = 1 pour tout x de G. Si ξ ̸= 0,
il existe y ∈ G tel que ⟨ξ, y⟩ ≠ 1. On a alors (en utilisant l’invariance de la
mesure de Haar)

1̂(ξ) =

∫
G

⟨ξ,−x⟩dµ(x) =
∫
G

⟨ξ, y − x⟩dµ(x) = ⟨ξ, y⟩
∫
G

⟨ξ,−x⟩dµ(x) = ⟨ξ, y⟩1̂(ξ),

ce qui montre que 1̂(ξ) = 0.

Exercice I.15. Calculer la tranformation de Fourier de f , de x 7→ f(−x) en fonction
de celle de f .

La transformée de Fourier admet plusieurs propriétés remarquables dont:

• La transformation du produit de convolution en produit ponctuel.
• La formule d’inversion de Fourier, qui permet de retrouver (sous certaines
conditions) une fonction à partir de sa transformation de Fourier.

• La formule de Plancherel qui montre que la transformation de Fourier

établit une isométrie entre L2(G) et L2(Ĝ).

Nous allons maintenant étudier ces 3 propriétés. La démonstration des deux der-
nières dans le cadre général des groupes abéliens localement compacts est délicate,
et nous nous contenterons de les montrer dans cette section sur les groupes finis.
Elles seront plus amplement étudiées dans les cas G = Td et G = Rd dans les deux
parties suivantes.

2.b. Convolution. La convolution de deux fonctions f, g sur G est définie par

(I.3) (f ∗ g)(x) =
∫
G

f(x− y)g(y)dµ(y).

Théorème I.16. Si f, g ∈ L1(G) alors l’intégrale de la formule (I.3) converge
presque pour tout x de G. Elle définit un élément f ∗ g de L1(G) tel que

(I.4) ∥f ∗ g∥L1 ≤ ∥f∥L1∥g∥L1 .

De plus:

(I.5) f̂ ∗ g = f̂ ĝ.
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Démonstration. Le premier point découle du théorème de Fubini et de l’invariance
de la mesure de Haar. En effet (toutes les intégrales sont sur G):∫∫

|f(x− y)||g(y)|dµ(x)dµ(y) =
∫

|g(y)|
∫

|f(x− y)|dµ(x) dµ(y)

=

∫
|g(y)|

∫
|f(x)|dµ(x) dµ(y) = ∥f∥L1∥g∥L1 .

La formule (I.5) s’obtient par un calcul direct (encore justifié par le théorème de

Fubini). Si ξ ∈ Ĝ,

f̂ ∗ g(ξ) =
∫
⟨ξ,−x⟩

∫
f(x− y)g(y)dµ(y) dµ(x)

=

∫∫
⟨ξ, y − x⟩⟨ξ,−y⟩f(x− y)g(y)dµ(y) dµ(x)

=

∫
⟨ξ,−z⟩f(z)dµ(z)

∫
⟨ξ,−y⟩g(y)dµ(y) = f̂(ξ)ĝ(ξ).

□

On démontre facilement l’associativité et la commutativité de la convolution. Il
en résulte que L1(G), muni de sa structure d’espace de Banach et de la convolution,
est une algèbre de Banach. Notons que cette algèbre n’est unitaire que dans le cas
discret (dans ce cas la fonction caractéristique de {0} est un élément non nul de
L1(G) et l’unité pour la convolution).

2.c. Compacité locale du groupe dual.

Proposition I.17. Le groupe dual Ĝ, muni de la topologie de la convergence uni-
forme sur tout compact, est un groupe abélien localement compact.

La démonstration repose sur le théorème de Banach-Alaoglu. (cf [3, Chap.3]
pour l’énoncé et la preuve de ce résultat d’analyse fonctionnelle). On divise la
preuve en deux lemmes.

Nous venons de voir que la convolution confère à l’espace de Banach L1(G)
une structure d’algèbre de Banach. On appelle caractère sur L1(G) un morphisme
d’algèbre continu de cette algèbre dans le corps C. On note X1(G) l’ensemble
des caractères non nuls. C’est un sous-ensemble du dual topologique1 (L1(G))′ de
L1(G). On rappelle que la topologie faible-∗ sur (L1(G))′ est définie par la notion
de convergence suivante:

φn
∗−−−−⇀

n→∞
φ ⇐⇒ ∀f ∈ L1(G), lim

n→∞
φn(f) = φ(f).

Dans toute la suite, nous utiliserons exclusivement (parfois de manière implicite)
cette topologie sur (L1(G))′. D’après le théorème de Banach-Alaoglu, les sous-
ensembles bornés (pour la norme d’opérateur) de (L1(G))′ sont compacts pour la
topologie faible-∗. Nous allons en déduire:

Lemme I.18. L’ensemble X1(G) est localement compact pour la topologie induite
par la topologie faible-∗ sur (L1(G))′.

1l’espace de Banach des formes linéaires continues sur L1(G)
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Démonstration. Soit φ ∈ X1(G). Par le théorème de Banach-Alaoglu, il existe un
voisinage compact K de φ dans (L1(G))′. L’ensemble X1(G)∪{0} est fermé: c’est
l’intersection des fermés {ψ ∈ (L1(G))′ | ψ(f ∗g) = ψ(f)ψ(g)}, où f et g parcourent
L1(G). 2

On fixe f ∈ L1(G) tel que φ(f) = 1, et on pose

F =

{
ψ ∈ (L1(G))′

∣∣∣ |φ(f)− ψ(f)| ≤ 1

2

}
.

C’est un voisinage fermé de φ dans (L1(G))′ qui ne contient pas 0. On en déduit
que F ∩ K est un voisinage compact de φ dans (L1(G))′ qui ne contient pas 0.

Finalement F ∩K ∩X1(G) = F ∩K ∩
(
X1(G)∪{0}

)
est un voisinage compact de

φ dans X1(G), ce qui conclut la preuve. □

Soit ξ ∈ Ĝ. On définit l’application φξ par

φξ(f) = f̂(−ξ) =
∫
G

⟨ξ, x⟩ f(x)dµ(x).

On remarque que φξ est un caractère sur L1(G). Ceci découle des propriétés de la
transformation de Fourier que nous avons déjà vues, et notamment de I.5.

Lemme I.19. L’application Φ : ξ 7→ φξ est un homéomorphisme3 de Ĝ dans
X1(G).

Rappelons que Ĝ est muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact, et X1(G) de la topologie induite par la topologie faible ∗ sur (L1(G))′

Démonstration. On commence par montrer que pour tout ξ ∈ Ĝ, le caractère φξ

n’est pas identiquement nul. Pour cela on se donne (en utilisant la continuité de ξ)
un voisinage ouvert V de 0 dans G tel que pour tout x de V , Re ⟨ξ, x⟩ ≥ 1

2 . Si f

est une fonction continue positive sur G, à support dans V et telle que
∫
G
f = 1,

on vérifie facilement Re f(−ξ) ≥ 1
2 , et donc φξ(f) ̸= 0.

On montre ensuite que Φ est continue. Soit (ξn)n une suite de Ĝ qui converge

vers ξ ∈ Ĝ uniformément sur tout compact de G. Soit f ∈ G. Soit ε > 0 et g une
fonction continue à support compact telle que ∥f − g∥L1(G) < ε. Alors

|φξn(f)− φξn(g)| ≤ ε.

En passant à la limite quand n→ ∞, et en remarquand que φξn(g) tend vers φξ(g),
on obtient

lim sup
n→∞

|φξn(f)− φξ(g)| ≤ ε.

En utilisant |φξ(f)− φξ(g)| ≤ ε, on en déduite

lim sup
n→∞

|φξn(f)− φξ(f)| ≤ 2ε,

ce qui montre bien (ε > 0 étant arbitraire),

lim
n→∞

φξn(f) = φξ(f),

et donc que φξn tend vers φξ pour la topologie faible-∗.

2remarquons que l’ensemble X1(G) n’est pas toujours fermé. Lorsque G = R, Z ou Z/2πZ, 0
est dans l’adhérence de cet ensemble.

3Une fonction continue, bijective, d’inverse continue
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Montrons que Φ est injective. Soit ξ ∈ Ĝ et φ = Φ(ξ). Comme montré plus
haut, φ n’est pas identiquement nul. On peut donc se donner f ∈ L1(G) tel que
φ(f) ̸= 0. Quitte à renormaliser f , on peut supposer φ(f) = 1.

Posons fy(x) = f(x− y). On a

φ(fy) =

∫
G

f(x− y)⟨ξ, x⟩dµ(x) =
∫
G

f(x)⟨ξ, x+ y⟩dµ(y) = ⟨ξ, y⟩φ(f) = ⟨ξ, y⟩.

D’où

(I.6) ⟨ξ, y⟩ = φ(fy).

Ceci montre que ξ est uniquement déterminé par φ, i.e. l’injectivité de Φ.

Pour montrer la surjectivité de Φ, on fixe φ ∈ X1(G), et on se donne à nouveau
f ∈ L1(G) tel que φ(f) = 1. Pour y ∈ G, on définit ⟨ξ, y⟩ par (I.6). Montrons que

cela définit un élément ξ de Ĝ. On a bien ⟨ξ, 0⟩ = 1. De plus, en utilisant que φ
est un caractère sur L1(G), on a, pour tout y ∈ G

φ((f ∗ f)y) = φ(f ∗ (fy)) = φ(f)φ(fy) = ⟨ξ, y⟩.

Donc si (y, z) ∈ G2,

⟨ξ, y + z⟩ = φ((f ∗ f)y+z) = φ(fy ∗ fz) = φ(fy)φ(fz) = ⟨ξ, y⟩⟨ξ, z⟩.

En utilisant que ∥fy − f∥L1 → 0 quand y → 0 (cette propriété se vérifie aisément
quand f est continue à support compact, le cas général s’en déduit par densité),

on voit que ξ est continu, ce qui montre que ξ est bien un élément de Ĝ. Posons
ψ = Φ(ξ) et montrons que ψ = φ. Par définition de Φ et ξ, pour tout g de L1(G),
on a

ψ(g) =

∫
⟨ξ, y⟩g(y)dµ(y) =

∫
φ(fy)g(y)dµ(y)

=

∫
φ(g(y)fy)dµ(y) = φ(g ∗ f) = φ(g).

Dans ce calcul, on a utilisé

(I.7) ∀f, g ∈ L1(G), ∀φ ∈ L1(G)′,

∫
φ(g(y)fy)dµ(y) = φ (g ∗ f) .

Montrons que cette égalité est vraie. Lorsque G est σ-compact, on sait que le dual
de L1(G) s’identifie à L∞(G), et donc que la forme linéaire φ sur G est automa-
tiquement de la forme φ(f) =

∫
G
a(x)f(x)dx pour un a ∈ L∞. L’égalité (I.7)

découle alors immédiatement du théorème de Fubini. Dans le cas général, le même
raisonnement donne la formule (I.7) lorsque f et g sont à support compact: f ∗ g
est alors à support dans le compact K = supp(f) + supp(g), et la restriction de la
forme linéaire φ à L1(K) s’identifie à un élément de L∞(K). On obtient ensuite la
formule (I.7) pour tout f, g dans L1(G) par densité.

Il reste à montrer que la réciproque de Φ est continue, ce qui est laissé au
lecteur. □
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2.d. Formule d’inversion de Fourier. Comme on vient de le démontrer, le dual

Ĝ de G est un groupe abélien localement compact. On peut donc définir une

transformation de Fourier sur Ĝ, qui transforme une fonction définie sur Ĝ en

fonction définie sur
̂̂
G.

Si x ∈ G, x définit un caractère αx sur Ĝ:

αx(ξ) = ⟨ξ, x⟩, ξ ∈ Ĝ.

L’ensemble α(G) = {αx, x ∈ G} est un sous groupe de
̂̂
G.

Théorème I.20 (Théorème de dualité de Pontriaguine). Le dual de Ĝ est exacte-
ment α(G).

Exercice I.21. Vérifier le théorème I.20 dans les exemples I.2.

On omet la démonstration du théorème I.20 dans le cas général.

On rappelle que l’on emploie la notation additive sur le groupe Ĝ: ξ+η est donc
l’homéomorphisme de G dans U : x 7→ ⟨ξ, x⟩⟨η, x⟩. On a aussi:

⟨−ξ, x⟩ = ⟨ξ, x⟩−1 = ⟨ξ, x⟩ = ⟨ξ,−x⟩.

D’après le théorème I.20, la transformée de Fourier sur Ĝ associe à une fonction

φ ∈ L1(Ĝ) une fonction φ̂ ∈ C0(G), définie par

φ̂(x) =

∫
Ĝ

⟨−ξ, x⟩φ(ξ)dµ̂(ξ), x ∈ G,

où on note µ̂ la mesure de Haar sur Ĝ.

Proposition I.22 (Formule de dualité). Soit f ∈ L1(G), φ ∈ L1(Ĝ). Alors

(I.8)

∫
f̂(ξ)φ(ξ)dξ =

∫
f(x)φ̂(x)dx.

Démonstration. Par le théorème de Fubini:∫
Ĝ

f̂(ξ)φ(ξ)dξ =

∫
Ĝ

∫
G

f(x)⟨ξ,−x⟩dxφ(ξ)dξ =
∫
G

f(x)

∫
Ĝ

⟨−ξ, x⟩φ(ξ)dξ dx.

□

Le théorème d’inversion de Fourier affirme que l’application successive de la
transformé de Fourier (au sens de G) et de la transformée de Fourier (au sens de

Ĝ) permet de retrouver, à un changement de signe sur la variable et une constante
multiplicative près, de la fonction de départ.

(I.9)
ˆ̂
f(−x) = cf(x)

où f est un élément de L1(G) vérifiant certaines conditions, c > 0 ne dépend que
du choix de la mesure de Haar.

Théorème I.23. La formule (I.9) est vraie:

(1) Lorsque G est fini et f est une fonction sur G.
(2) Plus généralement, lorsque G est discret et f ∈ L1(G).

(3) Lorsque G = Rd/(TZ)d ou G = Rd, f ∈ L1(G) et f̂ ∈ L1(Ĝ).

La preuve du point (2) est laissé en exercice (cf Exercice I.24 plus loin). Nous
verrons le point (3) dans les deux cours suivants.
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Preuve de (1). Par le théorème de Kronecker, on peu supposer G =
∏q

j=1 Z/djZ,
où les dj sont des entiers ≥ 2. On rappelle que Ĝ s’identifie à G par l’isomorphisme
de groupe k 7→ ξk,

⟨ξk, n⟩ = e2iπ
∑q

j=1 njkj/dj

(cf remarque I.7). On utilise comme mesure de Haar sur G et sur Ĝ la mesure de
comptage. Si f ∈ CG, sa transformation de Fourier est définie par

f̂(k) =
∑
n∈G

f(n)⟨ξk,−n⟩ =
∑
n∈G

f(n)e−2iπ
∑d

j=1 njkj/dj .

On note ℓ2(G) l’espace de Hilbert formé de CG muni du produit scalaire hermitien

(f |g)ℓ2 =
∑
n∈G

f(n)g(n).

On remarque

(I.10) f̂(k) =
(
f
∣∣ξk)ℓ2 .

de plus ( 1√
|G|
ξk)k∈G est une base orthonormale de ℓ2(G), comme le montre un

calcul direct:(
ξk
∣∣ξk′

)
ℓ2

=
∑
n∈G

e2iπ
∑q

j=1(kj−k′
j)nj/dj =

∑
n1∈Z/d1Z

. . .
∑

nq∈Z/dqZ

q∏
j=1

e2iπ(kj−k′
j)nj/dj

=

q∏
j=1

∑
nj∈Z/djZ

e2iπ(kj−k′
j)nj/dj .

Par la formule de somme d’une série géométrique∑
nj∈Z/djZ

e2iπ(kj−k′
j)nj/dj =

{
dj si kj ≡ k′j mod dj

0 sinon.

D’où (
ξk
∣∣ξk′

)
ℓ2

= δk,k′ |G|,

ce qui montre que

(
1√
|G|
ξk

)
k∈G

est une famille orthonormale de ℓ2(G). On a donc

(I.11) f =
1

|G|
∑
k∈G

(
f
∣∣ξk)ℓ2ξk =

1

|G|
∑
k∈G

f̂(k)ξk,

où on a utilisé la formule (I.10).

Par ailleurs, la définition de la transformation de Fourier sur Ĝ et l’identification

de G à Ĝ donnent

ˆ̂
f(n) =

∑
k∈G

f̂(k)⟨ξn,−k⟩ =
∑
k∈G

f̂(k)⟨ξk,−n⟩,

ce qui donne avec (I.11):

f(n) =
1

|G|
ˆ̂
f(−n), n ∈ G,

soit la formule d’inversion de Fourier avec c = 1/|G|. □
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Exercice I.24. Montrer le point 2 du théorème I.23. Plus précisément, montrer

µ(Ĝ)µ({0G})f(x) = f̂(−x),

où µ({0G}) est la mesure de n’importe quel singleton sur G.

Remarque I.25. Dans le cas G = Z/dZ, la mesure de Haar est généralement renor-
malisée pour que la mesure totale de G soit 1. La transformée de Fourier de f ∈ CG

(appelée transformée de Fourier discrète) est alors:

f̂(k) =
1

d

∑
n∈Z/dZ

f(n)e−2iπkn/d.

La formule d’inversion de Fourier s’écrit:

f(n) =
∑

k∈Z/dZ

f̂(k)e2iπkn/d.

La transformation de Fourier discrète est notamment utilisée en traitement du
signal cf le livre de Gasquet et Witomski [4].

2.e. Théorème de Plancherel. Il s’agit du résultat suivant:

Théorème I.26. Soit f ∈ L1(G) ∩ L2(G). Alors f̂ ∈ L2(Ĝ) et

(I.12)

∫
G

|f(x)|2dx = c

∫
Ĝ

|f̂(ξ)|2dξ.

Éléments de preuve. Preuve lorsque G est fini. On reprend les notations de la
démonstration du théorème I.23. Le théorème de Pythagore dans la base or-
thornomale (ξk)k∈G de ℓ2(G) donne:

∥f∥2ℓ2(G) =
∑
k∈G

1

|G|
∣∣(f ∣∣ξk)∣∣2 =

1

|G|
∑
k∈G

|f̂(k)|2 =
1

|G|
∥f̂∥2

ℓ2(Ĝ)
,

ce qui est exactement la formule (I.12).
Un cas particulier lorsque G est quelconque. On montre la formule (I.12) dans

le cas où f ∈ L1(G), f̂ ∈ L1(G) et f vérifie la formule d’inversion de Fourier (I.9).
On renvoie à [7] pour le cas général.

Remarquons nos hypothèses impliquent que f est bornée (en tant que transfor-

mation de Fourier de la fonction L1 ξ 7→ cf̂(−ξ)) et donc que f ∈ L2 (car |f |2 = ff
est le produit d’une fonction bornée et d’une fonction L1).

Avec ces hypothèses, la formule de Plancherel découle directement de la formule
d’inversion de Fourier I.9 et de la formule de dualité I.8. En effet, en utilisant
successivement successivement ces deux formules,∫

|f(x)|2dx = c

∫
ˆ̂
f(−x)f(x)dx = c

∫
f̂(−ξ)f̂(ξ)dξ =

= c

∫
f̂(−ξ)f̂(−ξ)dξ = c

∫
|f̂(ξ)|2dξ.

On a également utilisé que la transformée de Fourier de la fonction x 7→ f(−x) est
la fonction ξ 7→ f̂(−ξ) et que celle de la fonction x 7→ f(x) est ξ 7→ f̂(−ξ), ce que
le lecteur vérifiera facilement. □
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II. Séries de Fourier

II.1. Généralités. On s’intéresse dans cette partie II au cas du tore

Td = Rd/(2πZ)d.

Une fonction f sur Td s’identifie à une fonction 2π-périodique sur Rd, c’est à dire
telle que

f(x+ 2πk) = f(x), x ∈ Rd, k ∈ Zd.

On fera cette identification de manière implicite dans tout ce cours.
On normalisera la mesure de Haar de telle manière que la mesure de Td soit

égale à 1. Par souci de clarté, on utilisera toujours la notation dx pour la mesure
de Lebesgue. L’intégrale d’une fonction f 2π-périodique sur Rd pour la mesure de
Haar sera donc:

1

(2π)d

∫
[−π,π]d

f(x)dx =
1

(2π)d

∫
[0,2π]d

f(x)dx

Le choix de la période 2π est arbitraire et peut être remplacée par une période
T > 0 quelconque en rééchelonnant les fonctions.

On rappelle que les caractères sur Td sont les fonctions ek de la forme x 7→ eik·x,

k ∈ Zd, où k · x =
∑d

j=1 kjxj (cf Proposition I.4). Ceci permet de d’identifier le

groupe dual de Td à Zd. Avec cette identification et notre choix de la mesure de

Haar, la “transformée de Fourier” d’une fonction f ∈ L1(Td) est la suite (f̂(k))k∈Zd ,
définie par

(II.1) f̂(k) =
1

(2π)k

∫
[0,2π]d

e−ik·xf(x)dx.

Par une vérification directe (ou le théorème de dualié de Pontriaguine), le groupe
dual de Zd s’identifie à Td. Les caractères sur Zd sont en effet les applications
χx : k 7→ eikx, x ∈ Td en identifiant χx et x , la transformée de Fourier (au sens du
chapitre I) d’un élément (ak)k∈Zd de Zd est par définition la fonction

x 7→
∑
k∈Zd

ake
−ik·x.

Le théorème d’inversion de Fourier, lorsqu’il est vérifié, affirme donc qu’une fonction
f ∈ L1(G) est égal à la série

(II.2)
∑
k∈Zd

f̂(k)eik·x.

La série (II.2) est appelée série de Fourier de f . La convergence de cette série (par
exemple au sens de la convergence simple), et l’égalité de sa somme avec f n’est
pas vraie pour des f ∈ L1 généraux. L’étude de cette convergence constitue un des
problèmes classiques de l’analyse harmonique. Nous allons d’abord considérer une
convergence plus faible dans le cas d = 1.

Ce chapitre sur les séries de Fourier est en partie basé sur le livre [6]. Une autre
référence intéressante et facile d’accès sur les série de Fourier (et l’analyse de Fourier
en général) est [9].
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II.2. Convergence en moyenne. On suppose d = 1. On notera T = T1 pour
simplifier. Par définition, l’étude de la convergence de la série de Fourier (II.2) est
l’étude de la convergence des sommes partielles Sn(f) définies par

Sn(f)(x) =

+n∑
k=−n

f̂(k)eikx.

On peut considérer cette convergence dans les espaces usuels associés à la transfor-
mation de Fourier L1(T) et L2(T), mais aussi pour d’autres topologies (convergence
ponctuelle, convergence uniforme).

On traite d’abord un problème plus simple, l’étude de la convergence en moyenne
(ou au sens de Cesàro) des Sn(f). Cette partie suit essentiellement [6, I.2].

On considère donc la suite des moyennes (σN (f))N≥0 définie par

(II.3) σN (f) =
1

N + 1

N∑
n=0

Sn(f).

2.a. Noyaux de Dirichlet et de Fejér. On a

Sn(f)(x) =

n∑
k=−n

1

2π

∫ π

−π

eik(x−y)f(y)dy = Dn ∗ f(x),

où

(II.4) Dn(x) =

+n∑
k=−n

eikx

est appelé noyau de Dirichlet. On en déduit

σN (f)(x)) = (FN ∗ f)(x),

où

(II.5) FN (x) =
1

N + 1

N∑
n=0

Dn(x)

est appelé noyau de Fejér.
Ces deux noyaux se calculent facilement.

Proposition II.1.

Dn(x) =
sin

(
(n+ 1

2 )x
)

sin
(
x
2

)(II.6)

FN (x) =
1

N + 1

sin2
(
N+1
2 x

)
sin2

(
x
2

) .(II.7)

Ces égalités se démontrent par un calcul direct, en utilisant la formule de somme
d’une formule trigonométrique. Les détails sont laissés à la lectrice.
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2.b. Convergence en norme. Si f ∈ L1(T) et τ ∈ R, on note fτ (t) = f(t− τ). On
dit qu’un sous-espace de Banach B de L1(T) est invariant par translation lorsque

f ∈ B et τ ∈ R =⇒ fτ ∈ B et ∥fτ∥B = ∥f∥B .
Un espace de Banach homogène sur T est un espace de Banach B ⊂ L1(T), invariant
par translation et tel que

(II.8) ∀f ∈ B, lim
τ→0

∥fτ − f∥B = 0.

Des exemples d’espace de Banach homogènes sont

• C0(T) muni de la norme uniforme.
• Lp(T), 1 ≤ p <∞.

La propriété d’invariance par translation est évidente dans les 2 cas. Le fait que

(II.9) ∀f ∈ C0(T), lim
τ→0

∥f − fτ∥L∞ = 0

découle de la continuité uniforme de f qui est automatique puisque T est compact.
La propriété

∀p ∈ [1,∞), ∀f ∈ Lp(T), lim
τ→0

∥f − fτ∥Lp = 0,

se déduit de (II.9) et de la densité des fonctions continues dans Lp(T). On commence
par énoncer un lemme technique qui montre essentiellement que les espaces de
Banach homogènes sont stables par convolution:

Lemme II.2. Soit B un espace de Banach homogène sur T, f ∈ B, et φ une
fonction continue, 2π-périodique. On note

F (x) =

∫ 2π

0

f(x− y)φ(y)dy.

Alors

F ∈ B, ∥F∥B ≤ ∥f∥B
∫ 2π

0

|φ(y)|dy(II.10) ∥∥∥∥F − f

∫
φ(y)dy

∥∥∥∥
B

≤
∫ 2π

0

∥f − fy∥Bφ(y)dy.(II.11)

Remarquons que la propriété (II.8) implique que l’application y 7→ ∥f−fy∥B est
continue. L’intégrale du terme de droite de l’inégalité (II.11) est donc bien définie.

Les propriétés (II.10) et (II.11) sont standard lorsque B = C0(T) et B = Lp(T),
1 ≤ p < ∞. On en donne une démonstration générale dans l’appendice. Re-
marquons que le Lemme II.2 découle immédiatement de la théorie de l’intégrale
de Bochner (intégrale à valeurs dans des Banach). La démonstration donnée en
appendice est indépendante de cette théorie.

Nous allons montrer le résultat suivant:

Théorème II.3 (Théorème de Fejér). Soit B ⊂ L1(T) un espace de Banach ho-
mogène sur T et f ∈ B. Alors

(II.12) lim
n→∞

∥σn(f)− f∥B = 0,

où σn(f) est défini par (II.3).

Avant de démontrer ce thèorème, on en donne deux conséquences importantes.
La première est un résultat d’unicité sur les séries de Fourier:
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Théorème II.4 (Unicité). Soit f ∈ L1(T) tel que f̂(k) = 0 pour tout k de Z. Alors
f = 0 presque partout.

Démonstration. Puisque f̂(k) = 0 pour tout k, les σn(f) sont tous nuls. On déduit
du théorème que ∥f∥L1 = 0 ce qui est exactement la conclusion recherchée. □

On rappelle qu’un polynôme trigonométrique est une fonction P sur T qui s’écrit

P (x) =

+N∑
n=−N

ane
inx,

pour un certain entier N ≥ 0 et des coefficients an

Corollaire II.5. Soit B un espace de Banach homogène sur T. Les polynômes
trigonométriques sont denses dans B.

Démonstration. Ceci découle immédiatement du théorème II.3 et du fait que les
σn(f) sont des polynômes trigonométriques. Dans le cas B = L2(T), on peut
aussi déduire ce résultat du théorème d’unicité II.4, qui montre que l’orthogonal de
l’espace vectoriel engendré par les polygones trigonométriques est réduit à {0}. □

Le Corollaire II.5 implique en particulier le théorème de Weierstrass trigono-
métrique: les polynômes trigonométriques sont denses dans C0(T). Nous en verrons
également une conséquence importante avec B = L2(T).

Nous allons montrer un résultat un petit peu plus général que le théorème II.3
Le noyau de Fejér a les propriétés remarquable suivantes:

Proposition II.6.

1

2π

∫ 2π

0

Fn(t)dt = 1(II.13)

lim sup
n→∞

∫ 2π

0

Fn(t)dt <∞(II.14)

∀δ ∈]0, π[, lim
n→∞

∫ 2π−δ

δ

|Fn(t)|dt = 0.(II.15)

Démonstration. Par la définition du noyau de Dirichlet (II.4), on a (en utilisant

que
∫ 2π

0
eikxdx = 2πδ0,k),

∀n ∈ N,
1

2π

∫ 2π

0

Dn(x)dx = 1

On déduit (II.13) de cette égalité et de la définition (II.5) du noyau de Fejér.
L’estimation (II.14) découle de (II.13) et du fait que Fn est positif.
Enfin, on remarque que minδ<x<2π−δ sin(x/2) = sin δ/2 > 0, et donc

(II.16) sup
δ<x<2π−δ

|Fn(x)| ≤
1

(N + 1) sin2(δ/2)
,

ce qui montre (II.15). □

Définition II.7. Une suite de fonctions continues (Fn)n∈N sur T1 qui vérifie les
trois conditions (II.13), (II.14) et (II.15) est appelée suite d’approximation de
l’identité.

Le théorème II.3 découlera immédiatement du résultat suivant:
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Théorème II.8. Soit (kn)n une suite d’approximation de l’identité sur T et B un
espace de Banach homogène sur T. Soit f ∈ B. Alors

lim
n→∞

∥kn ∗ f − f∥B = 0.

Démonstration. En utilisant que 1
2π

∫ 2π

0
kn(y)dy = 1, on écrit

(kn ∗ f − f)(x) =
1

2π

∫ 2π

0

(kn(y)(f(x− y)− f(x))dy.

Donc, en utilisant la propriété (II.11),

∥kn ∗ f − f∥B ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|kn(y)| ∥fy − f∥B dy.

On a ∫ 2π−δ

δ

|kn(y)| ∥fy − f∥B dy ≤ 2∥f∥B
∫ 2π−δ

δ

|kn(y)|dy −→
n→∞

0

car kn vérifie la propriété (II.15).
Donc pour tout δ > 0

lim sup
n→∞

∥kn ∗ f − f∥B ≤ C sup
|y|≤δ

∥fy − f∥B ,

où

C = lim sup
n→∞

∫
|kn(y)|dy,

qui est fini car kn vérifie la propriété (II.14). On en déduit la convergence recherchée,
puisque

lim
y→0

∥fy − f∥B = 0.

□

Nous reviendrons au problème de la convergence des séries de Fourier sur T1

plus loin. Nous allons maintenant montrer les théorèmes d’inversion de Fourier et
de Plancherel dans le cas G = Td.

II.3. Convergence normale. On se place ici en dimension quelconque d ≥ 1.
Nous allons montrer:

Théorème II.9 (Convergence normale). Soit f ∈ L1(Td) tel que (f̂(k))k∈Zd ∈
L1(Zd). Alors la série de Fourier de f converge normalement vers f .

Le théorème II.9 est exactement la formule d’inversion de Fourier (Théorème
I.23 du chapitre I) dans le cas G = Td.

Pour démontrer ce résultat, il est nécessaire de généraliser le théorème d’unicité
II.4 à la dimension supérieure:

Théorème II.10. Soit f ∈ L1(Td) tel que f̂(k) = 0 pour tout k de Zd. Alors
f = 0 presque partout.

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur d ≥ 1. Le théorème II.4
donne le cas d = 1.

On fixe d ≥ 1, et on suppose le théorème vrai sur Td−1. On note un élément
de Td, x = (x1, x

′), x′ = (x2, . . . , xn) ∈ Td−1, et de la même manière un élément
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de Zd, k = (k1, k
′). Soit f ∈ L1(Td) dont tous les coefficients de Fourier sont nuls.

Soit x′ ∈ Rd−1, k′ ∈ Rd−1. On considère

fk′(x1) =

∫
Td−1

f(x1, x
′)e−ik′·x′

dx′.

Par le théorème de Fubini-Tonelli, la formule précédente définit un élément fk′ de
L1(T1). L’hypothèse que les coefficients de Fourier de f sont nuls implique que ceux
de fk′ sont nuls. Par le théorème d’unicité en dimension 1, fk′(x1) = 0 presque
pour tout x1. Par dénombrabilité de Zd, on en déduit que presque pour tout x1,

∀k′ ∈ Zd−1,

∫
Td−1

f(x1, x
′)e−ik′·x′

dx′ = 0.

Donc presque pour tout x1, la fonction

x′ 7→ f(x1, x
′)

est un élément de L1(Td−1) dont les coefficients de Fourier sont nuls. Par hypothèse
de récurrence, f = 0 presque partout ce qui conclut la preuve. □

Preuve du théorème II.9. On considère la somme de la série trigonométrique de f :

Sf (x) =
∑
k∈Zd

f̂(k)eik·x.

Par hypothèse, la série converge normalement sur Td, ce qui définit une fonction
continue Sf sur Td. En utilisant

1

(2π)d

∫
eik·xe−ik′·x = δk,k′

et la convergence normale de la série, on obtient Ŝf = f̂ . Le théorème II.10 permet
de conclure que f = Sf . □

II.4. Théorème de Parseval. On montre ici le théorème de Plancherel, qui dans
le contexte des séries de Fourier s’appelle théorème de Parseval:

Théorème II.11. Soit f ∈ L2(Td). Alors f̂ ∈ ℓ2(Zd) et

1

(2π)d

∫
Td

|f(x)|2dx =
∑
k∈Zd

|f̂(k)|2.

Démonstration. On rappelle que ek désigne l’application x 7→ eik·x. On observe
que (ek)k∈Zd est une famille orthonormale de L2(Td), muni du produit scalaire
hermitien (

f
∣∣g) = 1

(2π)d

∫
[−π,π]d

f(x)g(x)dx.

On montre que cette famille est en fait une base hilbertienne (i.e. que l’espace
vectoriel V engendré par les ek est dense dans L2(Rd)). Il suffit de montrer que
l’orthogonal de cet espace vectoriel est réduit à {0}. Soit f ∈ V ⊥. Alors tous ses
coefficients de Fourier sont nuls. Par le théorème d’unicité II.10, f = 0 dans L2, ce
qui conclut la preuve que (ek)k∈Zd est une base de Hilbert.

Remarquons que f̂(k) =
(
f
∣∣ek). On déduit donc de ce qui précède que

f 7→
(
f̂(k)

)
k∈Zd

est une isométrie (bijective) de L2(Td) dans ℓ2(Zd). □
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Exercice II.12. Soit f la fonction 2π-périodique telle que f(x) = 1 pour x ∈ [0, π],
et 0 pour x ∈]− π, 0[.

(1) Calculer les coefficients de Fourier de f .
(2) En déduire

∑
k≥0

1
(2k+1)2 , puis

∑
k≥1

1
k2 .

II.5. Dérivation et séries de Fourier. La dérivation d’une fonction se traduit
par une multiplication de sa série de Fourier par une puissance de k. On commence
par introduire une notation. Un multi-indice α est un élément de Nd. Pour un tel
multi-indice α = (α1, . . . , αd), on note

|α| =
d∑

j=1

αj , ∂αx =

d∏
j=1

(
∂

∂xj

)αj

, xα =

d∏
j=1

x
αj

j x ∈ Rd

Théorème II.13. Soit f ∈ Cq(Td), q ≥ 1. Soit α ∈ Nd tel que |α| ≤ q. Alors

(II.17) ∀k ∈ Zd, ∂̂αx f(k) = (ik)αf̂(k).

Démonstration. En raisonnant par récurrence, on voit qu’il suffit de traiter le cas
où |α| = 1, par exemple α = (1, 0, . . . , 0). Soit donc f de classe C1

∂̂x1
f(k) =

1

(2π)d

∫
[−π,π]d

∂x1
f(x)e−ix·kdx.

Par intégrations par parties et en utilisant la périodicité de f ,∫ π

−π

e−ix1k1
∂f

∂x1
(x1, x

′)dx1 = ik1

∫ π

−π

e−ix1k1f(x1, x
′)dx1,

ce qui donne bien , après intégration en x′ = (x2, . . . , xd),

∂̂x1f(k) = ik1f̂(k).

□

Le corollaire suivant montre que la régularité d’une fonction sur Td se traduit
par des propriétés de décroissance à l’infini de ses coefficients de Fourier

Corollaire II.14. Soit f ∈ Cq(Td), q ≥ 1. Alors (pour une constante C ne
dépendant que de d et q).

∀k ∈ Zd, |f̂(k)| ≤ C

(1 + |k|)q

∥f∥L1(Td) +

d∑
j=1

∥∥∂qxj
f
∥∥
L1(Td)

 .

En particulier, si q ≥ 2, f̂ ∈ ℓ1(Td) et donc f vérifie les hypothèses du théorème de
convergence normale.

(Dans cet énoncé comme dans la suite, | · | désigne n’importe quelle norme sur
Rd, par exemple la norme euclidienne).

Le corollaire découle immédiatement du théorème II.13. En effet, si f ∈ Cq(Td),
et k ∈ Zd, on a

(|k|+ 1)q|f̂(k)| ≲ (|k1|q + . . .+ |kd|q + 1) |f̂(k)| = |f̂(k)|+
d∑

j=1

∣∣∣∂̂qxjf(k)
∣∣∣ .

Une réciproque partielle du Corollaire II.14 est donnée par:
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Lemme II.15. Soit f ∈ L1(Td) tel que∑
k∈Z

|k|q|f̂(k)| <∞.

Alors f est de classe Cq sur Td.

Le lemme se démontre facilement en utilisant le théorème de convergence nor-
male, et le théorème de dérivation sous le signe

∑
.

On déduit de ce qui précède la convergence vers 0 des coefficients de Fourier
d’une fonction L1:

Lemme II.16 (Riemann-Lebesgue). Soit f ∈ L1(Td). Alors

lim
|k|→∞

|f̂(k)| = 0.

Démonstration. Par le corollaire II.14, la propriété demandée est vraie lorsque f
est de classe C1. Le cas général s’en déduit par densité de C1(Td) dans L1(Td) et
l’inégalité

sup
k∈Z

|f̂(k)| ≤ ∥f∥L1(Td).

□

II.6. Application à l’équation de la chaleur. L’équation de la chaleur sur le
tore Td s’écrit

(II.18)
∂u

∂t
= ∆u, t > 0, x ∈ Td,

où ∆ =
∑d

j=1
∂2

∂x2
j
. avec une condition initiale

(II.19) u(0, x) = f(x), x ∈ Td

La théorie des séries de Fourier permet de résoudre cette équation élégamment:

Théorème II.17. On suppose
∑

k∈Zd |f̂(k)| <∞. Alors il existe une unique fonc-

tion u ∈ C0([0,∞[×Td)∩C2(]0,∞[×Td) qui vérifie l’équation (II.18) et la condition
initiale (II.19). De plus, u ∈ C∞(]0,∞[×Td) et u converge exponentiellement vers
sa moyenne quand t→ ∞:

(II.20) ∥u(t)− f̂(0)∥L∞ ≤ C(f)e−t,

où C(f) =
∑

k∈Zd\{0} |f̂(k)|.

Démonstration. On commence par montrer l’unicité en trouvant une formule ex-
plicite pour u. Soit u ∈ C0([0,∞[×Td)∩C2(]0,∞[×Td) qui vérifie (II.18) et (II.19).
Soit

uk(t) =
1

(2π)d

∫
[−π,π]d

u(t, x)eik·xdx

le coefficient de Fourier de u(t) d’ordre k. Par le théorème de dérivation sous le
signe intégral on a, dès que t > 0,

u′k(t) =
1

(2π)d

∫
[−π,π]d

∂u

∂t
(t, x)eik·xdx =

1

(2π)d

∫
[−π,π]d

∆u(t, x)eik·xdx.

On intègre par parties (ou on utilise le théorème II.13), en utilisant que u est C2

pour t > 0. Puisque ∆(eik·x) = −|k|2eik·x, où |k|2 =
∑d

j=1 k
2
j , on obtient

u′k(t) = −|k|2uk(t), t > 0.
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De plus, par le théorème de continuité sous le signe intégral, uk est continue en 0

et uk(0) = f̂(k). On obtient donc

uk(t) = f̂(k)e−|k|2t.

On voit que pour tout t, u(t) vérifie les hypothèses du théorème de convergence
normale. On a donc, par ce théorème

(II.21) u(t, x) =
∑
k∈Zd

e−|k|2teik·xf̂(k).

Ceci montre l’unicité de u.
Réciproquement, on définit u par la formule II.21. Il est facile de vérifier, en

utilisant l’hypothèse sur f , que u vérifie (II.18) et (II.19), et que c’est une fonction
continue sur [0,∞[×Td et C∞ sur ]0,∞[×Td. La convergence exponentielle de u
vers sa moyenne se démontre également aisément avec cette formule. □

II.7. Deux résultats classiques de convergence ponctuelle. Pour conclure
cette partie sur les séries de Fourier, on donne deux résultats de convergence
ponctuelle de la série de Fourier d’une fonction en dimension 1.

7.a. Convergence ponctuelle en moyenne. On commence par montrer la conver-
gence ponctuelle au sens de Cesàro près d’un point où la fonction admet des limites
à gauche et à droite:

Théorème II.18. Soit f ∈ L1(T), et x ∈ T tel que f admette une limite à gauche
f(x−) et une limite à droite f(x+) en x. Alors

lim
n→∞

σn(f)(x) =
f(x+) + f(x−)

2
.

Démonstration. La preuve utilise des propriétés plus fortes du noyau de Fejér que
(II.13), (II.14) et (II.15), à savoir la positivité de ce noyau et la borne uniforme
(II.16).

On peut supposer sans perte de généralité que x = 0. On remarque par parité
de Fn que ∫ 0

−π

Fn(y)dy =

∫ π

0

Fn(y)dy = π.

On en déduit

σn(f)(0)−
f(0+) + f(0−)

2

=
1

2π

∫ π

−π

Fn(y)f(−y)dy −
1

2π

∫ 0

−π

Fn(y)f(0
+)dy − 1

2π

∫ π

0

Fn(y)f(0
−)dy

=
1

2π

∫ 0

−π

Fn(y)(f(−y)−f(0+))dy+
1

2π

∫ π

0

Fn(y)(f(−y)−f(0−))dy = A+
n +A−

n .

On montre que A+
n tend vers 0 quand n → ∞ . La preuve que A−

n tend vers 0 est
quasiment identique. On a (en utilisant que Fn(y) = Fn(−y):

(II.22) 2πA+
n =

∫ δ

0

Fn(y)(f(y)− f(0+))dy +

∫ π

δ

Fn(y)(f(y)− f(0+))dy.
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On fixe ε > 0, et on choisit δ > 0 assez petit pour que |f(y) − f(0+)| < ε pour
0 < y < δ. On a alors grâce à la positivité de Fn,∣∣∣∣∣

∫ δ

0

Fn(y)(f(y)− f(0+))dy

∣∣∣∣∣ ≤ ε

∫ π

0

Fn(y)dy ≤ πε.

Par ailleurs, en utilisant (II.16) et le fait que f soit dans L1, on obtient

lim
n→∞

∫ π

δ

Fn(y)(f(y)− f(0+))dy = 0.

On a donc

lim sup
n→∞

|A+
n | ≤ πε,

ce qui montre, ε étant arbitrairement petit, que A+
n tend vers 0. □

7.b. Théorème de Jordan-Dirichlet. On démontre maintenant un résultat de con-
vergence ponctuelle des sommes partielles Sn(f). On commence par montrer un
théorème taubérien, selon lequel la convergence de Sn(f) est équivalente à sa con-

vergence au sens de Cesàro dès que la condition |f̂(k)| ≲ 1/|k| est vérifiée.

Théorème II.19. Soit f ∈ L1(T) tel que

(II.23) sup
k∈Z

|k||f̂(k)| <∞.

Alors Sn(f)(x) et σn(f)(x) convergent pour les mêmes valeurs de x, et vers la
même limite. Si la convergence de σn(f) est uniforme sur un certain ensemble,
c’est également le cas pour Sn(f).

Démonstration. On se donne ε > 0, et λ > 1 proche de 1, tel que

lim sup
n→∞

∑
n<|k|≤λn

|f̂(k)| < ε.

(Ceci est possible car l’hypothèse sur les f̂(k) implique que
∑

n<k≤λn ≲ log(λ) pour

n grand.) En notant ⌊x⌋ la partie entière d’un nombre réel x, on a, pour n grand,

(⌊nλ⌋+ 1)σ⌊nλ⌋ − (n+ 1)σn(f) =

⌊nλ⌋∑
j=0

Sj(f)−
n∑

j=0

Sj(f)

=

⌊nλ⌋∑
j=n+1

j∑
k=−j

f̂(k)eikx = (⌊nλ⌋ − n)

n∑
k=−n

f̂(k)eikx

+
∑

n+1≤|k|≤⌊nλ⌋

(⌊nλ⌋+ 1− k)f̂(k)eikx.

On en déduit

(II.24)

∣∣∣∣Sn(f)−
⌊nλ⌋+ 1

⌊nλ⌋ − n
σ⌊nλ⌋(f) +

n+ 1

⌊nλ⌋ − n
σn(f)

∣∣∣∣ ≤ ∑
n+1≤|k|≤⌊nλ⌋

|f̂(k)| < ε

pour n grand, et ce uniformément en x. Si

lim
n→∞

σn(f)(x) = σ,
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on obtient

lim sup
n→∞

|Sn(f)(x)− σ| < ε,

ce qui montre la première assertion du théorème. Si σn(f)(x) converge uniformément
vers σ(x) pour x ∈ A ⊂ T1, le fait que (II.24) soit uniforme en x montre que la
convergence de Sn(f) est également uniforme. □

On dit que la fonction 2π-périodique f sur R est C1 par morceaux si il existe
−π < a0 < a1 < . . . < aq ≤ π tels que:

• Pour tout j ∈ {0, . . . , q}, f se prolonge en une fonction de classe C1 sur
[aj , aj+1] (avec la convention aq+1 = a0 + 2π).

• Pour tout j ∈ {0, . . . , q}, la fonction f a une limite à droite et une limite à
gauche en aj .

Corollaire II.20 (Théorème de Dirichlet). Soit f une fonction 2π-périodique de
classe C1 par morceaux. Alors pour tout x de R,

lim
n→∞

Sn(f)(x) =
f(x+) + f(x−)

2
.

Si de plus f est continue, la série de Fourier de f converge vers f uniformément.

Démonstration. Il suffit de montrer que f vérifie la condition II.23. Le théorème
II.19, combiné avec les théorèmes II.18, pour la convergence simple, ou II.3 pour la
convergence uniforme, permettront alors de conclure.

Soit k ∈ Z, non nul. on a

2πf̂(k) =

∫ a0+2π

a0

f(t)e−iktdt =

q∑
j=0

∫ aj+1

aj

f(t)e−iktdt.

Par intégration par parties,∫ aj+1

aj

f(t)e−iktdt =
i

k

∫ aj+1

aj

f ′(t)e−iktdt− i

k

(
f(a−j+1)e

−ikaj+1 − f(a+j )e
−ikaj

)
,

ce qui montre que f vérifie (II.23). □

Le théorème de Dirichlet a été démontré en 1829. Une deuxième version, plus
générale du théorème a été obtenue par Jordan en 1881, avec l’hypothèse plus faible
que f est à variation bornée. La preuve consiste à montrer (II.23) pour une telle
fonction cf [6, Chap II.2].

Exercice II.21. En appliquant le théorème de Dirichlet à la fonction de l’exercice

II.12, calculer
∑

k≥1
(−1)k

2k+1 .

Mentionnons que la série de Fourier peut diverger en certains points de T1, même
pour une fonction continue. De fait, pour tout sous-ensemble E de T1 de mesure
nulle, il existe une fonction continue f sur T1 qui diverge en tout point de E: voir
[6, Chap 2 §3].
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III. Transformation de Fourier sur l’espace euclidien

On considère maintenant le cas G = Rd. On rappelle que les caractères sur Rd

sont exactement les applications eξ : x 7→ eix·ξ. En identifiant eξ à ξ, on identifie le
groupe dual de Rd à Rd. La transformation de Fourier sur Rd est alors donnée par

f̂(ξ) =

∫
Rd

e−ix·ξf(x)dx,

que l’on notera aussi (Ff)(ξ). C’est une fonction continue et bornée de ξ dés que
f ∈ L1(Rd). Dans cette définition, on a choisi comme mesure de Haar sur Rd

la mesure de Lebesgue. On rencontre dans la littérature d’autres définitions de
la transformation de Fourier, utilisant une autre mesure de Haar, ou une autre
manière d’identifier Rd à son dual.

Exercice III.1. • Calculer la transformation de Fourier de la fonction indica-
trice 11[−1,+1].

• Calculer la transformation de Fourier de la fonction x 7→ 11[0,∞[(x)e
−x.

Dans les deux cas 11A désigne la fonction indicatrice d’un ensemble A.

III.1. Formule d’inversion de Fourier. On montre ici la formule d’inversion de
Fourier:

Théorème III.2. Soit f ∈ L1(Rd) tel que f̂ ∈ L1(Rd). Alors

f(x) =
1

(2π)d
ˆ̂
f(−x).

Le fait que Rd ne soit ni compact, ni discret rend la preuve de la formule
d’inversion de Fourier plus délicate. On commence par calculer la transformation
de Fourier d’une gaussienne. On note | · | la norme euclidienne sur Rd:

|x|2 = x21 + . . .+ x2d.

Proposition III.3. Soit λ > 0 et

Gλ(x) = e−λ|x|2 .

Alors

Ĝλ(ξ) =
(π
λ

) d
2

e−|ξ|2/(4λ).

Démonstration. On commence par effectuer le calcul dans le cas où d = 1. On note

G = Gλ. Le théorème de dérivation sous le signe intégral montre que Ĝ est de
classe C1 sur Rd et

dĜ

dξ
(ξ) =

∫
R
−ixe−ixξe−λx2

dx.

L’usage du théorème est justifié par domination à l’aide de la fonction x 7→ e−λx2

qui décrôıt plus vite à l’infini que n’importe quel polynôme. En particulier xe−λx2 ∈
L1(Rd).

Comme xe−λx2

= − 1
2λ

d
dxe

−λx2

, on a

dĜ

dξ
(ξ) =

i

2λ

∫
R
e−ixξ d

dx
e−λx2

dx
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et une intégration par parties montre que

dĜ

dξ
(ξ) = − ξ

2λ

∫
R
e−ixξe−λx2

dx.

Ainsi Ĝ est solution de l’équation différentielle dĜ
dξ = − ξ

2λ Ĝ avec condition initiale

Ĝ(0) =
∫
Rd e

−λx2

dx =
√
π√
λ
. L’unique solution de ce problème est bien

Ĝ(ξ) =

√
π√
λ
e−

ξ2

4λ .

On passe au cas où d ≥ 2. Le résultat est alors une conséquence directe du cas
d = 1 et de la formule:∫

e−ix·ξe−λ|x|2dx =

(∫
e−ix1ξ1e−λx2

1dx1

)
· · ·

(∫
e−ixdξde−λx2

ddxd

)
,

qui découle du théorème de Fubini. □

Preuve du théorème I.23. On a:

ˆ̂
f(−x) =

∫
eix·ξ

(∫
e−iy·ξf(y)dy

)
dξ

Toutefois, la fonction (y, ξ) 7→ eix·ξe−iy·ξf(y) n’appartient pas à L1(Rd
y × Rd

ξ) et
on ne peut donc pas intervertir les intégrales par Fubini. On va procéder par
approximation. On remarque que, d’après le théorème de convergence dominée,

lim
ε→0,ε>0

∫
eix·ξe−ε|ξ|2 f̂(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸

Iε

=

∫
eix·ξ f̂(ξ)dξ.

Or, la fonction (y, ξ) 7→ eix·ξe−ε|ξ|2e−iy·ξf(y) appartient à L1(Rd
y × Rd

ξ) pour tout
ε > 0. On peut donc lui appliquer le théorème de Fubini et obtenir :

Iε =

∫ (∫
ei(x−y)·ξe−ε|ξ|2dξ

)
f(y)dy.

D’après la Proposition III.3, on a

Iε =

(√
π√
ε

)d ∫
e−

|x−y|2
4ε f(y)dy = (2π)dkε ∗ f,

où kε est donné par

kε =
1

√
ε
d
k(x/

√
ε), k(x) = (2

√
π)−de−|x|2/4.

On vérifie que la famille (kε)ε>0 est une famille d’approximation de l’identité, c’est
à dire qu’on a les propriétés suivante:∫

kε(y)dy = 1

∀δ > 0, lim
ε→0

∫
|y|>δ

kε(y)dy = 0

lim sup
ε→0

∫
|kε(y)|dy <∞.
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De la même manière que dans la preuve du théorème II.8, on obtient alors,

lim
ε→0

∥Iε(f)− f∥L1 → 0.

Ceci montre que

f(x) =
1

(2π)d
ˆ̂
f(−x)

presque partout. Comme la fonction de droite de cette égalité est continue, on en
déduit aussi que f s’identifie à une fonction continue, et que l’égalité a lieu pour
tout x. □

III.2. Dérivation et décroissance à l’infini. On montre ici que la différentiation
d’une fonction se traduit par la multiplication de sa tranformation de Fourier par
un polynôme en ξ. Réciproquement, la multiplication par un polynôme en x se
traduit par l’application d’un opérateur différentiel à sa transformation de Fourier.

Les propriétés de régularité d’une fonction se traduisent donc par des propriétés
de décroissance de sa transformée de Fourier à l’infini et de manière symétrique,
celle de décroissance d’une fonction à l’infini par des propriétés de régularité de sa
transformation de Fourier.

Théorème III.4. On fixe un entier k ≥ 1.

(1) Soit f ∈ Ck(Rd) tel que pour tout multi-indice α avec |α| ≤ k, ∂αx f ∈
L1(Rd). Alors pour de tels multiindices,

(III.1) ∂̂αx f(ξ) = (iξ)αf̂(ξ).

(2) Soit f ∈ L1(Rd) tel que (1+ |x|)kf ∈ L1(Rd). Alors f̂ est de classe Ck, ses
dérivées successives d’ordre ≤ k sont bornées, et

(III.2) x̂αf = (i∂ξ)
αf̂ .

Démonstration. En raisonnant par récurrence, on voit qu’il suffit de montrer les
résultats précédent pour k = 1, lorsque |α| = 1. On commence par traiter le cas
d = 1. Si f ∈ L1(R) est tel que f ′ ∈ L1(R), on a∫

R
e−ixξf ′(x)dx = lim

A→∞

∫ A

−A

e−ixξf ′(x)dx.

∫ A

−A

e−ixξf ′(x)dx = iξ

∫ A

−A

e−ixξf(x)dx+ e−iAξf(A)− eiAξf(−A).

Étant donné que f et f ′ sont dans L1, on en déduit que e−iAξf(A)− eiAξf(−A) a
une limite quand A tend vers +∞. Puisque c’est également une fonction intégrable
sur R (par rapport à la variable A), cette limite est forcément nulle. On a donc∫

R
e−ixξf ′(x)dx = iξ

∫
R
e−ixξf(x)dx,

soit f̂ ′(ξ) = iξf(ξ).
On considère maitenant la dimension d ≥ 2. Quitte à changer l’ordre des co-

ordonnées, on peut supposer α = (1, 0, . . . , 0), i.e. xα = x1, ∂
α
x = ∂

∂x1
. Soit

f ∈ C1(Rd) ∩ L1(Rd) tel que ∂x1f ∈ L1(Rd). Alors, en notant x′ = (x2, . . . , xd),

∂̂x1
f(ξ) =

∫
Rd−1

e−ix′·ξ′
∫
R
e−ix1ξ1

∂f

∂x1
(x1, x

′)dx1dx
′.
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Par le théorème de Fubini, les applications

gx′ : x1 7→ f(x1, x
′) et x1 7→ ∂f

∂x1
(x1, x

′)e−ix1ξ1

sont dans L1 pour presque tout x′. Pour de tels x′, gx′ vérifie les hypothèses du
théorème avec d = 1. On a donc, pour presque tout x′ ∈ Rd−1,∫

R
e−ix1ξ1∂x1f(x1, x

′)dx1 = iξ1

∫
R
e−ix1ξ1f(x1, x

′)dx1.

En mutipliant par e−ix′·ξ′ et en intégrant, on obtient bien

∂̂x1
f = iξ1f̂

ce qui termine la preuve du premier point.
Le deuxième point s’obtient en appliquant le théorème de dérivation sous le signe

intégral à la formule définissant f̂ . □

Corollaire III.5 (Riemann-Lebesgue). Soit f ∈ L1(Rd). Alors

lim
|ξ|→∞

f̂(ξ) = 0.

Démonstration. Par le théorème précédent, le résultat est vrai pour f ∈ C1(Rd), à
support compact. On en déduit le cas général f ∈ L1 par densité de ces fonctions
dans L1(Rd) et l’inégalité:

sup
ξ∈Rd

|f̂(ξ)| ≤ ∥f∥L1 .

□

III.3. Égalité de Plancherel.

Théorème III.6. Soit f ∈ L1 ∩ L2. Alors f̂ ∈ L2 et

(III.3) ∥f∥2L2 =
1

(2π)d
∥f̂∥2L2 .

Démonstration. Par la preuve partielle du théorème I.26 et le théorème d’inversion

III.2, l’égalité I.12 est vraie dès que f ∈ L1(Rd) et f̂ ∈ L1(Rd). Il suffit donc
de montrer que l’ensemble des fonctions vérifiant cette condition est dense dans
L1 ∩L2, pour la norme L2. Or le théorème III.4 montre que pour toute fonction f

C∞ à support compact, f̂ ∈ L1. Par densité de ces fonctions dans L2, on en déduit
donc Plancherel pour tout f dans L1 ∩ L2. □

Corollaire III.7. La transformation de Fourier F se prolonge en une isométrie
bijective de L2(Rd, dx) dans L2(Rd, dξ

(2π)d
).

Démonstration. Par le théorème III.6, on montre que F se prolonge en une isométrie
de L2 dans L2 (avec la normalisation donnée dans l’énoncée). Il reste à vérifier la
surjectivité de cette opération. Soit FL2 l’image de L2 par la transformation de
Fourier. Le fait que F soit une isométrie implique facilement que FL2 est fermé
dans L2. De plus, par le théorème d’inversion de Fourier, FL2 contient toutes les
fonctions C∞ à support compact: si φ est une telle fonction, on a

φ(x) = c ˆ̂φ(−ξ)
qui est l’image d’une fonction L2 par la transformée de Fourier. Donc FL2 est
dense dans L2 ce qui conclut la preuve. □
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Donnons deux exemples de transformation de Fourier de fonctions qui sont dans
L2(R), mais pas dans L1(R)

Exercice III.8. (1) Calculer la transformation de Fourier de la fonction sinus
cardinal: x 7→ sin x

x .

(2) Calculer la transformation de Fourier de la fonction x 7→ 1
1+ix .

On pourra utiliser les résultats de l’exercice III.1.

III.4. Généralisation aux distributions tempérées. La théorie de la tranfor-
mation de Fourier classique (sur L1 et L2) sur Rd, exquissée jusqu’à maintenant
laisse un goût d’inachevé. L’absence de symétrie et les hypothèses à rallonge de cer-
tains résultats a priori simples, tel que le Théorème III.4 suggère que cette théorie
peut-être améliorée.

Dans le sillage de la théorie des distributions, formalisée par Laurent Schwartz,
ce dernier a proposé une transformation de Fourier sur un espace beaucoup plus
gros que L1, l’espace S ′ des distributions tempérées, qui contient, par exemple,
tous les espaces Lp, les fonctions continues à croissance polynomiale, les mesures
boréliennes finies sur Rd etc... Dans la dernière partie de ce cours, nous esquissons
très rapidement cette théorie. Nous renvoyons à l’ouvrage de Laurent Schwartz [8]
pour un exposé détaillé.

L’espace des distributions tempérées est défini comme le dual d’un espace de
fonction S(Rd), parfois appelé espace de Schwartz:

Définition III.9. L’espace S(Rd) est l’ensemble des fonctions φ C∞ sur Rd tel
que pour tout entier p,

Np(φ) = sup
x∈Rd

|α|≤p

(1 + |x|)p|∂αxφ(x)| <∞.

On munit l’espace S(Rd) d’une topologie définie par la distance suivante:

d(f, g) =
∑
p≥0

1

2p
min (Np(f − g), 1) .

Ainsi, la suite de fonction (fn) converge vers f dans S si et seulement si

∀p ≥ 0, lim
n→∞

sup
x∈Rd

(1 + |x|)p|∂αx (fn − f)(x)| = 0.

On vérifie facilement que cette topologie est compatible avec les opérations d’espace
vectoriel, i.e. que (φ,ψ, λ) 7→ φ+ λψ est une application continue de S2 × R dans
S. On dit que S a une structure d’espace vectoriel topologique.

La proposition suivante se vérifie facilement avec le théorème III.4 et le théorème
d’inversion de Fourier:

Proposition III.10. La transformation de Fourier F est un isomorphisme (con-
tinu et d’inverse continu) de S dans S.

On introduit maintenant l’espace des distributions tempérées:

Définition III.11. L’espace des distributions tempérées S ′(Rd) est le dual topo-
logique de S(Rd), c’est à dire l’espace vectoriel des formes linéaires continues sur
S(Rd).
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On peut vérifier que la forme linéaire L sur S est continue si et seulement si

∃q ∈ N, ∃C > 0, ∀φ ∈ S, |⟨L,φ⟩| ≤ CNq(f).

Donnons quelques exemples de distributions tempérées. Soit f une fonction
mesurable, telle qu’il existe q ∈ R tel que∫

|f(x)|(1 + |x|)−qdx <∞.

On identifie f à un élément de S ′ en posant:

(III.4) ⟨I(f), φ⟩ =
∫
f(x)φ(x)dx.

On montre que I(f) ∈ S ′(Rd), et que l’application f 7→ I(f) est injective, dans
le sens où I(f) = 0 si et seulement si f = 0 presque partout. Cette application
identifie chaque espace Lp(Rd) (p ∈ [1,∞]) à un sous-espace de S ′(Rd). Notons que
ceci permet également d’identifier l’espace des fonctions continues à croissance au
plus polynômiale à un sous-espace de S ′(Rd) par la même formule.

Si µ est une mesure de Borel régulière telle que µ(Rd) <∞, elle définit également
un élément de S ′,

φ 7→
∫
φdµ.

C’est notamment le cas de la masse de Dirac en 0:

δ0 : φ 7→ φ(0).

Enfin, S ′ ne contient pas que des fonctions et des mesures. Si f ∈ S ′ et α ∈ Nd, la
forme linéaire sur S:

φ 7→ (−1)|α|⟨f, ∂αxφ⟩,
appelée dérivée de f d’ordre α, est un élément de S ′. Ceci prolonge la dérivée
usuelle: si f est une fonction de classe Ck, k = |α|, à support compact (pour fixer
les idées) on a:

I(∂αx f) = ∂αx I(f),

où I est défini par (III.4).
L’application

δ′0 : φ 7→ −φ′(0)

est une distribution tempérée qui ne peut pas s’identifier à une fonction ou une
mesure.

Exercice III.12. Vérifier toutes les assertions qui suivent la définition III.11.

On rappelle la formule de dualité de la transformée de Fourier:

∀f, φ ∈ L1(Rd),

∫
fφ̂ =

∫
f̂φ.

On utilise cette formule pour définir la transformée de Fourier d’une distribution
tempérée.

Proposition III.13. Soit f ∈ S ′(Rd). Alors la forme linéaire f̂ sur S(Rd), définie
par

(III.5) ∀φ ∈ S(Rd), ⟨f̂ , φ⟩ = ⟨f, φ̂⟩
est un élément de S ′(Rd).
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Définition III.14. La distribution tempérée f̂ définie par (III.5) est appelé trans-
formée de Fourier de f .

La proposition III.13 se démontre aisément avec la Proposition III.10. On vérifie
que si f ∈ L1 ou f ∈ L2 la transformation de Fourier de f (au sens classique) et la
transformation de Fourier de f identifié à If , au sens des distributions tempérées
cöıncident. Par exemple, si f ∈ L1(Rd) et φ ∈ S(Rd), on a, par la formule de
dualité:〈

Î(f), φ
〉
= ⟨I(f), φ̂⟩ =

∫
f(x)φ̂(x)dx =

∫
f̂(ξ)φ(ξ)dξ = ⟨I(f̂), φ⟩,

et donc Î(f) = I(f̂) comme annoncé.
On a donc prolongé la transformation de Fourier à l’espace des distributions

tempérées. Les résultats démontrés précédemment sur la transformation de Fourier
classique se généralisent, par des raisonnements de dualité, à la transformation de
Fourier sur les distributions tempérées. Donnons deux exemples.

Nous allons d’abord démontrer la formule d’inversion de Fourier dans ce contexte.
Pour cela, si f est une distribution tempérée, on définit la distribution tempérée
f(− ·) par

∀φ ∈ S(Rd), ⟨f(− ·), φ⟩ = ⟨f, φ(− ·)⟩ ,
ou φ(− ·) est la fonction x 7→ φ(−x). On remarque que

φ̂(− ·) = φ̂(− ·).
On a alors

Théorème III.15. Soit f ∈ S ′(Rd). Alors

f =
1

(2π)d
ˆ̂
f(− ·).

Démonstration. Remarquons que par le théorème III.2, la formule d’inversion de
Fourier

φ(x) =
1

(2π)d
ˆ̂φ(−x)

est valable pour φ ∈ S(Rd), car une telle fonction est dans L1 ainsi que sa trans-
formée de Fourier. Le résultat annoncé en découle facilement. Soit f ∈ S ′(Rd) et
φ ∈ S(Rd). Alors

⟨f, φ⟩ = 1

(2π)d

〈
f, ˆ̂φ(− ·)

〉
=

1

(2π)d

〈
f,

̂̂
φ(− ·)

〉
=

1

(2π)d

〈
ˆ̂
f, φ(− ·)

〉
=

〈
1

(2π)d
ˆ̂
f(− ·), φ

〉
.

□

On donne maintenant la généralisation du Théorème III.4 aux distributions
tempérées.

Théorème III.16. Soit f ∈ S ′(Rd), α ∈ Nd. Alors:

∂̂αx f(ξ) = (iξ)αf̂(ξ), x̂αf = (i∂ξ)
αf̂ .

Ici la distribution tempérée xαf est définie par dualité:

∀φ ∈ S, ⟨xαf, φ⟩ = ⟨f, xαφ⟩ .
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Exercice III.17. Démontrer le théorème précédent.

Exemple III.18. La fonction constante égale à 1, identifiée à une distribution par
l’injection I précédente (que l’on omet maintenant de noter), est une distribution
tempérée. Sa transformée de Fourier est donnée par:

⟨1̂, φ⟩ = ⟨1, φ̂⟩ =
∫
φ̂(x)dx = (2π)dφ(0)

(par la formule d’inversion de Fourier). On a donc

1̂ = (2π)dδ0.

En combinant avec le théorème III.16, on peut en déduire la tranformation de
Fourier de n’importe quel polynôme.

Par la formule d’inversion de Fourier, on obtient aussi

1 = δ̂0,

ce qui se vérifie aussi par un calcul direct.

Appendice A. Démonstration d’un lemme technique

On démontre ici le Lemme II.2. On va utiliser de manière répétée des sommes de
Riemann de fonctions définies sur T. On rappelle que si φ est une fonction continue
sur T, la suite (In(φ))n définie par

In(φ) =
2π

n

n−1∑
k=0

φ

(
2kπ

n

)
converge vers

∫ 2π

0
φ(y)dy.

Soit f ∈ B et φ ∈ C0(T). L’idée principale de la démonstration est d’approcher
F = f ∗ φ par une suite de sommes de Riemann à valeur dans B. On pose donc,
pour tout entier naturel n,

Fn(x) =
2π

n

n−1∑
k=0

f

(
x− 2kπ

n

)
φ

(
2kπ

n

)
.

Remarquons que Fn est un élément de B Étape 1. Convergence dans L1. On
montre

(A.1) lim
n→∞

∥Fn − F∥L1 = 0.

On a

F (x)− Fn(x) =

n−1∑
k=0

∫ 2(k+1)π
n

2kπ
n

(
f(x− y)φ(y)− f

(
x− 2kπ

n

)
φ

(
2kπ

n

))
dy

=

n−1∑
k=0

∫ 2(k+1)π
n

2kπ
n

(
f(x− y)− f

(
x− 2kπ

n

))
φ(y)dy

+

n−1∑
k=0

∫ 2(k+1)π
n

2kπ
n

f

(
x− 2kπ

n

)(
φ(y)− φ

(
2kπ

n

))
dy
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En prenant la valeur absolue, en intégrant par rapport à x, puis en intervertissant
les intégrales, on obtient:

(A.2) ∥F − Fn∥L1 ≤
n−1∑
k=0

∫ 2(k+1)π
n

2kπ
n

|φ(y)|
∥∥∥fy− 2kπ

n
− f

∥∥∥
L1
dy + ε1,n∥f∥L1 ,

où

ε1,n = sup
|y−z|≤π

n

|φ(y)− φ(z)| .

Puisque φ est continue et périodique, elle est uniformément continue, et donc
limn ε1,n = 0. Notons:

ε2,n = sup
|y|≤2π/n

∥f − fy∥L1 ,

qui tend vers 0 quand n tend vers +∞ (cf l’argument avant le lemme II.2).
Par (A.2),

∥F − Fn∥L1 ≤ ε2,n∥φ∥L1 + ε1,n∥f∥L1 →
n→∞

0,

ce qui montre (A.1).

Étape 2. On montre que la suite (F2n)n est de Cauchy dans B.
Soit n, J des entiers ≥ 1. On va donner une borne de ∥FJn − Fn∥B . On écrit

FJn(x) =
2π

n

n−1∑
ℓ=0

1

J

J−1∑
p=0

f

(
x− 2π(Jℓ+ p))

Jn

)
φ

(
2π(Jℓ+ p)

Jn

)
.

On a donc

FJn(x)− Fn(x)

=
2π

n

n−1∑
ℓ=0

1

J

J−1∑
p=0

[
f

(
x− 2π(Jℓ+ p))

Jn

)
φ

(
2π(Jℓ+ p)

Jn

)
− f

(
x− 2ℓπ

n

)
φ

(
2ℓπ

n

)]

=
2π

n

n−1∑
ℓ=0

[
1

J

J−1∑
p=0

(
f

(
x− 2π(Jℓ+ p)

Jn

)
− f

(
x− 2ℓπ

n

))
φ

(
2ℓπ

n

)

+
1

J

J−1∑
p=0

f

(
x− 2π(Jℓ+ p)

Jn

)(
φ

(
2π(Jℓ+ p)

Jn

)
− φ

(
2ℓπ

n

))]
.

En notant

ε′1,n = sup
|y|≤2π/n

∥f − fy∥, ε2,n = sup
|y−z|≤2π/n

|φ(y)− φ(z)|,

on obtient

∥FJn − Fn∥B ≤ ∥φ∥L∞ε′1,n + ∥f∥Bε2,n −→
n→∞

0.

On en déduit que la suite (F2n)n est une suite de Cauchy dans B.

Étape 3. Preuve d’ (II.10). Par l’étape 2, F2n a une limite, dans B, quand n tend
vers +∞. Par l’étape 1 et puisque B s’injecte continûment dans L1, cette limite
est égale à F . En particulier, F ∈ B. On déduit de l’expressions de Fn:

∥Fn∥B ≤ ∥f∥B
2π

n

n−1∑
k=0

φ

(
2kπ

n

)
,
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ce qui donne, en passant à la limite quand n→ ∞,

∥F∥B ≤ ∥f∥B
∫ 2π

0

|φ(y)|dy.

Ceci conclut la preuve d’(II.10).

Étape 4. Preuve de (II.11).
On a

Fn(x)−
2π

n

n−1∑
k=0

φ

(
2kπ

n

)
f(x) =

2π

n

n−1∑
k=0

φ

(
2kπ

n

)(
f

(
x− 2kπ

n

)
− f(x)

)
.

D’où

(A.3)

∥∥∥∥∥Fn − 2π

n

n−1∑
k=0

φ

(
2kπ

n

)
f

∥∥∥∥∥
B

≤ 2π

n

n−1∑
k=0

∣∣∣∣φ(
2kπ

n

)∣∣∣∣ ∥∥∥f 2kπ
n

− f
∥∥∥
B
.

Par l’étape 3 et la propriété de convergence des sommes de Riemann des fonctions
continues, le terme de gauche de cette inégalité tend, après extraction d’une sous-
suite, vers ∥∥∥∥F − f

∫ 2π

0

φ(y)dy

∥∥∥∥
B

.

Le terme de droite est une somme de Riemann pour la fonction continue:

y 7→ |φ(y)| ∥f − fy∥B .

Il tend donc vers
∫ 2π

0
|φ| ∥f − fy∥B dy. En passant à la limite dans (A.3), on obtient

donc (II.11), ce qui termine la preuve du lemme technique.

Appendice B. Unicité de la mesure de Haar

On donne ici la correction de l’exercice I.10, d’après [7]. Soit µ et µ′ deux mesures
régulières, positives et non nulles, invariantes par translation sur G. La mesure µ
étant non nulle, il existe une fonction g : G → R, continue et à support compact,
telle que

∫
G
gdµ = 1. Posons

λ =

∫
G

g(−x)dµ′(x).

Soit f : G→ R une fonction continue et à support compact. On a:∫
G

fdµ′ =

∫
G

g(y)dµ(y)

∫
G

f(x)dµ′(x) =

∫
G

g(y)

∫
G

f(x+ y)dµ′(x)dµ(y)

=

∫
G

∫
G

g(y)f(x+ y)dµ(y)dµ′(x) =

∫
G

∫
G

g(y − x)f(y)dµ(y)dµ′(x)

=

∫
G

f(y)

∫
G

g(y − x)dµ′(x)dµ(y) = λ

∫
G

f(y)dµ(y).

Ceci montre que µ′ = λµ. Puisque µ′ est positive et non nulle, on a bien λ > 0.
Il reste à montrer que µ(A) = µ(−A) pour tout borélien A de G. Pour cela,

on remarque que l’application A 7→ µ(−A) est une mesure positive régulière sur
les boréliens de G, invariante par translation. Par ce qui précède, il existe λ > 0
tel que µ(A) = λµ(−A). En testant cet égalité sur un ouvert U de G de la forme
U = V ∪ (−V ), où V est un ouvert avec µ(V ) > 0, on obtient λ = 1, ce qui conclut
la preuve.
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Algèbres normées. Groupes localement compacts commutatifs, 1967.

[3] Brézis, H. Analyse fonctionnelle. Théorie et applications. Paris: Masson, 1994.
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