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Feuille de TD 1 : Probléme de Cauchy. Théoréme de
Cauchy-Lipschitz

Exercice 1. Résoudre les équations différentielles suivantes :
(a) 2/(t) + z(t) = te".
(b) 2/(t) — 2z(t) = cos(t).
(c) 2'(t) =log(t)z(t), t > 0.
(d) /() — tx(t) = €'
Ezercice 2. Pour tout entier n > 1, on identifie R et ’espace des vecteurs

colonnes a n lignes M,, 1(R). Pour X = (2;)1<i<n € My 1, on pose | X |loc =
maxi<i<p |Zi|. On se donne deux entiers m et n > 1.

(a) Soit X € M, 1(R), et A = [a;;] € Mpnp(R). On note ¥ = AX.
Montrer que
1Y [loo < C(A)[ X oo,
ott C(A) est une constante (dépendant des a; ;) que I'on précisera.
(b) Montrer qu’'une application linéaire de R™ dans R™ est lipschitzienne.
Exercice 3. Justifier 'existence d’une unique solution pour les problémes de
Cauchy suivants, puis calculer la solution
(a) 2'(t) = ax(t) + b, z(0) = 0, avec a,b € R.
(b) 2/(t) = x(t) + sin(¢), z(0) =1.
(c) 2'(t) = z(t)®, x(0) = 0, ot § est un paramétre réel. On prendra
bien soin de préciser le domaine d’existence de la solution selon 6.

Indication : on pourra commencer par résoudre I’équation quand 0 = 0,
puis montrer que la solution ne peut pas s’annuler si 6 # 0.

Ezxercice 4. Montrer que le probléme de Cauchy
2'(t) = 3|z (t)|*/®
x(0) = 0.
admet une infinité de solutions. Pourquoi n’y-a-t-il pas unicité de la solution ?
Que se passe-t-il si I'on choisit une condition initiale z(0) = xo avec xy # 07
Erercice 5. (a) Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b. Déterminer toutes les
solutions z € C1(Ja, b[) de I'équation
tz'(t) = x(t), t€la,b].
(b) On considére le probléme de Cauchy
(E) tr'(t) = x(t), z(0) = zo,
ou la condition initiale zg € R. Ce probléme rentre-t-il dans le cadre

du théoréme de Cauchy-Lipschitz ?
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(c) En utilisant (a), déterminer toutes les solutions de classe C! du pro-
bléme de Cauchy (E).

Exercice 6. Soit f : R? — R une fonction continue. Soit I un intervalle
ouvert, tg € I et zg € R.

(a) Montrer que le probléme de Cauchy :
(*) x e CHI), wx(to) =z et Vt € I, 2'(t) = f(t,x(t))

est équivalent a :
t
ceCI), tel, z({t)=xz0+ [ f(s,z(s))ds.
to

(ot CO(I) désigne ’espace vectoriel des fonctions continues sur I, a
valeurs réelles).

(b) On suppose I = R et qu’il existe A > 0 tel que |f(t,z)| < A|z| pour
tout (¢,z) € R?. Donner une borne de |z(t)| en fonctions de A, t, ty et
xIQ.

Ezxercice 7. Soit g une fonction continue et positive et G(t) = fgg(s)ds.

(a) Soit y une fonction positive et C sur [0, oo telle que

y'(t) < g()y(1).

Montrer
vt >0, y(t) < y(0)eW.

(b) Soit z une fonction positive et continue sur [0, +o0] telle que

t
z(t) < A—l—/ g(s)z(s)ds.
0
Montrer
VE>0, z(t) < A€W,

Ezxercice 8. Justifier I'existence et 'unicité des solutions des problémes de
Cauchy suivants :

(a)

(t) = cos(z1(t))
xl(O) == 4, 2172(0) = 2.
Exercice 9. Ecrire les équations différentielles suivantes comme des systémes

équations différentielles d’ordre 1. Justifier I’existence et 'unicité des solu-
tions aux problémes de Cauchy proposés.

(a) () + cos(2'(t)) = =(t), z(0) =1, 2/(0) = 2.
(b) 2B () = 2%(t) +t, x(0) = 2/(0) = 2”(0) = 1.



