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CHAPITRE 1
Rappels d’algebre linéaire

Ce cours chapitre est un chapitre de rappel sur les matrices et les applications
linéaires dans un espace vectoriel de dimension finie. Les notions d’espace vectoriel,
de base, de dimension sont supposées connues. Le lecteur est invité a relire son cours
de I'année derniere pour réviser ces notions et pour les démonstrations des résultats
présentés ici.

Dans tout ce chapitre K sera un corps commutatif (on peut choisir K = R ou
C pour fixer les idées).

1. Matrices

1l.a. Définition. Une matrice n x p sur K est un élement M de K"*P notée
comme un carré a n lignes et p colonnes. Les coordonnées m;;,1 <7 <n,1<j<p

de la matrices sont appelés éléments ou coefficients. On note M = [m;;]i<i<n. Par
1<j<p
convention le premier indice (ici 7) désigne toujours le numéro de colonne et le

deuxiéme (ici j) désigne la colonne.
On note M,, ,(K) I'ensemble des matrices n x p sur K. L’ensemble des matrices
carrées M, »(K) est aussi noté M,,(K)

EXEMPLE 1.1.
-1 2
M=\ 4 =3]=[mijlici<s
5 6 1<5<2

est une matrice 3 x 2 sur R (un élément de M3 2(R)). On a ma 1 =4, msz2 = 6.

1.b. Opérations. Soit A = [a;j]1<i<n, B = [bi;|1<i<n deux matrices de méme
1<5<p 1<5<p
taille et A € K. Le produit de A par le scalaire \ et la somme A+ B sont des matrices
de méme taille, définies en faisant les opérations coefficients par coefficients:
M = [Aaijlici<n, A+ B = [aij +bijlici<n -
1<j<p 1<j<p
Ces opérations conferent a M,, ,(K) une structure d’espace vectoriel (en particulier,
laddition est commutative et associative). L’élément neutre pour I’addition est la
matrice nulle, noté 0 ou 0, ;,, dont tous les coefficients sont nuls.

Soit maintenant C' = [¢; j]1<i<p € M, ¢, une matrice dont le nombre de lignes
1<j<q
est égal au nombre de colonnes de A. Par définition le produit AC de A et C est

la matrice n x g définie par

p
AC = [dijhi<i<n, dij =Y amcr, 1<i<n, 1<j<q
127<g Pt

3
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, 1007
EXERCICE 1.2. Calculer le produit (43 2) ( 2 8(1)%)

EXERCICE 1.3. A quel condition sur la matrice A le carré A2 = A x A est-il
bien défini?

On rappelle que la multiplication est associative et distributive par rapport a
I’addition, mais n’est pas commutative: calculer par exemple les produits AC et
CApour A= (1})et B=(}9).

La multiplication admet un élément neutre, appelé matrice identité et noté I,,.
Par définition, I,, = wij]lgégn’ ou d;; est le symbole de Kronecker, §;; = 0 sii # j
et §;; = 1. Ainsi, si A est une matrice n X p, on a

A=1,A=AI,.

1.c. Matrices inversibles. Soit A € M, (K) une matrice carrée. On dit que
A est inversible lorsqu’il existe B,C € M,,(K) tels que BA = AC = I,,. Dans ce
cas C' = B est unique, et noté A~

On peut vérifier I'inversibilité d’une matrice et calculer A~! par la méthode du
pivot de Gauss.

EXEMPLE 1.4. Lorsque A est une matrice 2 x 2,

A= <CCL Z) est inversible <= ad — bc # 0.

1 d —b
ATt = .
ad — bc <—C a )

ad — be est appelé le déterminant de A.

Dans ce cas,

Le déterminant, et la formule de 'exemple précédent se généralisent a la di-
mension supérieure.
Ainsi
n
det[aij]lggén = § : € Haa(j)j7
’ oES, j=1
ou ¢, est la signature de la permutation o, et on a

A inversible <= det(A) # 0.

Le lecteur est invité a réviser le chapitre sur le déterminant du cours de
P’année derniére.

01 2 . . . . .
EXEMPLE 1.5. (gg 43) n’est pas inversible. (pourquoi?). (34%) est inversible

(calculer son inverse). I,, est inversible, d’inverse I,,.

J—

EXERCICE 1.6. Trouver d’autres matrices carrées qui sont leur propre inverse.

2. Applications linéaires

2.a. Définitions. Soit F et F' des K-espaces vectoriels. Une application li-
néaire de E dans F' est une application de E dans F telle que

V(z,y) € B%, V(A p) €K, f(Az + py) = Af(2) + pf (y).
On note L(FE, F) ’'ensemble des applications linéaires de F dans F. Lorsque E = F,
on dit que f est un endomorphisme de E. On note L(E) = L(E, E) Pensemble des
endomorphismes de F.
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ExeEMPLE 2.1. La formule f ((;;)) = ( w132 ) définit une application

T3 2x1+4x0—x3
linéaire de R® dans R2. L’identité de E (que I’on notera Idg) est un endomorphisme
de F.

Si f, g sont des éléments de L(E, F') et A € K, on définit les éléments f + g et
Af de L(E, F) par

VeeE, (f+g)(x)=/f(z)+g(x), f)x)=Af(z)

(On utilise donc la structure de K-espace vectoriel sur F'). Ceci confere a L(E, F)
une structure d’espace vectoriel.

2.b. Matrice de représentation d’une application linéaire. On suppose
E et F de dimensions finies respectivement p et n. Soit B = (b1,...,b,) une base
de Eet C = (cy,...,c,) une base de F. Soit f € L(E, F). Par définition, la matrice
de représentation de f dans les bases B et C, noté Mpc(f) est la matrice n x p
dont la j-ieme colonne est formé des coordonnées de f(b;) dans la base C.

EXERCICE 2.2. Soit B = ((1?0) , ((1)) , (%)) et C=1((1),(3)), et f donné par

lexemple 2.1. Justifier que B et C sont des bases et calculer Matg ¢ (f).

o

Un cas particulier important est celui de la base canonique de ’espace R™. On
rappelle que cette base canonique B,, = (e1,. .., e,) est donnée par e; = (J;5)1<i<n.
Par exemple,

1 0 0
Bs=(o].(1]. [0
0 0 1
Si f e LRP,R™) et A = [ai;]i<i<n est la matrice de f dans les bases B, et By, on
1<j<p

a

P

Fl@icicp) = | D aiju;
7=l 1<i<n

La matrice A se “lit” donc sur la formule définissant f.

EXEMPLE 2.3. Soit f donné par I’exemple 2.1. La matrice de f dans les bases
canoniques de R? et R? est donnée par

1 -3 0
2 4 -1)°
Comparer avec le résulat de 'exercice 2.2.

Lorsque f est un endomorphisme de E, on représente généralement f en choi-
sissant la méme base de départ et d’arrivée. Dans ce contexte, on note Matg(f) =

Matg 5(f).

EXERCICE 2.4. Calculer Matg(Idg), ou B est une base de E. Le résultat
dépend-il du choix de B? Persiste-t-il pour Matg ¢(Idg) ou B et C sont deux bases
distinctes de E7?7
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2.c. Effet des opérations sur les matrices de représentations. On se
donne deux K-espaces vectoriels E et F' de dimensions finies p et n respectivement.
Soit B une base de F et C une base de F'.

e Soit f € L(E,F) et x € E. Soit X € M,1(K) le vecteur colonne
des coordonnées de x dans B, et Y € M,, 1(K) le vecteur colonne des
coordonnées de f(z) dans C. Alors

Y =Mspc(f)X.

e Soit f,g € L(E,F), et A € K. Alors

Matgyc(f +g) = Matg’c(f) + Matg,c(g), Matgﬁc()\f) =) Matg’c(f).
e Soit G un K-espace vectoriel, D une base de G et g € L(F,G). Alors

Matg p(g o f) = Mate p(g) Matg c(f).

Le terme de droite de 1’égalité est un produit matriciel: le produit des
matrices de représentations correspond a la composition des applications.

2.d. Changement de bases. Soit f € L(E,F), B et B’ deux bases de E, C
et C’' deux bases de F. On voudrait exprimer Matp: ¢/ (f) & partir de Matg ¢(f).
On utilise pour cela la notion de matrice de passage.

DEFINITION 2.5. La matrice de passage de B = (b1,...,b,) a B = (b}, ...,b,),
notée Py p est la matrice p x p (ot p = dim E) dont les vecteurs colonnes sont les
coordonnées des vecteurs de la base B’ dans la base B.

Plus précisément, la j-ieme colonne de Pg g/ est formée des coordonnées de b;.
dans la base B.

On vérifie facilement, a partir de sa définition que la matrice de passage de B a
B’ est la matrice, dans la base B, de 'endomorphisme u de £ défini par u(b;) = b’,
j=1,...p.

EXEMPLE 2.6. Soit B la base canonique de R? et B’ = ((?),(1)). Alors

2 1
PB7B/:(1 1)

PROPOSITION 2.7. La matrice de passage de B a B’ est inversible. Son inverse
est la matrice de passage de B’ a B.

La matrice de passage de B & B’ transforme les coordonnées d’un vecteur de
E dans B’ en ses coordonnées dans B (attention & I’inversion des ordres des
bases!):

ProOPOSITION 2.8. Soit x € E, X le vecteur colonne de ses coordonnées dans
B et X' le vecteur colonne de ses coordonnées dans B'. Alors X = Pg g X'.

On déduit de la proposition 2.8 la formule de changement de base pour les
applications linéaires:

Matg: ¢/ (f) = (Pecr)” Matge(f)Ps s

On résume la formule par le schéma suivant On en déduit notamment que deux
matrices n x n, A et B, représentent le méme endomorphisme de E (avec, & chaque
fois, la méme base de départ et d’arrivée) si et seulement si existe une matrice n xn
inversible P, telle que A = P~ !BP.



CHAPITRE 2

Réduction des endomorphismes

Ce chapitre est une version étendue du chapitre correspondant du polycopié
écrit par Benoit Rittaud pour le cours 2019-2020.
A la fin de ce chapitre, vous devrez notamment savoir :

e Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres d’un endomor-
phisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie.

e Savoir si une matrice est diagonalisable ou trigonalisable, dans les cas ou
K =R ou C, et la diagonaliser ou la trigonaliser selon le cas.

e Appliquer la réduction des endomorphismes a des problemes tels que
I’étude des suites a récurrence linéaire ou les équations différentielles
linéaires homogenes a coeflicients constants.

Dans toute ce chapitre, K désigne un corps commutatif (on pourra prendre K =
R, C ou Q), E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n, et f un endo-
morphisme de E.

1. Eléments propres d’un endomorphisme
1l.a. Valeurs propres et vecteurs propres.

DEFINITION 1.1. Une valeur propre de f est un scalaire A € K pour lequel il
existe un élément v de E, non nul, tel que f(v) = Av. Un tel vecteur est appelé
vecteur propre de f pour la valeur propre A\. L’ensemble des valeurs propres de f
est appelé spectre de f et noté Sp(f).

REMARQUE 1.2. Le spectre de f est parfois noté aussi o(f). En anglais, les
valeurs propres sont appelées eigenvalues et les vecteurs propres eigenvectors.

EXEMPLE 1.3. e Soit a € K et h, '’homothétie de rapport a, définie
par hq(u) = au pour tout w de E. Alors Sp(h,) = {a}. Les vecteurs
propres de h, pour la valeur propre a sont tous les vecteurs non nuls de
E.

e Soit # € R un angle tel que § # 0 [27] (cf plus bas pour une explication
sur cette notation). On considere, sur R?, la rotation ry, de centre (0,0)
et d’angle 0. Alors si § # 7 [27], 79 n’a pas de valeur propre, puisque si
v est un élément non nul de R?, ry(v) et v ne sont jamais colinéaires. En
revanche, r, = h_1, et donc Sp(r;) = {—1} et tout vecteur non nul est
vecteur propre de 7.

NOTATION 1.4. Dans le deuxieme exemple, on a utilisé les notations suivantes:
0 = ¢’ [27] si et seulement si il existe k € Z tel que § = ¢’ + 27k (on dit alors que
0 est congru a 6’ modulo 27). 0 #£ 0’ [27] si et seulement si 6 n’est pas congru a 6’
modulo 27.
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1.b. Polynéme caractéristique. On rappelle que le déterminant d’un en-
domorphisme f € L(E) est donné par det(f) = det(Matp(f)), o B est n’importe
quelle base de E. Par la formule de changement de bases rappelée au chapitre
précédent, ce déterminant ne dépend pas du choix de B. En effet, si B’ est une
autre base de F,

det(Matg (f)) = det(P~* Matg(f)P) = det(Mats(f)PP~ ') = det(Mats(f)),

ou P = Pgp. Par le cours de S2 de CP2i, f est injectif si et seulement si il est
bijectif si et seulement si son déterminant est non nul.

DEFINITION 1.5. La formule
Xf(A) =det(f — A1dg)
définit une fonction polynéme en A. Le polyndme correspondant, noté aussi x, est

appelé polynome caractéristiqgue de f. C’est un un polynome de degré n, de terme
dominant (—1)"X".

DEMONSTRATION. On choisit une base B de E. Soit A = Matg(f). Alors
xr(A) =det(f — AIdg) = det(A — AL,).

En notant A = [a;], i, et A=A, = [by] i, ,ona
<5< <5<
(1) bij = {aij Sll?_éj .
aj; — A  sii=j.

et xr(A) = D ,cs, €(0) H?Zl bs(j);- D’apres (1), le produit H?Zl bo(j); est un
polynéme de degré au plus n en A. Il est de degré exactement n quand o(j) = j
pour tout j, c’est a dire quand o est la permutation identité. On en déduit que x
est une fonction polynéme de degré n, avec

Xr(X) = H(a'jj —X)"+ Pyoy = (—X)" + Py,

j=1
ou P, 1 et 15n_1 sont des polynomes de degré au plus n — 1. La deuxieéme égalité
a été obtenue en développant le produit H;-L:l(ajj - X)". O

EXERCICE 1.6. Calculer les polynémes caractéristiques des endomorphismes h,
et rg de 'exemple 1.3.

PROPOSITION 1.7. Les valeurs propres de f € L(E) sont les racines, dans K,
de son polynome caractéristique.

DEMONSTRATION.
A€eSp(f) < e E\{0g}, flv)=XI
<= f — Aldg n’est pas injectif
<= xf(A) =det(f — Aldg) = 0.
De la proposition 1.7 et des propriétés connues des racines des polynomes on déduit:
COROLLAIRE 1.8. (i) Un endomorphisme de E a au plus n = dim E
valeurs propres.

(ii) Un endomorphisme d’un C-espace vectoriel de dimension > 1 a au moins
une valeur propre.
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(iii) Un endomorphisme d’un R-espace vectoriel de dimension impair a au
moins une valeur propre.

L’exemple de la rotation de R? (exemple 1.3) montre quun endomorphisme
d’un R-espace vectoriel de dimension paire peut ne pas avoir de valeur propre. [J

1l.c. Point de vue matriciel.

DEFINITION 1.9. Soit A une matrice carrée n x n sur K. Les valeurs propres de
A sont par définition les valeurs propres de n’importe quel endomorphisme f dans
un espace vectoriel E de dimension n tel que A = Matg(f) pour une certaine base
B de E.

La proposition 1.7 justifie la définition 1.9. Par cette proposition, les valeurs
propres de f sont données par les racines de son polyndéme caractéristiques

det(f — Aldg) = det(A — A,,),

qui ne dépend pas du choix de f.

Soit A € M, (K). Les valeurs propres de A sont les valeurs propres de I’endo-
morphisme de K™ (identifié & M, 1(K)) défini par f4 : X — AX. La matrice A
est exactement la matrice de représentation de f4 dans la base canonique de K™.
Les vecteurs propres de fa sont appelés vecteurs propres de A.

ExeMPLE 1.10. (i) Soit A = [a;], _i_, une matrice triangulaire supé-
<5<

rieure. Calculer les valeurs propres de A.
(ii) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices

A1 00 100 110
0 X 0 ), 010 ), 010 ),
0 0 A3 000 000

ou les (Aj);=1,2,3 sont deux & deux distinctes.

AVERTISSEMENT 1.11. Les valeurs propres d’une matrice de M, (R), et de la
méme matrice, considérée comme un élément de M,,(C) peuvent différer. Con-

sidérer par exemple Ry = (S‘;gsg *Cgisnge)

1.d. Le théoréme de Cayley-Hamilton. Soit P(X) = Z;l:o a; X7 un po-
lynéme, et f un endomorphisme, on note P(f) = Z?:o a;f7 (ou f7 désigne

fl=fofo...of
—_——

j fois.

. . . . d ;
De méme, si A est une matrice carrée, on note P(A) = > 2% _;a;A’. On a alors le

théoréme de Cayley-Hamilton (admis):

THEOREME 1.12. Soit f un endomorphisme et x § son polynome caractéristique.
Alors xf(f) = 0.

La version matricielle du théoreme de Cayley-Hamilton est bien str valable: si
A est une matrice carrée, x 4(A) est la matrice nulle.

EXERCICE 1.13. Vérifier le théoreme de Cayley-Hamilton sur la matrice Ry =
( cos —sin6 )

sin@ cos 6
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1l.e. Sous-espaces propres.

DEFINITION 1.14. On rappelle que le noyau d’un endomorphisme f € £L(E) est
lensemble ker f = {x € E, f(z) = Og}. L’'image de f est Im(f) = f(F). Ce sont
deux sous-espaces vectoriels de E. De plus, on a le théoreme du rang:

dimKer(f) + dim Im(f) = dim E.
(dim Im(f) est aussi appelé rang de f). En particulier,
f est injectif <= f est bijectif <= f est surjectif <= Ker(f) = {0g}.

NoTATION 1.15. Pour tout A € K et f € L(E), on note Ex(f) = Ker(f —
Mdg)={z € E, f(z) =Xz

Par ce qui précede,
A€ Sp(f) < Ex(f) #{0s}.

DEFINITION 1.16. Lorsque A est valeur propre de f, E)(f) est appelé sous-
espace propre de f associé & la valeur propre \. Il est formé des vecteurs propres
de f associés a A, et de Op. Si A est une matrice, les sous-espaces propres de A
sont les sous-espaces propres de I’endomorphisme de K™ X +— AX, représenté par
A dans la base canonique de K™.

EXERCICE 1.17. Déterminer les sous-espaces propres des éléments suivants de

Mat,, (C):
. 11 cosf —sinf
diag(A, -, An), <O 1)’ < sinf  cosf )’
ou diag(A1, ..., A,) est la matrice n x n diagonale dont les éléments diagonaux
sont, de haut en bas, A1, ..., \,.

2. Diagonalisation
2.a. Définition.

DEFINITION 2.1. L’endomorphisme f de E est diagonalisable quand il existe
une base B de F telle que Matg(f) est diagonale. La base B est alors appelée base
de diagonalisation.

Soit B = (b1,...,b,) une telle base. On a donc Matg(f) = diag(A1,..., \n),
pour certains scalaires A1, ..., A,. Par définition de Matg(f), ona f(b;) = A;b;: les
b; sont donc des vecteurs propres de f et les A; les valeurs propres correspondantes.
Réciproquement, si B = (b1,...,b,) est une base formée de vecteurs propres de f,
la matrice de représentation de f dans B est diagonale, et ses éléments diagonaux
sont les valeurs propres correspondants a vq,...,v,. On a montré:

PROPOSITION 2.2. Un endomorphisme f de E est diagonalisable si et seulement
si E admet une base de vecteurs propres de f.

EXEMPLE 2.3. (i) L’homothétie h, = aldg, ot a € K, est trivialement
diagonalisable. N’importe quelle base de E est une base de diagonalisa-
tion de h,.

(i) La rotation rp de R? de centre 0 et d’angle 6, ou § # 0 [r] n’est pas
diagonalisable: elle n’a pas de valeur propre.
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(iii) Soit s la symétrie de R? par rapport & 'axe Oz. Alors s est diagonalisable.
La base canonique est une base de diagonalisation, et la matrice de s dans

cette base est ((1) _01).

DEFINITION 2.4. Une matrice A est diagonalisable quand I’endomorphisme f4
de K" représenté par A dans la base canonique de K™, X — AX est diagonalisable.

Ceci signifie que dans une certaine base B de K", la matrice de f4 est diago-
nalisale. Soit B,, la base canonique de K™. Alors la matrice de fa dans la base B
est donnée par Pgn’lﬁA’PBmB. On en déduit:

PROPOSITION 2.5. La matrice A € M, (K) est diagonalisable si et seulement
si il existe une matrice inversible P € M, (K) telle que P"1AP est diagonale. La
matrice P est alors la matrice de passage de la base canonique By, a la base B.

EXERCICE 2.6. Soit M = (}3) € My(R). Calculer les valeurs propres et
vecteurs propres de M. Montrer que M est diagonalisable et donner une matrice
inversible P telle que P~ M P est diagonale.

Méme question pour la matrice Ry = (gfsg *Czisrtf) € My(C).

Dans la suite de cette section, tous les résultats sur les endomorphismes peuvent
étre bien str réinterprétés en terme matriciel.

2.b. Diagonalisation et polynéme caractéristique. On rappelle que le
polynéme @ € K[X] est scindé sur K si il a n racines sur K comptées avec leurs
ordres de multiplicité. En d’autres termes, on a

QX)=a ] (x -z,

1<j<d

oua # 0, et 21,...,24 sont des éléments de K.
LEMME 2.7. Soit f € L(E) diagonalisable. Alors x5 est scindé sur K.

DEMONSTRATION. En effet, dans une base B de diagonalisation, on a Matg(f) =
diag(A1, ..., An) =. Le polyndme caractéristique de f est donc
T[T = x).
j=1
O

2-21
EXERCICE 2.8. Soit A = (8 —02 (1)) Montrer que A n’est pas diagonalisable.

Le fait que x ¢ est scindé n’est pas suffisant pour que f soit diagonalisable. Par
exemple A = (} 1) n’est pas diagonalisable: sa seule valeur propre est 1, et on ne
peut pas avoir A = P, P puisque ceci impliquerait A = I,. Il existe toutefois
une condition suffisante simple pour qu’une matrice soit diagonalisable en terme de

polynome caractéristique:

THEOREME 2.9. Soit f un endomorphisme dont le polynéme caractéristique est
scindé a racines simples. Alors [ est diagonalisable.

IDEE DE LA PREUVE. Par hypotheése, le polyndme caractéristique de f est de
la forme H;Zl(zj — X)), ou les z; sont deux a deux distincts. Les z; sont donc
des valeurs propres de f. Soit (e;);=1,..n des vecteurs propres correspondants.
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Montrons que e; est une base de E: cela donnerait une base de E de vecteurs propres
de f, impliquant que f est diagonalisable. Puisque B est de cardinal n = dim F, il
suffit pour cela de montrer que B est libre.

On se place dans le cas n = 2 pour donner 'idée de la preuve. On suppose
donc

(2) r1€1 + Toes =0

On doit montrer 7 = x5 = 0. En appliquant f a (2), on obtient

(3) T121€1 + Tazaes = 0.

z1x(2)-(3) donne (21 — 22)ea = 0, et donc xo = 0 puisque z; # z2. En revenant
a (2), on obtient aussi 7 = 0.

Le cas général se démontre de maniere similaire: en appliquant f7 & (3) pour
7 =0,...,n—1 on obtient les n équations:

(4) mlz{el—i—ngeg—l—...—i—xnzien:0, j=0,...,n—1.

On démontre que la seule solution de ce systéme d’équations est z1 =22 = ... =
z, = 0 en utilisant I'inversibilité de la matrice de Vandermonde [2]] _i_, . O
<<
EXEMPLE 2.10. Soit T une matrice triangulaire supérieure dont les éléments
diagonaux sont distincts deux & deux. Alors T est diagonalisable.

2.c. Diagonalisation et sous-espaces propres. On rappelle que les sous-
espaces Iy, ..., F; de E/ sont supplémentaires dans ' quand tout élément x de £/
s’écrit de maniere unique x; +x2 + ...+ x;, avec x € ) pour tout j entre 1 et k.

Onnotealors E=FE @ E,®...®E; = @izl Ey.

EXERCICE 2.11. Montrer que E;, E» et Eg sont supplémentaires dans R*

s () () 5o ( (1) - (1)

Fixons pour tout k € {1,...,5}, une base By de Ej. On peut montrer que les
espaces F, ..., F/; sont supplémentaires si et seulement si Ui:l By, est une base
de E.

On en déduit que Fi, ..., E; sont supplémentaires dans E si et seulement si 2
des 3 propriétés suivantes sont vérifiées:

(i) E=E1+...+ E; (ie. tout vecteur de E s’écrit @1 + z2 + ... + z; avec
ke Ey, k=1,...,7.
(i)
V(z1,...,2j) € BEyx...XEj, z1+zs+...4z; =0 =21 =22=...=x; =0p.
(i) dmEq + ... +dim E; =dim E.
En particulier, deux sous-espaces F; et E5 de E sont supplémentaires si et seulement
sidim By + dim Fy =dim E et By N Ey = {0g}.

PROPOSITION 2.12. L’endomorphisme f de E est diagonalisable si et seulement
st ses sous-espaces propres sont supplémentaires dans E.

DEMONSTRATION. En effet, si les sous-espaces propres de f sont supplémen-
taires dans F/, on peut construire une base de vecteurs propres de E en choisissant
une base de chaque sous-espace propre de F et en faisant la réunion de toutes ces
bases.
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Réciproquement, si f est diagonalisable, il existe une base B de vecteurs pro-
pres de E. Le sous espace propre associé a la valeur propre A est ’espace vec-
toriel engendré par les v € B tel que v est un vecteur propre associé a A. On
déduit facilement du fait que B est une base que ces sous-espaces propres sont
supplémentaires. O

On en déduit:

COROLLAIRE 2.13. L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si la

somme des dimensions de ses sous-espaces propres est exactement la dimension de
E.

EXERCICE 2.14. Calculer les sous-espaces propres des matrices suivantes. Sont-
elles diagonalisables?

110
M=(338), N=GD,

2.d. Application de la diagonalisation au calcul des puissances suc-
cessives d’une matrice. Si D = diag(\1,...,\,), ses puissances successives sont
données par D7 = diag(\,...,M,). Soit maintenant A € M,,(K) une matrice di-
agonalisable. Il existe donc une matrice P inversible telle que P"'AP = D est une
matrice diagonale. On en déduit

(P7YAP) = DJ.
Or
(P~'AP) = P71AIP,
ce qui donne
Al =pPDIpPt
On peut donc tres facilement calculer les puissances d’une matrice qu’on a diago-
nalisée.

3. Quelques propriétés suppémentaires des valeurs propres

3.a. Ordre de multiplicité des valeurs propres. Soit f € L(E) et A €
Sp(E). A est donc une racine du polynéme caractéristique xy. A A, on associe
deux notions de multiplicité:

DEFINITION 3.1. o La multiplicité géométrique mgy(\) est lordre de
multiplicité de A en tant que racine de x;.
e La multiplicité algébriqgue my(\) est la dimension du sous-espace propre

EX(f).
PROPOSITION 3.2. Si Ao € Sp(f),
mg(A) > mq(N).

DEMONSTRATION. En effet, soit (e1,...,en) une base de Ej,(f) (avec m =
me(f)). On compléte cette base en une base B de E. ALors

Matg(f) = ()\Oolm g) )

ol B est une matrice m x (n —m), 0 est la matrice nulle (n —m) x m et C est une
matrice (n —m) x (n —m). On voit alors que (Ag — A)™ divise x(A) ce qui montre
le résultat. O
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Soit f € L(E) et {\1,...,\r) ses valeurs propres (comptées avec multiplicité).
Supposons X scindé, ce qui signifie exactement

mg(A1) + ... +mg(Ny) = dim E.
On rappelle que f est diagonalisable si et seulement si
dimEy, +...dim E), = dim £,
ie.
ma(A1) +...mg(Ay) =dim E.
Par la proposition 3.2, ceci ne peut avoir lieu que si mg4(X;) = mq(A;) pour tout j.

On a donc

THEOREME 3.3. Un endormorphisme f est diagonalisable si et seulement si son
polynome caractéristique est scindé et la mutliplicité algébrique de chaque valeur
propre de [ est égale a sa multiplicité géométrique.

3.b. Trace. Soit A = la;;], i € M,(K). On appelle trace de A, et on note
<5<

Tr A la somme des coefficients diagonaux de A:

TrA= ia”
i=1

Remarquons que A — Tr A est une forme linéaire sur M,,(K) (c’est & dire une
application linéaire de M, (K) dans K).

THEOREME 3.4. La trace de A ne dépend que du polyndéme caractéristique de
A. En conséquence, si P est une matrice inversible, Tr(P~1AP) = Tr A.

DEMONSTRATION. Par définition,

Xa(A) = det(A = \,) = Y (o) H(ajo—(j)) IOLE

€S,

Supposons que o € S, n’est pas 'identité de {1,...,n}. llexistedonc k € {1,...,n}
tel que ¢ = o(k) # k. Mais alors o(¢) # £ aussi (sinon on aurait o(¢) = o(k),
contredisant I'injectivité de o). Il y a donc au moins deux indices k tels que o (k) #
k. Ceci montre que H?Zl(ajg(j)) —0;,0(j)A) est un polynéme de degré au plus n—2

en A. Donc
n

xa() = [T(az; =2 + Paa(V),
j=1
ou P, _5 est un polynome de degré au plus n — 2. En développant, on voit que le
coefficient de A"~ dans y 4 est exactement (—1)"~! Tr A, ce qui montre le théoréme.
O

EXERCICE 3.5. Montrer que si A, B € M, (K), Tr(AB) = Tr(BA). On pourra
commencer par le cas ot B = E;; (la matrice dont tous les coefficients sont égaux
a 0 sauf le coefficient b;; qui vaut 1).

COROLLAIRE 3.6 (Trace d’un endomorphisme). Si f est un endormophisme
d’un espace vectoriel E de dimension finie, Tr Matg(f) ne dépend pas du choizx de
la base B de E et est appelée trace de f.
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DEMONSTRATION. Par le théoréeme, Tr Matg(f) ne dépend que du polynéme
caractéristique de f (qui est égal au polynome caractéristique de Matg(f) pour
n’importe quelle base B, ce qui montre le résultat. O

PROPOSITION 3.7. Si le polynome caractéristique de A € M, (K) (respective-
ment f € L(E)) est scindé, alors Tr A (respectivement Tr f) est la somme de ses
valeurs propres, comptées avec leurs multiplicités géométriques.

DEMONSTRATION. Soit f € L£(E). Si xy est scindé, alors
n
xs ) =TT =N,

i=1
ol les \; sont les valeurs propres de f (comptées avec multiplicité géométrique). On
voit alors immédiatement que le coefficient de A"~ est exactement (—1)"~1 3" | A,
ce qui montre le résultat, puisque par la démonstration du théoreme 3.4, cette
quantité est aussi étale & (—1)"~! Tr f. (La démonstration est la méme lorsque ’on
remplace ’endomorphisme f par une matrice). O

Nous verrons plus loin qu'un endomorphisme dont le polynéme caractéristique
est scindé est trigonalisable. En écrivant la matrice de f dans une base de trigo-
nalisation, on retrouve immédiatement le résulat précédent.

EXERCICE 3.8. Soit p un projecteur (cf travaux dirigés). Quelle lien y a-t-il la
trace de p et 'image de p?

4. Trigonalisation
4.a. Définition et caractérisation.

DEFINITION 4.1. On dit que I'endomorphisme f de F est trigonalisable quand
il existe une base B de F telle que Matg(f) est triangulaire supérieure. B est alors
appelée base de trigonalisation.

Si f est trigonalisable, en écrivant la matrice de représentation de f dans une
base de trigonalisation, on voit que son polynéme caractéristique vérifie
n
xr) =TTy =2,
j=1
ou les A; sont les valeurs propres de f (comptées avec multiplicité géométrique).
Le polynéme x est donc scindé. On admet la réciproque de cette propriété:

THEOREME 4.2. L’endomorphisme f est trigonalisable si et seulement si son
polynome caractéristique est scindé.

En particulier, tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel est trigonalisable.

DEFINITION 4.3. La matrice A € M,,(K) est trigonalisable si et seulement si
I’endomorphisme X — AX représenté par A dans la base canonique de K" est
trigonalisable.

Comme pour la diagonalisation, on démontre facilement que est trigonalisable
si et seulement si un endomorphisme (respectivement tous les endomorphismes)
représentant A dans une base B d’un espace vectoriel est trigonalisable. De maniere
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équivalent, A est trigonalisable si et seulement si il existe une matrice P € M,,(K),
inversible, telle que P~' AP est triangulaire supérieure.

Il existe des méthodes systématiques de trigonalisation des matrices et des
endomorphismes (les réductions de Dunford et de Jordan par exemple). Nous ne
verrons pas ces méthodes dans le cas général. Nous allons en revanche, a titre
d’exemple, montrer comment trigonaliser des endomorphismes d’espaces vectoriels
en dimensions 2 et 3.

Dans toute la suite, f est un endomorphisme sur un espace vectoriel E de
dimension finie n, que I'on suppose trigonalisable (i.e. xs est scindé).

4.b. Trigonalisation en dimension 2. Supposons n = 2.

4.b.1. Si les racines de s sont simples, f est diagonalisable.

4.b.2. Si xy a une seule racine A, qui est donc double, ou bien f est diagonal-
isable, et donc Ker(f — AIdg) = E, ce qui signifie f = AIdg, ou bien f n’est pas
diagonalisable. Dans ce dernier cas, une base de triagonalisation est donnée par
B = (v1,v2) oll v1 est un vecteur propre associé & la valeur propre A, et ve n’importe
quel vecteur associé & A. La matrice Matg(f) est de la forme (3 ¢). On détermine
a € K en calculant f(vy) = avy; + Avy. On remarque que l'on peut toujours choisir
a = 1 en remplagant la base B par la base B’ = (avy, v2).

4.c. Trigonalisation en dimension 3. On suppose n = 3.

4.c.1. Si les racines de s sont simples, f est diagonalisable.

4.c.2. Si x aune racine simple \; et une racine double Ay, f est diagonalisable
si et seulement si Ker(f —AIdg) est de dimension 2. Si cette derniére condition n’est
pas vérifié, on peut facilement trigonaliser f. Une base de trigonalisation est donnée
par (v1,va,v3), oll v1 est un vecteur propre associé a A1, vy un vecteur propre associé
a Ag et v3 n’importe quel vecteur qui n’est pas dans I’espace vectoriel engendré par
(v1,v2). La matrice de f dans la base B est de la forme Matg(f) = <)\81 )\22 ;\l: ), ou

2
a et b sont tels que f(v3) = avy + bug + Agvs. Fzercice: trouver une base B’ telle
que Matp/ (f) est de la forme précédente avec a =0, b = 1.

4.c.3. Sixs auneracine triple A, la situation dépend de la dimension de Ker(f—
Adg).

e SidimKer(f—AIdg = 3, f = AIdg, et donc f est trivialement diagonalisable.

e Si dimKer(f — AIdg) = 2, f n’est pas diagonalisable. Une base de trigo-
nalisation est donnée par (vy,vs,v3), ol (v1,v2) est une base de Ker(f — A\1dg) et
vz est n’importe quel vecteur de E qui n’est pas dans Ker(f — AIdg). La matrice

de f dans la base B est de la forme Matg(f) = 0 g\ ;5\)7 ol a et b sont tels que

f(vs) = avy + buy + Avs. Exercice: trouver une base B’ telle que Matg: (f) est de
la forme précédente avec a =0, b = 1.

e Si dimKer(f — AIdg = 1, la trigonalisation est un tout petit peu plus com-
pliquée. On va montrer que ’on peut trouver une base B = (v1,v2,v3) telle que

Al

0
Matg(f) =10 X 1],
0 0 A

ou de maniere équivalente:

(5) (f*)\IdE)’Ul :0, (f*)\IdE)”UQ = v, (f*)\IdE)’Ug = V2.
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Pour cela, on commence par remarquer que la dimension de I'image de f —AIdg est
2 par le théoreme du rang. En particulier, cette image ne peut pas étre incluse dans
le noyau de f — AIdg, qui par hypothése est de dimension 1. En d’autre termes,
(f — Mdg)? # 0. On se donne alors v3 tel que (f — AIdg)?(v3) # 0, et on pose,
en suivant (5) ve = (f — Aldg)(vs3), v1 = (f — AMdg)(v2) = (f — A1dg)?(v3). En
utilisant ces définitions, et le fait que v; # 0 par le choix de v3, on montre facilement
que (v1,vg,v3) est libre, et donc que c’est une base de E. Par construction, Matg(f)
est de la forme recherchée.






CHAPITRE 3

Espaces euclidiens

Ce chapitre est une version étendue du chapitre correspondant du polycopié
écrit par Benoit Rittaud pour le cours 2019-2020.
A la fin de ce chapitre, vous devrez notamment savoir :

Utiliser les propriétés des produits scalaires et des normes euclidiennes.
Représenter matriciellement un produit scalaire.

Manier les bases orthogonales et orthonormales.

Appliquer le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
Déterminer une distance a un sous-espace a partir d’une projection or-
thogonale.

1. Produits scalaires

1l.a. Forme bilinéaire. On fixe un K-espace vectoriel FE, ou K est pour
Pinstant n’importe quel corps (on peut prendre K = R ou K = C pour fixer les
idées).

DEFINITION 1.1. Une application ¢ : E x E — K est une forme bilinéaire sur
FE lorsque

e pour tout y de F, z — ¢(x,y) est linéaire et
e pour tout x de E, y — ¢(x,y) est linéaire.

De maniere équivalente,
V(a, az, b1, B2) € K, V(ur, uz,v1,v0) € BY,  p(arur + asus, f1o1 + B2v2)
= a1f1p(ur,v1) + a1 fap(ur, v2) + asBip(ug, v1) + e fap(usz, v2).

EXEMPLES 1.2. La formule
n
@1($7y)zzxjyja -13:(331,...71'”), y:(ylv"'yn)
j=1

définit une forme bilinéaire sur K".
L’application (o de R? x R? dans R définie par
w2(x,y) = 2x1y1 + T2y — x3y1 + 4x3Y2
est une forme bilinéaire sur R3.

L’application définie sur R,,[X] x R,,[X] par

3(P.Q) = / P(HQ()d

est une forme bilinéaire sur R,,[X].

19
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1.b. Matrice associée a une forme bilinéaire. On suppose F de dimension
finie, et on fixe une base B = (ey,...,e,) de E. Soient x, y deux vecteurs de E, et

X = (Ti)i<i<n, Y = (Yi)i<i<n

les vecteurs colonnes de leurs coordonnées dans B. En utilisant la bilinéarité de ¢,
on obtient

n n n n
E TiCi, E Yi€i | = E Ti® | Ci, E Yj€j
i=1 j=1 i=1 j=1

= Y miyp(ese;) ="XAY,

1§§§n

ou A est la matrice [p(e;, ej)}lgjién.
Plus précisément, X AY est une matrice & une ligne et une colonne, identifiée
a un élément de K

DEFINITION 1.3. La matrice de la forme bilinéaire ¢ dans la base B = (e1,...,e,)

est la matrice carrée [p(e;,e;)], i, -
<<

EXEMPLES 1.4. Soit A € M,,(K). La formule

oa(X,Y)="XAY

définit une forme bilinéaire sur M,, 1(K). Sa matrice dans la base canonique de
M., 1(K) est exactement la matrice A.

La matrice de la forme bilinéaire ¢; de I'exemple 1.2 dans la base canonique
de R" est I,,.

La matrice de la forme bilinéaire ¢ de I’exemple 1.2 dans la base canonique

de R3 est ( 0 89)
140

EXERCICE 1.5. Déterminer la matrice de la forme bilinéaire 3 de ’exemple
1.2 dans la base (1, X, ..., X™).

EXERCICE 1.6. Déterminer la matrice de la forme bilinéaire ¢ de ’exemple
1.2 dans la base ((_31) , ((11) , (El)))) de R3.

EXERCICE 1.7. Soit ¢ la forme bilinéaire sur R® de matrice (1 ) dans la

1
10
0
(21,22, 23)

base canonique de R3. Déterminer ¢(z,y) en fonction des coordonnées
et (y1,v2,y3) de x et y.

Comme pour les applications linéaires, on a une formule de changement de
bases des matrices de formes bilinéaires. On se donne une forme bilinéaire ¢ sur
le K-espace vectoriel E de dimension finie, et deux bases B et B de cet espace
vectoriel. On note A (respectivement A) la matrice de ¢ dans B (respectivement
B).

On note P = PB,E la matrice de passage de B a B. On rappelle que les vecteurs
colonnes de cette matrice sont les coordonnées, dans la base B, des vecteurs de B.
Par ailleurs, la multiplication matricielle par P transforme les coordonnées d’un
vecteur dans B en ses coordonnées dans B (attention a l'inversion des deux bases
par rapport au nom “matrice de passage de B a E)
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Soit x et y deux vecteurs de E, X et Y (respectivement X et )N’) leurs coor-

données dans la base B (respectivement B). Alors
oz, y) ='XAY =X AY.
D’autre part, puisque X = PXetY = Pf/,
tXAY =*(PX)APY ='X'PAPY.

On a donc o B B o

VX,Y € M, 1(K), 'X('PAP)Y ='XAY,
ce dont on déduit facilement (par exemple en applicant la formule précédentes aux
vecteurs de la base canonique de M, ;(K)):

A='PAP, P=Pygz

C’est la formule de changement de bases pour les formes bilinéaires, a comparer a
la formule analogue pour les applications linéaires.

EXERCICE 1.8. Vérifier le résultat de l'exerice 1.6 en utilisant la formule de
changement de bases.

1.c. Forme bilinéaire symétrique.
DEFINITION 1.9. La forme bilinéaire ¢ : E x E — K est symétrique quand
V(z,y) € B2, o(x,y) = oy, ).

EXEMPLES 1.10. Reprenons les formes bilinéaires de ’exemple 1.2. Les formes
bilinéaires p; (sur R™) et ¢3 sur R, [X], définies par

o) =Y v eslP.Q) = / P)Q(1)dt

sont symétriques. La forme bilinéaire ¢o sur R3, définie par po(x,y) = 21191 +
Toys — x3y1 + 4x3ys n’est pas symétrique.

ProroSITION 1.11. On suppose E de dimension finie. Soit B une base de E.
La forme bilinéaire ¢ sur E est symétrique si et seulement si sa matrice dans la
base B est symétrique.

DEMONSTRATION. Soit A la matrice de ¢ dans B. La forme bilinéaire ¢ est
symétrique si et seulement si

V(z,y) € B2, o(z,y) = o(y,2).
Soient X et Y deux éléments de M, 1(K). Si x et y sont les éléments de E de
coordonnées respectives X et Y dans B, on a ¢(z,y) = X AY et p(y,z) = 'Y AX.
On obtient donc que ¢ est symétrique si et seulement si

Y(X,Y) € M, 1(K)?, 'XAY ='YAX.
Puisque !X AY est une matrice 1 x 1, elle est égale & sa transposée:
EXAY ='('XAY) ='Y'A('X) ='Y'AX.
La matrice ¢ est donc symétrique si et seulement si
V(X,Y) € M, 1(K)?, 'YAX ='Y'AX,

ce qui signifie exactement A = A, i.e. que A est symétrique. O
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1.d. Forme quadratique.

DEFINITION 1.12. Soit ¢ une forme bilinéaire sur E. L’application ¢ : E
K définie par ¢(z) = ¢(x,x) est appelée forme quadratique associée ¢ ¢. Une
application ¢ : E — K est appelée une forme quadratique quand il existe une forme
bilinéaire ¢ sur F telle que ¢ soit la forme quadratique associée a .

ExeEMPLES 1.13. La forme quadratique associée a la forme bilinéaire définie
par

ei(z,y) = Z L5Yj
j=1

est ¢ telle que

n

2
ql(x):z:xjv reK"
=1
La forme quadratique associée a la forme bilinéaire sur K", n > 2, définie par

pa(T,y) = T1Y2 — 201
est I’application constante égale a 0 sur K".
REMARQUE 1.14. Il n’y a pas unicité de la forme bilinéaire correspondant &

une forme quadratique g. De fait, on peut ajouter a une forme bilinéaire ¢ toute
forme bilinéaire 1 telle que

Ve e E, (x,z)=0

sans changer la forme quadratique correspondante. Une telle forme bilinéaire est
dite alternée, et il en existe sur tous les espaces vectoriels de dimension finie
supérieure a 2, comme le montre I’exemple précédent de ¢g4.

Soit ¢ une forme quadratique et ¢ sa forme bilinéaire associée. Soit A € K et
r € F, alors
a(Ax) = oAz, \r) = Nq(x).
On dit qu'une forme quadratique est homogene de degré 2. On a de plus 'identité
remarquable suivante:
(6) az+y)=e@+yz+y)=a@) +ay) + e y) + ey, z).

En utilisant la méme identité, ot y est remplacé par —y, on en déduit [identité du
parallélogramme:

q(z +y) +q(z —y) = 2(q(x) +q(y)).
De plus, si on suppose ¢ symmétrique, et que K = R ou C (ou n’importe quel corps
K de caractéristique différente de 2, ce qui permet de diviser par 2 dans K) (6)
s’écrit:

™) oly) = 5 (ale + )~ a(x) — a).

THEOREME 1.15. On suppose K = R ou C. Soit q¢ une forme quadratique sur
E. Alors il existe une unique forme bilinéaire symétrique ¢ telle que

Ve e E, o(z,z)=q(x).

Cette forme bilinéaire ¢ est donnée par la formule (7).
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DEFINITION 1.16. Si ¢ est une forme quadratique, la forme bilinéaire symétrique
définie par (7) est appelée forme polaire de q.
DEMONSTRATION. Unicité. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique associée a q.
Alors ¢ doit vérifier (7), ce qui implique 1'unicité.
Ezistence. Puisque ¢ est une forme quadratique, il existe une forme bilinéaire 1)

sur E telle que g(z) = 9 (x,z) pour tout x de E. On définit ¢ par la formule (7).
Alors d’une part
1
pla,z) = 5 (a(22) = q(2) — q(2)) = 5 (44(2) — 24(2)) = 4(2)

(on dans la deuxiéme inégalité, on a utilisé que ¢ était homogene de degré 2). Et
d’autre part, par la formule (7) définissant ¢, et la formule (6) appliquée & v,

N | =

1
(8) pl,y) = 5 (V(z,y) +¥(y,2)),
ce qui montre que ¢ est bien bilinéaire (puisque ¢ lest). O

EXEMPLE 1.17. On considere sur R? la forme quadratique définie par
q(x) = x129 + x%

Alors 'unique forme bilinéaire symétrique ¢ associée a ¢ est donnée par
1
p(r,y) = §(I1y2 — Toy1) + 3.
REMARQUE 1.18. Soit 9 une forme bilinéaire sur E, avec K = R ou C. Alors
la formule (8) définie une forme bilinéaire symétrique, appelée symétrisée de 1, et

qui est 'unique forme bilinéaire symétrique de méme forme quadratique que .
1l.e. Forme bilinéaire positive. On suppose maintenant K = R.
DEFINITION 1.19. La forme bilinéaire ¢ sur E (ou sa forme quadratique as-

sociée) est dite positive quand

Ve e E, ¢(z,z)>0.
Elle est dite définie positive quand
Ve e E\{O0g}, ¢(z,z)>0.

Donc, si ¢ est définie positive, le seul vecteur de E tel que p(z,z) = 0 est le
vecteur nul.

EXEMPLE 1.20. La forme bilinéaire ¢ définie sur R™ par ¢1(x,y) = Z?:1 Y
est définie positive. La forme bilinéaire s définie sur R, [X] par ¢3(P,Q) =

fol P(t)Q(t)dt est définie positive. Les formes bilinéaires définies sur R? par

<P5($7y) = T1Y1 — T2Y2, @6(37,9) = T1Y2

ne sont pas positives. En effet, ©5((0,1),(0,1)) = —1 et ps((—1,1),(—-1,1)) = —1.
La forme bilinéaire définie sur R? par v(x,y) = x1y1 est positive, mais pas définie
positive (car ¢((0,1), (0,1)) = 0).

DEFINITION 1.21. Une matrice A € M, (R) est positive quand
VX € Mp1(R), 'XAX >0.
Elle est définie positive quand
VX € M, 1(R)\ {0}, 'XAX >0.
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En d’autres termes, les matrices positives (respectivement définies positives)
sont les matrices des formes bilinéaires positives (respectivement définies positives).

1.f. Produit scalaire. On suppose encore K = R.

DEFINITION 1.22. Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique
définie positive.

EXEMPLES 1.23. Les exemples ¢ (produit scalaire euclidien) et ¢3 (cf Exem-
ples 1.2) sont des produits scalaires, respectivement sur R™ et R,,[X].

La forme bilinéaire 7 sur R? de l’exemple précédent n’est pas un produit
scalaire: elle est symétrique et positive, mais pas définie positive.

Un produit scalaire sur un R-espace vectoriel F est souvent noté (z,y) — = -y
ou (z,y) — (z,y). Le nombre x - y est appelé produit scalaire des vecteurs x et y.

2. Norme euclidienne
2.a. Norme.

DEFINITION 2.1. Une norme sur un R-espace vectoriel E est une application
N : E — [0, +oo[ vérifiant les trois propriétés suivantes
(i) Yu e E, N(u) =0 = u=0g.
(ii) VA € R, N(\u) = |A|N(u).
(iii) V(u,v) € E?, N(u+v) < N(u) + N(v) (inégalité triangulaire).
Le couple (E, N), ou N est une norme sur F est appelé espace vectoriel normé. Si
u € E, N(u) est appelé norme du vecteur w.

On utilise souvent une notation de type ‘valeur absolue”, mais avec deux barres,
pour dénoter une norme || - || (parfois avec un indice). La norme d’un vecteur u est
donc notée ||ul|.

DEFINITION 2.2. La distance de deux vecteurs u et v dans un espace vectoriel
normé (E, || - ||) est la quantité ||u — v]|.

EXEMPLE 2.3. Les formules suivantes définissent deux normes sur R":

n

ot =D loul, el = o ol

EXERCICE 2.4. Démontrer que ce sont bien des normes.

2.b. Inégalité de Cauchy-Schwarz. Nous allons montrer que la racine carrée
de la forme quadratique associée au produit scalaire définit une norme sur un espace
euclidien. Pour cela, nous aurons besoin de la propriété fondamentale suivante:

THEOREME 2.5. Soit E un R-espace vectoriel et (-,-) un produit scalaire sur
E. Alors

2
V(z,y) € B2 (29" < [z, 2)]|{y. 9],
avec éqalité si et seulement si x et y sont colinéaires.
DEMONSTRATION. Notons pour simplifier ||z||? = (z, ).

Si y = 0g, la propriété énoncé est triviale. De fait, il y a égalité et x et y sont
colinéaires.
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Supposons y # 0g. Alors ||y|| > 0 car le produit scalaire est défini positif. Pour
tout A € R, on a

0 < [lz + Xyl = ll=]|* + 2A{z, y) + X*[ly]]*.

C’est un trinéme du second degré (puisque ||y|| # 0) en A qui est toujours positif.
Sont discriminant est donc négatif. Ceci signifie exactement:

(@,9)* = lylPll=]* < 0,

qui est la propriété recherchée. Le discriminant est nul si et seulement si le trindbme
a une racine, donc si et seulement si

IAeR, |z+ Ay =0.

Ceci est bien équivalent au fait que x et y sont colinéaires. ([l

EXERCICE 2.6. Vérifier que l'inégalité de Cauchy-Schwarz (mais pas le critere
d’égalité) reste vrai si le produit scalaire est remplacée par une forme bilinéaire
symétrique positive (non nécessairement définie positive).

EXERCICE 2.7. En examinant la preuve précédente, montrer que

l*[[yll* — (z,9)* = ||,
pour un certain z € E que 'on déterminera.

EXEMPLE 2.8. Pour des réels x1,...,%n, Y1y-- s Yn,
n 2 n n
2 2
DI DD
j=1 j=1  j=1

Si f et g sont des fonctions continues sur [a,b], a < b,
<[ e W [

THEOREME 2.9. Soit (E, (-,-,)) un espace euclidien ou pré-hilbertien réel. On
note ||z|| = \/{(x,z). Alors | -|| est une norme sur E, appelée norme euclidienne.

t)dt| <

c. Norme euclidienne.

DEMONSTRATION. Remarquons que par positivité du produit scalaire, la quan-
tité ||z|| est bien définie comme racine carrée d’un nombre positif. Elle est positive
par construction. De plus, le produit scalaire étant défini positif, on a

|z]| =0 = (z,2) =0 =z = 0p.
Par ailleurs, si A € R, par bilinéarité du produit scalaire,
IAz||? = (\a, Az) = Nz, z).
Pour montrer I'inégalité triangulaire, on utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz:

2
lz +yl* = [l + Iyl + 262, ) < lll® + lyl* + 2llzlllyll = (2l + lyl)”-
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ExXEMPLE 2.10. La norme euclidienne usuelle sur R™ est la norme définie par:

llz|| = /22 + ...+ 22.

La distance définie par cette norme est la distante usuelle.
Il existe une infinité d’autres normes euclidiennes sur R”. Par exemple, si a1,
..., ap sont des nombres strictement positifs,

définit une norme euclidenne sur R™.

EXERCICE 2.11. Dessiner la sphere unité {x € R?, ||z|| = 1} lorsque || - || est la

norme
|lz|| = \/22% + 323.

EXEMPLE 2.12. La formule suivant définit une norme euclidienne sur R[X] (ou
sur tout sous-espace de R[X], par exemple R, [X]):

1
I|P] = /0 P?(x)dx.

La méme formule définit une norme sur ’espace vectoriel des fonctions continues
sur [0,1] a valeurs dans R.

2.d. Quelques égalités et inégalités. Soit (F, (-, -)) un espace euclidien ou
pré-hilbertien réel. On rappelle les formules suivantes, que ’on peut démontrer par
calcul direct:

Iz +yl* = llzl* + llyll* + 2(z, y)

lz + l* + llw =yl = 2/l2[1* + lyll*)

1 1
(@) =5 (le+yl* = lel* = 1y1%) = 7 (l=+ yll* =z = yll)

(Les formules de la derniere ligne, déja vues, sont des égalités de polarisation,
permettant de retrouver le produit scalaire a partir de la norme euclidienne). On
a aussi les deux inégalités triangulaires:

[z +yll < llell +llyll, [l = [yl < flz =yl

La premiere ce ces inégalités a été démontrée a l'aide de l'inégalité de Cauchy-
Schwarz. La deuxieéme découle de la premiere, appliquée a X =z —y, Y = y puis
aX=y—x Y =ur.

3. Orthogonalité
3.a. Définition. Soit (F, (-,-)) un espace euclidien ou pré-hilbertien réel.

DEFINITION 3.1. Les vecteurs u et v de E sont dits orthogonauz lorsque (u, v) =
0. On note alors ulwv. Deux sous-ensembles U et V de E sont dits orthogonaux
lorsque
VueU, YveV, ulwv.

On note de nouveau U LV. Enfin, une famille F de vecteurs de E est dite ortho-
gonale lorsque les éléments de F sont orthogonaux deux a deux.
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EXEMPLE 3.2. Les vecteurs u = (1) et v = (1) sont orthogonaux dans R?,
muni du produit scalaire usuel. Les vecteurs u et w = (') ne le sont pas.
On munit maintenant R? du produit scalaire

(z,y)s = (21 + 22) (Y1 + y2) + 22yo.

Pour ce produit scalaire, les vecteurs u et v ne sont pas orthogonaux, mais les
vecteurs u et w le sont. .
On munit R[X] du produit scalaire défini par (P,Q) = |,

X et % — X sont orthogonaux.

P(z)Q(z)dz. Alors

EXERCICE 3.3. On munit R[X] du méme produit scalaire que dans ’exemple
précédent. A quelle condition sur a les polynémes X2 et X —a sont-ils orthogonaux?

3.b. Théoréme de Pythagore.
THEOREME 3.4. Soit (u1,...,u,) une famille de vecteurs orthogonauz. Alors
luy + .+ upll? = Hunll® + . [l |,

DEMONSTRATION. Ceci découle immédiatement de ’orthogonalité des vecteurs
et de la bilinéarité du produit scalaire:

p p
e+t = (D Yow) = D0 ) =
j=1 k=1 R

p
1<I<p 0si j£k -

P
(ug,u) = Jlug >
j=1

j=1 j=

O

EXEMPLE 3.5. Soit ABC un triangle rectangle en A. Alors
BC? = AB* + AC?.

C’est le théoreme de Pythagore usuel, que I'on obtient en appliquant le théoreme
3.4 aux vecteurs BA et AC.

EXEMPLE 3.6. Appliquons le théoreme de Pythagore aux familles de 2 vecteurs
de 'exemple 3.2:

HCD P+ IIP= 1)1 =4

(ot || - || désigne la norme euclidienne usuelle de R?).

DI+ TCHI = 12D =2

1 L/9 2 1y 4
t2dt+/ (—t) dt:/ —dt = =.
/0 o \3 o 9 9

EXEMPLE 3.7. La grande diagonale d’un cube de cdté ¢ (reliant deux sommets
opposés) a pour longueur:

V2 + e+ =cV3.
Une conséquence importante du théoreme de Pythagore est la suivante:

COROLLAIRE 3.8. Soit (u1,...,up) une famille orthogonale sans vecteur nul.
Alors (u1,...,up) est libre.
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DEMONSTRATION. Soit (Aq,...,A,) € RP tel que
p
Z )\juj =0.
j=1
On remarque que la famille (Ajug, ..., Apu,) est orthogonale. Par le théoréme de
Pythagore,

P 9 P
0= D A = D2 Ml
j=1 j=1
On en déduit (puisque par hypothese |ju;|| # 0 pour tout j) Ay =... =X, =0. On
a bien montré que la famille était libre. O
3.c. Orthogonal d’une partie de E.

DEFINITION 3.9. Soit A un sous-ensemble ou une famille de vecteurs de E.
L’orthogonal de A, noté A+, est I'ensemble

At ={z € E, Yy A, (z,y) =0}.
ProOPOSITION 3.10. L’orthogonal de A est un sous-espace vectoriel de E.
DEMONSTRATION. Soit (z,5) € AL et (A, u) € R2. Soit z € A. Alors
(Ar +py, z) = Mz, 2) + uly, z) = 0.
On en déduit Az + uy € AL O

EXEMPLE 3.11. Dans R® muni du produit scalaire usuel,

1 L x
{(2)) ={(E) exayraz=of
qui est bien un sous-espace vectoriel de R3.

Dans les deux exercices suivants, on se place de nouveau dans R?® muni du
produit scalaire usuel.

EXERCICE 3.12. Donner une base de

() 0F
-1),(2 .
2 2
EXERCICE 3.13. Quel est 'orthogonal de {(z) , >0, y< 0}?
PROPOSITION 3.14. Soit A et B deux parties de E. Alors
BC A= At c B*.
DEMONSTRATION. Soit 2 € AL et y € B. Puisque B C A, on ay € A. Donc
(z,y) =0.
On a montré Vy € B, (x,y) = 0, ce qui montre x € B+, O

EXERCICE 3.15. Soit A C E. Montrer que A C (A+)+. Calculer E*, {0g}+.
Montrer que si u € E, ut = (vect u)L.

La derniere question de I'exercice précédent se généralise de la maniére suivante:
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PROPOSITION 3.16. Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie p,
et B=(f1,...,fp) une base de F'. Alors

1
Fr={fi,....fp}" .
DEMONSTRATION. Puisque {f1,...,f,} C F, on a
Frc{fi,. . [}t
par la proposition précédente. Montrons l'autre inclusion. Soit z € {f1,..., fp}L.
Soit y € F, et (y1,...,Yp) ses coordonnées dans la base B. Alors
P P
w9y = (2, uifs) = D vl f)-
j=1 j=1
Puisque x € {fi,..., fp}*, les produits scalaires (z, f;) sont tous nuls. On a donc
bien (z,y) = 0. Le vecteur y étant un élément quelconque de F', on a montré
x e Pt [

REMARQUE 3.17. Par la méme démonstration, on obtient que pour toute partie
Ade E,
(vect A)t = AL,

4. Base orthogonale

On se place dans un espace euclidien (E, (-,-)).
4.a. Définition.

DEFINITION 4.1. Une base orthogonale d’un espace euclidien F est une base B
de FE dont les éléments sont orthogonaux 2 a 2. Si de plus tous ces éléments sont
de norme 1, on dit que B est une base orthonormale.

REMARQUE 4.2. Soit FE un espace euclidien de dimension n. Alors toute famille
orthogonale de cardinal n sans vecteur nul est une base orthogonale de E. En effet,
par le Corollaire 3.8, une telle famille est libre. On en déduit que c’est une base
parce que son cardinal est égal a la dimension de F.

EXEMPLE 4.3. La base canonique de R™ est une base orthonormale pour le
produit scalaire euclidien usuel.
La base (1, X,...,X™) de R,,[X] n’est pas orthogonale pour le produit scalaire

défini par (P, Q) = [, P(t)Q(t)dt.
La famille (X, 2 — X) est une base orthogonale de Ry [X] pour le produit scalaire
précédent. Ce n’est pas une base orthonormale.
4.b. Coordonnées dans une base orthonormale.

PROPOSITION 4.4. Soit B = (e1,...,en) une base orthonormale de l’espace
euclidien E et x € E. Les coordonnées de x dans (ey,...,e,) sont données par

(<x’ej>)1§j§n'

DEMONSTRATION. Soit (z;)1<j<y les coordonnées de x dans E. Alors

n
Tr = E TkEL.-
k=1
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On fixe j € {1,...,n} et on fait le produit scalaire de cette égalité avec e;. On
obtient

n
)= 3 vt =
k=1
puisque (ex, ;) = 0; - .

EXEMPLE 4.5. Soit © = (x1,...,x,) € R™, et (e1,...,e,) la base canonique de
R™. Alors on a bien
Tj = (z, ej>7
(ou (-, -) désigne le produit scalaire euclidien usuel).
COROLLAIRE 4.6. Soit B = (e1,...,e,) une base orthonormale d’un espace
euclidien E, et x € E. Alors

n

Izl =D {a,e5)*.

Jj=1

DEMONSTRATION. On a
n
Z x,ej)e;,
Jj=1

et la famille de vecteurs ((x, €j>ej) e est orthogonale. Le résultat découle alors
1<5<n
du théoreme de Pythagore. O

EXERCICE 4.7. Comme dans I’exemple 3.2, on munit maintenant R? du produit
scalaire
(,y)s = (x1+ x2) (Y1 + y2) + T2y
Soit u = (,1) et w= (Bl).
Montrer que (u,w) est une base orthonormale de E. Donner les coordonnées
d'un vecteur x = (5.) de R? dans cette base. Calculer ||z||2.

REMARQUE 4.8. Soit B = (e;)1<j<n une base orthogonale de E. Alors B’ =

(ﬁ) est une base orthonormale de E. Si x € E, les coordonnées de x dans
J 1<j<n

. En d’autres termes:

B’ sont (@"’m))
lle;ll 1<j<n
n
=yl
||€g||2

j=1

Les coordonnées de x dans B sont donc (ngﬁ?
J

)1§j3n'
EXERCICE 4.9. Dans le contexte de la remarque précédente, Calculer ||z||2.

EXERCICE 4.10. On se place dans ’espace E des fonctions 27-périodiques f
sur R qui sont de la forme

f@)=a+bcosz + csinzx.

Pour (f,g) € E, on pose
2

(f.9)= ; f(z)g(x)d.
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a. Montrer que c’est un produit scalaire sur E, et que (1, cos,sin) est une base
orthogonale pour ce produit scalaire.

b. En déduire une base orthonormale de E. Si f = a + bcos+csin, exprimer
a,b,c et || f]| en utilisant des produits scalaires avec les fonctions 1, cos et sin.

4.c. Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. Un espace eucli-
dien admet-il toujours une base orthonormale? La réponse _positive_ est donnée
par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt:

THEOREME 4.11. Soit (e1,...,e,) une famille libre d’un espace euclidien (ou
pré-hilbertien réel) E. Alors il existe une famille libre orthogonale (f1, ..., fp) telle
que

Vie{l,...,p}, f; €vect(er,...,e;).

Si(e1,...,ep) est une base de E, (f1,..., fp) est une famille libre orthogonale de
FE ayant p = dim F éléments, donc une base orthogonale de E. Quitte a normaliser
les vecteurs f;, on obtient:

COROLLAIRE 4.12. Tout espace euclidien admet une base orthonormale.

DEMONSTRATION. La démonstration est importante, puisqu’elle donne une
méthode de construction de la famille orthogonale (f;)1<;<p-

On construit la famille libre orthogonale ( f;)1<;<p par récurrence, de la maniere
suivante.

On pose f1 = e;.
Soit j > 2. Supposons construits (f1,..., fj—1) avec les propriétés demandées.
On cherche f; de la forme

-1
fi=ei+ Y arfr
k=1

On veut (f;, fe) = 0 pour tout entier ¢ entre 1 et j — 1. En d’autres termes, en
utilisant orthogonalité des vecteurs (fx)i<wp<;—1,

Vee{l,....j—1}, 0={ej, fo) +aelfell?,

c’est a dire ap = — <‘T};ﬂ§>. On obtient donc le vecteur
j_
<6ja fk>
fi=¢— Tk
2P

qui vérifie les propriétés demandées.
Pour une interprétation de f; en terme de projection, voir la remarque 4.18
plus bas. ([

Un exemple important d’espace euclidien est donné par un sous-espace vectoriel
F d’un espace vectoriel euclidien F, muni de la restriction du produit scalaire de F
a F x F. Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt peut étre utilisé dans
ce contexte, par exemple pour construire des bases orthogonales de sous-espaces
vectoriels de R” (muni du produit scalaire usuel), comme dans l’exercice suivant.

EXERCICE 4.13. Construire une base orthonormale (pour le produit scalaire

usuelle de R*) de
1 1 3
ree((9)-(1)-()
1 0 0
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Donnons un deuxiéme exemple d’utilisation:

EXERCICE 4.14. On munit Ro[X] du produit scalaire

1
(P.Q)= /O P()Q(t)dt.

Construire une base orthogonale de Ro[X] & 1’aide du procédé d’orthogonalisation
de Gram-Schmidt & partir de la base (1, X, X?)

4.d. Projection orthogonale.

THEOREME 4.15. Soit F' un sous espace vectoriel de dimension fini d’un espace
euclidien ou préhilbertien réel E. Alors F- @& F = E. La projection np sur F
parallélement a FL est appelée projection orthogonale sur F. Si (eq,.. .,ep) est
une base orthonormale de F', on a

p
Ve e E, wp(z)= Z(ej,x>ej.

j=1

DEMONSTRATION. 1l est facile de voir que F N F+ = {Og}. En effet, si x €
FNF+ ona (z,x) =0, ce qui implique » = 0.

Il reste & montrer F' + F+ = E. On fixe une base orthonormale (eq,...,e,)
de F (une telle base existe par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt et
puisque F est de dimension finie). Pour z € E, on pose

P
olx) = Z(ek,x>ek e F.
k=1
Soit y = = — ¢(x). Montrons y € FL. Pour cela il suffit de vérifier Vj €
{1,...,p}, (y,e;) = 0 (cf Proposition 3.16). Or

P p
<y76j> = <£C,6j> - <6k,.’b><6k,€j> = <£L’,€j> - Z<€k,$>5j,k = 0.
k=1 k=1
Finalement, on a
r=_y +p(),
—~ —~~
eFL EF

ce qui montre comme annoncé que F = F @ F*, et que ¢ est la projection sur F
parallelement & F-. O

REMARQUE 4.16. On a bien évidemment np. = Idg —7p.

REMARQUE 4.17. Lorsque E est un espace euclidien, le théoreme implique
dimE = dim F + dim F+. Par ailleurs, en I'appliquant le théoreme & F+, on
obtient

E=Fteo(FH)*.
Donc
dim E = dim F* + dim(F+)*,
ce qui montre que dim F' = dim(F1)+. Puisque F C (F1)+, on en déduit
F = (FHt.

Attention ce raisonnement n’est valable que lorque la dimension de E est finie!
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REMARQUE 4.18. Revenons & la preuve du Théoreéme 4.11. Fixons j € {1,...,p}
et posons

Fy = vect(fo- . fy).
La base (fx)1<k<p ¢tant orthogonale, on a
FjJ' = VeCt(fl, ey fj—l) = VGCt(El, ceey 6]‘_1),

et donc, par la remarque précédente,

Fj = (,F]L)l = vect(el, ce ,ej,l)l
De plus,
e]a fk
—t Z TAEN
eFJ
€Fit
En d’autres termes, f; est exactement la projection orthogonale de e; sur vect(eq, ..., e;_1)*"

EXERCICE 4.19. Soit F = R* (muni du produit scalaire usuel). On pose

r-wa(()(1)

Donner F* et 7 (la projection orthogonale sur F).

EXERCICE 4.20. Calculer la projection orthogonale sur le sous-espace F' de
lexemple 4.13.

Terminons ce chapitre par une caractérisation de la projection orthogonale sur
un espace vectoriel en terme de distance:

THEOREME 4.21. Soit F un sous-espace vectoriel de l'espace euclidien E et

u € E. Alors la fonction
e |

sur F' admet un unique minimum global, atteint en x = 7p(u).

DEMONSTRATION. On a

u=mnp(u) +7ps(u).
Par le théoreme de Pythagore, si z € F,
lu —[* = ||me(u) = z[* + [[7pe (w)]].

On voit que cette quantité est minimale quand |7z (u) — x| est minimal, c’est &
dire quand = = 7p(u). O



