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Exercice 1.

1 1 4
a) Calculer le déterminant: |2 3 —2|.
01 -1
1 a1 0
. . a a 0 0
b) Soit a € R et M, la matrice: M, = 01 11
a a 0 1

(i) Calculer det M,.

(ii) Donner le rang de M, en fonction de a € R.

Exercice 2. Soit f I'application linéaire de R dans R? et g 'application linéaire de R? dans
R* définies par

fley,2)=0Be—2y+ 72,0 =2y +22),  gla,y)=(@+y2—y2x+yz—2y).
a) Déterminer 'image de f et le noyau de g. L’application f est-elle surjective et/ou
injective? Méme question pour 'application g.
b) Donner les matrices de f et g dans les bases canoniques.
c) Calculer la matrice de g o f dans les bases canoniques.

Exercice 3. Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est
-7 5
—10 8|

a) Calculer le polynéme caractéristique de f.

b) Déterminer les valeurs propres A; et Ay de f (on prendra A; < Ag).

c) Déterminer des vecteurs propres € et é; de f associés respectivement a A; et As.

d) Montrer que B = (€}, €3) est une base de R?, puis donner (sans calcul) la matrice de f
dans cette base (i.e. la matrice Matg g(f)).

Exercice 4.
a) Montrer que la matrice P qui suit est inversible et calculer son inverse:
-1 -2 1
P = 1 2 =2
1 1 =2



Soit f 'application linéaire de R? dans R? définie par

On note B la base canonique de R? et C celle de R2.

b) Donner la matrice Matgc(f) de f.

c) Soit C la famille de R2: C = ((1,1),(1,2)). Justifier que C est une base de R2, puis
déterminer les matrices de passage Mat, sz et Mats_, ..

d) Soit B la famille de R3: B = ((—1, 1,1),(-2,2,1),(1, -2, —2)). Montrer que B est une
base de R?, et déterminer les matrices de passage Mat, .5 et Matg .

e) Calculer Matg z(f).

Exercice 5.

a) Soit F et F' deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel de dimension finie. Rappeler
une relation entre dim £, dim F', dim(E N F) et dim(E + F).

b) Soit ¥, T et T3 les vecteurs de R*:
v = (—1,0,2, 2), Uy = (2, —-1,-3, —2), vz = (1,-1, -1, 0).
La famille (¢, U5) est-elle libre?

c) Soit E le sous-espace de R*: vect(#;, 0y, 3). Donner une base et la dimension de E. Quel
est le rang de la famille (0y, v, U3)7

d) Décrire E par un systéme d’équations linéaires.

Pour chacun des sous-espaces F' de R* qui suivent:

(i) Donner (en justifiant vos réponses) la dimension de F, de E N F puis de E + F.
Indication: pour étudier E N F, on pourra notamment utiliser la question d).
(ii) Déterminer si la somme E + F est directe et si E et F' sont supplémentaires.

e) F = vect ((1, 1,2, 0)).

f) F = {(m,y,0,0), (x,y) € ]R2}.

g) F:{(x,yvz,t)eR“ t.q. 2$+y+2’:0€t$+yzo}-

Exercice 6 (Facultatif). Soit £ un espace vectoriel (réel ou complexe) de dimension finie
et f un endomorphisme de E. On note pour tout entier n > 1,

ff=fofo...of, f'=1Idg.
n fois
a) Montrer que pour n > 0, Im(f™**) C Im(f™) et Ker (f) C Ker (f™*).
b) Montrer que la suite (rg(f")),cy est décroissante et que la suite (dim(Ker ")), oy est
croissante. Montrer que ces suites convergent.

c) Déduire de la question précédente qu’il existe Ny > 0 tel que
Vn > Ny, dimKer (f") = dim Ker (fNO) et rg (f") =rg (fNO) .

d) Montrer que pour tout n > Ny, Ker f* = Ker f¥o et Im f* = Im fo.
e) Montrer Im f™ @ Ker fNo = E.



