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Espaces vectoriels

Exercice 1. Soit F le sous-ensemble de R? défini par :
F={(z,y,2) ER*; 2 —2y+32=0}.
1.1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R3.
1.2. Soit (z,y,z) € R®. Montrer que :
(x,y,2) e F <= (v,y,2)=y(2,1,0)+2(-3,0,1).
1.3. Proposer deux vecteurs qui engendrent F'.

Exercice 2. Parmi les sous-ensembles suivants de R? ou R?, précisez lesquels sont des sous-espaces vectoriels :

o Fo={(0,y,2) €R3; | +y| = |2|} ;

o Fr ={(2,0,2z+y) € R®; (z,y) € R*}.

Exercice 3. On considere les sous-espaces vectoriels de R? suivants :
e P, ={(z,y,2) eR?; 2 =0},
o Py={(z,y,2) € R*; y =0},
o P.={(z,y,2) €R®; 2 =0},

D, est le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur i = (1,0,0),

D, est le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur j= (0,1,0),

e D, est le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur k= (0,0,1),
3.1. Montrer (au choix) que P, N Py =D, que P,N P, = D;, que P,N P, = D,.

3.2. Montrer (au choix) que D, ® Dy = P,, que Dy, ® D, = P, que D, ® D, = P,.

( )

( )
3.3. Montrer (au choix) que P, + P, = R3, que P, + P, = R3, que P, + P, = R3.
( )

3.4. Montrer (au choix) que P, & D, = R3, que P, ® D, =R? que P, & D, = R3.



Exercice 4. Dire pour chacune des familles suivantes de I’espace vectoriel R? si c’est une famille libre, une famille
génératrice et/ou une base de R3.

a) ((—4, —5,—2),(2,2,2),(0,—2,3)) b) <(—6,4,—16),(—9,7,—25),(3,—3,9))
¢) ((1,0,1),(1,0,2), (0,3,3), (1,6, ~2)) d) ((m, —3,-7),(2,3,7),(2,0,m)),

ol m est un parametre réel.

Exercice 5. Soient u et ¥ deux vecteurs d’un espace vectoriel E.

5.1. Comparer les sous-espaces vect(, ¥) et vect(@ + ¥, 4 — v).

5.2. Y-a-t-il un lien entre la nature (libre, liée) de la famille (@ 4 ¥, 4 — ¥) et celle de la famille (i, ) ?

Exercice 6. Soit @7 = (0,—3,1), 4y = (—2,—4,1), 43 = (3,1,0).

6.1. Montrer que B = (i1, i, i3) est une base de R®.

6.2. Exprimer les coordonnées d'un point (1,2, x3) de R3 dans la base B.

Exercice 7. On considére le systéme linéaire (.5) suivant :

r—2y+3z—2t = 0
(S) y—z+t = 0
r—3y+4z—3t 0

7.1. Montrer que I'ensemble E des solutions de (S) est un sous-espace vectoriel de R*.

7.2. Résoudre dans R* le systéme () en utilisant la méthode du pivot de Gauss. On précisera les variables de base
et les variables libres, et on exprimera F a 1’aide des variables libres.

7.3. Proposer deux vecteurs qui engendrent F.

Exercice 8. Soit F' le sous-espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs uy = (3,0,1) et up = (1,—1,2).
Soit G le sous-espace vectoriel de R3 engendré par les vecteurs v; = (5,1,0) et v5 = (6,—3,7).

8.1. Montrer que F' = G.
8.2. Montrer que F' = {(x,y,z) ER?; 2 — by —3z= 0}.
Exercice 9. On considere les deux sous-espaces vectoriels F' et G de R? définis par :
F= {(x,y,z) e R3: z:x—i—y} et G= {(x,y,z) e R3: z:()}.

9.1. Montrer que F' est engendré par les vecteurs u; = (1,0, 1) et uj
= (0,

0,1,1).
Montrer que G est engendré par les vecteurs v; = (1,0,0) et ).

1,0
9.2. Déterminer H = FNG.
Proposer un vecteur w qui engendre H. Exprimer « avec u] et u3, puis avec v7 et v3.

9.3. Montrer que F' + G = R3.

Exercice 10. Dans chacun des cas suivants, on appelle F le sous-espace vectoriel de R* formé des solutions du systéme
(S). Donner une base et la dimension de F'.

—4xy — 3x9 + 623 + 224 =0 T, 4+ 229 + 5x3 —4xy =0
(S)x1 —3zo+ 23+ 424 =0, (5)< —6x1 —8xa+2x3+924=0, (S) To+x3 —314 =0
201 + 220 — 223 — 224 =0 —x1 —3x3 — 224 =0
Exercice 11. Soit @ = (—2,1,3) et ¥ = (1, -1, —2). Soit F = vect(, 7).

11.1. Quelle est la dimension de F'?

11.2. Fixons (z,y,2) € R3. A quelle condition sur (z,y,2) le systeme
ai + bv = (2,y, 2),

d’inconnues réelles a et b est-il compatible? En déduire une équation cartésienne de F'.



Exercice 12. Dans R*, soit F' et G définis respectivement par les systémes linéaires :

200+ a9 — 23+ 24 =0 + 1 +x9+2x3—24 =0
€
T1—Tot+x3+24=0 T, —2x3+2x4 =0

12.1. Trouver deux familles : (i, @2) qui engendre F' et (¥7,72) qui engendre G.
12.2. Trouver une équation cartésienne de F' + G et donner sa dimension.
Exercice 13. Soient I’ et G des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.
13.1. Rappeler une relation entre les dimensions de F', G, FNG et F + G.

13.2. Dans chacun des cas suivants donner (avec le moins de calculs possibles) les dimensions de F, G, F NG et
F + G. Les espaces F et G sont-ils supplémentaires dans E?

1. E=R®, F = vect ((71, 3, 2)), G = vect ((3, ~8,7), (1, —3,3)).

2. E=R3, F = vect ((a, 2, 1)), G= ((az,y,z) ER, x4y +z= O), ol a est un parametre réel.

3. E=R3 F = {(A+ 20, 4X — 11, 3X + 20), (M 1) € R?}, G = {(x,y,z) ER3, z = y}

4. E=R*, F = vect ((—7,2,0,4),(1,—1,2,0)). G = {(x,y,z,t) ERY, z+y=0ctztt= 0}.
Exercice 14. Donner le rang des familles de vecteurs suivantes. En extraire une famille libre.

Fi=((1,2,5), (-1,1,1),(0,6,-12)),  Fo = ((1,2,-8), (2,5, ~7), (1,3, -3) )
Fs = ((-4,2),3,4),(-1,2), (2.-6),(2,2)).
Exercice 15. Montrer que les familles suivantes sont libres. Les compléter en une base de R? (respectivement de R*):
F={2,-3,1),(1,1,2)}, 6={(1,4,0,-2),(0,2,3,4)}.
Exercice supplémentaire. Droite de régression.

Exercice 16. Un comptable examine les ventes, en milliers d’euros, d’une petite entreprise durant les quatre dernieres
années :

Année | 1 2 3 4
Ventes | 22 27 30 34

et se demande (probleme d’extrapolation) comment estimer les ventes de 'année a venir, ’année 5.

16.1. Représenter graphiquement les ventes y en fonction du temps ¢. Les points donnés sont-ils alignés 7 Tracer une
droite y = at + 8 qui passe "au plus pres” de ces points. A partir de ce graphique, donner une estimation des ventes
pour 'année 5.

Le but des questions suivantes est de déterminer par le calcul les coefficients de la droite (appelée droite de régression)
passant au plus pres, en un certain sens, des quatre points donnés.

16.2. Soient des points (t1,y1), (t2,y2), (t3,y3), (t4, y4) du plan. Montrer que ces points sont alignés si et seulement si

Y1 1 t
le vecteur y = zz appartient au sous-espace vectoriel F' = vect ( 1 , ? > Cc R4
3 3
Y4 1 (21
22 1 1
(. 2 , . . 1 2 o . .
Vérifier que le vecteur 30 | B appartient pas a F' = vect ( 1 1] 3 ) et retrouver ainsi le fait que les points
34 1 4

du plan (1,22),(2,27),(3,30), (4,34) ne sont pas alignés.
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16.3. On considére la quantité, appellée erreur quadratique, E(a, 8) = Z?Zl (a + Bt; — yi) , qui représente le carré

de la distance entre le point (y1,y2,¥3,y4) de R* et un point quelconque (« + Bt1, a + Bto, a + Bt3, a + St4) du plan
F, a, B étant des parametres réels.
Trouver les valeurs «, 8 qui rendent minimale Uerreur E(q, 3), s’obtient en annulant les dérivées partielles de E par

JE(a,
é b - 0 Y (04 + Bt — yi) =0
rapport a a et 3 : 8E(g 3) . Vérifier que ceci peut s’écrire : 24 ( 3 ) 0
: =0 im tila+ bt —yi) =
ap '

16.4. Montrer que les équations ci-dessus forment un systeéme linéaire qui peut s’écrire sous la forme matricielle
Ar=5>
9,

1 tl yl
o a4t o |1t | v | a ], ”
oulonaposé A="VV b="Vy, V= LY = et x = étant 'inconnue.
1 t3 Y3 B
1ty Ya
11 22
. R . 1 2 27 , .
16.5. Résoudre le systeme ci-dessus lorsque V = 1 31°Y=1 30 et comparer avec les résultats obtenus a la
1 4 34
question 16.1.
16.6. Généraliser la méthode ci-dessus & un nombre quelconque de points (¢1,y1), (t2,y2), - , (tn, yn) du plan.

Exercices a préparer pour le contrdle continu.

Exercice 17. Dire pour chacune des familles suivantes de 'espace vectoriel R?* si c’est une famille libre, une famille
génératrice et/ou une base de R%.

a) ((_27 07 1’ 1)7 (27 _25 _27 O)’ (07 _3’ _27 2)7 (_77 17 47 2)) b) ((07 17 1, _1)7 (_23 _27 _la 1)7 (47 _27 _37 2))
<) ((1,—2,0,1),(—2,2,4,—6),(—9, 14,8,—17)) d) ((m,l,m,1);(2,m,2,m)),
oll m est un parametre réel.

Exercice 18. Soit {@, ¥, w} une famille libre d’un espace vectoriel E. les familles suivantes sont-elles libres ou liées ?
F =+ 0,0+, 0+ 1), G = (d+ 7,7+, — ).

Exercice 19. Soit B = ((—1,5), (1, —6)) et C = ((—17 1); (—2,3)).
19.1. Montrer que B et C sont des bases de R2.

19.2. Soit @ € R?, et (x,y) ses coordonnées dans la base B. Calculer les coordonnées de @ dans la base C.

Exercice 20. En vous inspirant de Pexercice 11, décrire par une équation cartésienne (ou un systéme d’équations
cartésiennes) chacun des sous-espaces vectoriels suivants de R® ou R?. Donner la dimension de ces sous-espaces
vectoriels.

F = Vect{(—1,2,3)}, Fy = Vect{(—1,4,1,2),(3,3,2,—1)},
FS = vect {(17572)7 (_17 _37_1)3 (3757 1)}7 Fy= {(_)‘ - 5/1“3)‘ - 3”72)"’_2”)7 ()‘7M) € RQ}

Exercice 21. Soit P le plan défini par P = {(z,y,2) € R® | 22 + 3y — z = 0}, et D la droite de vecteur directeur
&=(0,1,2).

21.1. Montrer avec le moins de calculs possible que P et D sont supplémentaires dans R3.

21.2. Soit (z,y,2) € R3. Déterminer ¥ € P, @ € D tels que (x,y,2) = ¥ + 0.



