ALGEBRE LINEAIRE ET ALGORITHMIQUE
PARTIEL N°1

INSTITUT GALILEE.
L1, 2EME SEMESTRE, ANNEE 2016-2017

Durée : 2 heures. Documents et appareils électroniques interdits, a I’excep-
tion des calculatrices de Uinstitut Galilée. Toute affirmation doit étre justifiée
rigoureusement. Les calculs intermédiaires doivent étre indiqués. Le baréme
est donné a titre indicatif.

Exercice 1 (1,5 pts). Soit E = R2. Donner trois exemples différents de
sous-espaces vectoriels de FE.

Exercice 2 (3 pts). Soient n,p,q,r des entiers naturels non nuls, A une
matrice n X p et B une matrice g X r.

a) A quelle condition sur n, p, ¢, la somme A+ B est-elle définie 7 Quelle est
alors la dimension (nombres de lignes et colonnes) de cette somme ? Exprimer
les coefficients ¢; ; de la matrice A+ B en fonctions des coefficients a; ; de A
et des coefficients b; ; de B.

b) A quelle condition sur n,p,q,r le produit BA est-il défini? Quelle est
alors la dimension (nombres de lignes et colonnes) de ce produit ? Exprimer
les coefficients d; ; de la matrice BA en fonctions des coefficients a; ; et b; ;.

Exercice 3 (4,5 pts). Soit A € R. On considére le systéme suivant, dépen-
dant du paramétre A, d’inconnues réelles x, y et z :

T+ Ay—(A+2)z=1
(Sy)) z+CA—1)y+(A+2)z=A+2
I-=XNy—(A+2)z=—-A\.
a) Résoudre ce systéme quand A = 1.
b) Résoudre le systéme (S)) selon la valeur du paramétre .

c) A quelle condition nécessaire et suffisante sur A le systéme (Sy) est-il un
systéme de Cramer ?

Exercice 4 (5 pts). Soit A = [a; ;] € Matg3(R) et B = [b; ;| € Mats>(R).
a) On suppose dans cette question (et seulement dans cette question) :

2 -3
A:h4 E)) 8], B=|1 -1
0 0

Calculer AB et BA. La matrice AB est-elle inversible 7 Et la matrice BA?
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b) On considére le systéme suivant, d’inconnues (1, z2,73) € R? :

a1,171 + a1 222 + a;3r3 =0
) {

a1x1 + ag2x2 + as3zrz =0
Ce systéme est-il compatible 7 A-t-il une infinité de solutions? Justifier vos
réponses.
c) Ecrire (S) sous forme matricielle.

d) Montrer, en utilisant les question précédentes, qu’il existe X € M3z 1(R),
non nul, tel que AX = 021, ot 02,1 est la matrice nulle 2 x 1. Que vaut
BAX?

e) Montrer que BA n’est pas inversible.

Exercice 5 (3 pts). Soit P = X3 + (2 —2)X? — (4i + 1) X + 2.

a) Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de P par
X -2

b) Donner toutes les racines complexes de P avec leurs ordres de multiplicité.

Exercice 6 (Exercice d’algorithmique, 3 pts). La matrice de Sylvester de
deux polynémes P et @) de degrés respectifs p et g est la matrice (p+q) % (p+q)
définie comme suit :
— les p+ 1 premiers coefficients de la premiére ligne sont ceux de P (par
ordre de degré croissant) et les coefficients suivants sont tous nuls;
— la i-éme ligne, 2 < i < g, est obtenue & partir de la (i — 1)-éme en la
décalant d’une colonne vers la droite, le premier coefficient étant nul ;
— les lignes 1 + g & p + ¢ sont obtenues de la méme fagon que les lignes
1 & ¢ mais & partir du polynéme Q).
Par exemple, avec P =1+ 2X +3X2+4X3 et Q =5 +V6X +V7X?2:

1 2 3 4 0
o 1 2 3 4
V5 V6 VT 00
0 V5 V6 V7 0
0 0 V6 V6 V7

Ecrire le code C d’une fonction sylvester qui renvoie la matrice de Syl-
vester M de deux polynoémes P et @) passés en parameétres. Ces polynomes
seront des tableaux unidimensionels dynamiquement alloués, la i-éme case
contenant le coefficient de X*. La matrice M sera également dynamiquement
allouée.

(=N



