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Mathématiques 2 - Algebre linéaire

TD3 : ESPACES VECTORIELS

Dans toute la feuille d’exercices, K désigne I’ensemble R des nombres réels ou I’ensemble C des nombres com-

plexes.
1. Soit F le sous-ensemble de R? défini par :
F= {(x,y,z) e R3: J;—2y+3z:0}.

a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R.

b) Soit (x,y,2) € R®. Montrer que :
(z,y,2) e F <= (2,9y,2) =y(2,1,0) +2(-3,0,1).
¢) Proposer deux vecteurs qui engendrent F'.

2. On considere le systeme linéaire (.S) suivant :

r—2y+32—-2t = 0
(S) y—z+t = 0
r—3y+42-3t = 0

a) Montrer que ’ensemble E des solutions de (S) est un sous-espace vectoriel de R?.

b) Résoudre dans R* le systéme (.S) en utilisant la méthode du pivot de Gauss. On précisera les variables de

base et les variables libres, et on exprimera F a 1’aide des variables libres.

¢) Proposer deux vecteurs qui engendrent F.

3. Parmi les sous-ensembles suivants de R?, précisez lesquels sont des sous-espaces vectoriels
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4. Soit F' le sous-espace vectoriel de R® engendré par les vecteurs u; = (3,0,1) et g = (1, —1,2).

Soit G le sous-espace vectoriel de R® engendré par les vecteurs vy = (5,1,0) et vy = (6, —3,7).

a) Montrer que F' = G.

b) Montrer que F' = {(x,y7z) eER3; z—5y—3z= 0}.

5. On considere un triplet (a, b, ¢) de réels non tous trois nuls ((a, b, ¢) € R? et (a,b,c) # (0,0,0)).

On note F{, ;) I’ensemble des vecteurs U = (2,y,2) de R® tels que ax + by +cz =0 :
Flape) = {7 = (z,y,2) € R3: ax + by + cz = 0}.

a) Montrer que F{, p, ) est un sous-espace vectoriel de R3.

b) Soit (a’,’,¢’) un autre triplet de réels non tous trois nuls. A quelle condition sur les triplets (a, b, c) et
(a’',b',c") a-t-on:

Flarpr ey = Flap,e)?

c) Est-il possible de trouver deux triplets de réels non tous trois nuls (a, b, c) et (a’, b, ') tels que :

F(al7b/1c/) ﬂ F(a,b,c) = {6)} r’

6. On considere les deux sous-espaces vectoriels F' et G' de R® définis par :

F:{(x,y,z)ERS;z:ery} et G:{(x,y,z)GR?’;z:O}.

b) Déterminer H = F N G.

Proposer un vecteur w qui engendre H. Exprimer w avec u1 et u3, puis avec vy et vs.

¢) Montrer que F' + G = R3.

7. Parmi les sous-ensembles suivants de Mo (R), précisez lesquels sont des sous-espaces vectoriels :
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a) On considere le sous-espace vectoriel Gy de M2 (R) :

12 00
Gf{MEMQ(]R); i M= }

0 0
Montrer que Gy = .
0 0

b) On considére le sous-espace vectoriel G, de My (R) :

2 0
Ge =M e My(R); M x = .
1 0
) 1 -2 0 0
Montrer que G, est engendré par les matrices A = et B =
0 0 -1/2 1
. On se place dans Mo (R) et on considere les matrices suivantes :
-3 1 -5 2 1 1 -1 0
A= , B= , C= , D=
0 2 1 2 4 —6 -1 2

a) Montrer que le sous-espace vectoriel ' de Mo (R) engendré par les matrices A et B est égal au sous-espace

vectoriel G de M2 (R) engendré par les matrices C et D.

. a b
b) Soit A = ; € Msy(R).

c
Montrer que :

a+3b—c = 0
—2b+2c+d = 0.

MeF <+—

On note C[X] I’espace vectoriel des polyndmes a coefficients dans C.

a) Montrer que C3[X], ensemble des polyndmes 2 coefficients dans C de degré inférieur ou égal a 3, est un

sous-espace vectoriel de C[X].

b) Montrer que I’ensemble F des polyndmes de C[X] qui s’annulent en 0 est un sous-espace vectoriel de
C[X].
¢) On note P I'ensemble des polyndmes pairs de C[X] et Z I’ensemble des polyndmes impairs de C[X].

Montrer que P et Z sont deux sous-espaces vectoriels de C[X].
Montrer que P @ Z = C[X].

On considere les sous-espaces vectoriels de R? suivants :

- P, = {(m,y,z) eR3; z = 0},

- Py={(z,y,2) eR®; y =0},

- P, = {(x,y,z) eR3; 2= O},

D, est le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur 0= (1,0,0),

N
D, est le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur j = (0,1,0),

|

— D, est le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur k& = (0,0, 1),

a) Montrer (au choix) que P, N P, = D,,que P,NP, = D,,que P, NP, = D,,.



b) Montrer (au choix) que D, & Dy = P,,que D, ® D, = P,,que D, ® D, = P,,.
¢) Montrer (au choix) que P, + P, = R3, que Py + P, = R3, que P, + P, = R3.
d) Montrer (au choix) que P, & D, = R3, que Py ® Dy = R3, que P, D, = R3.

. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

On note respectivement 7, (K), 7, (K) et D,,(K) les ensembles des matrices triangulaires supérieures, trian-

gulaires inférieures et diagonales de M, (K) :

_ ,TnJF(K) = {A = (aij) € Mn(K), P> = a;; = 0}’

_ %_(K) = {A = (aij) S Mn(K) ) > 1= a;j = 0}’

_ Dn(K) = {A = (aij) S Mn(K), P # ] = a;; = O}.

a) Montrer que 7, (K), 7,7 (K) et D,,(K) sont trois sous-espaces vectoriels de M., (K).

b) Montrer que 7, (K) N7, (K) = D, (K).
¢) Montrer que 7, (K) + 7,7 (K) = M,,(K).

. Soit A € M3(R) une matrice non nulle.
On note F4 I’ensemble des matrices M de M3(R) qui commutent avec A :
Fy={Me M3(R); AM = MA}.
On note G 4 le sous-espace vectoriel de M3(R) engendré par I3, A et A :
Gy = Vect{Ig, A, AQ}.

a) Montrer que F'4 est un sous-espace vectoriel de M3 (R).

b) Montrer que G4 C Fyu.

Proposer une matrice A (simple!) telle que G4 & F4.

¢) Dans cette question, on pose :
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Montrer que F'4 est engendré par les matrices :

1 00 010 0 0 0 0 00 0 0 0
Mi=]10 0 0|Ma=|0 0 0|[Msg=|10 0 |Mg=|0 1 0|[Ms=|00 0
0 00 0 0 0 0 0 0 0 00 0 01

d) Dans cette question, on pose :
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Montrer que F4 est I’ensemble des matrices diagonales de M3(RR).

Montrer que G4 = Fla.



