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Algebre linéaire
Chapitre 3. Espaces vectoriels

Référence: Liret-Martinais [1], chapitre 6. Voir aussi Tran Van Hiep [2].

Comme dans les chapitres précédents, on dénote par K I'ensemble R ou C des nombres, appelés aussi
scalaires.

I. ESPACES VECTORIELS
A. Définition. Regle de calculs.

Définition I.1. On appelle espace vectoriel sur K, ou K-espace-vectoriel, un ensemble E, dont les éléments
sont appelés vecteurs, muni de deux opérations, I'addition, qui & deux vecteurs Z et i associe un troisieme
vecteur, noté £+, et la multiplication par un scalaire, qui & un vecteur & et un scalaire A associe un vecteur,
noté \x, ayant les propriétés suivantes:
(i) Associativité de laddition: VZ,4,Z, (Z+9)+ 2 =2+ (§+ 2) (on notera & + ¢ + 2 leur valeur

commune).
) Commutativité de l’addition: VZ,y, T+ §=y+ .

) Il existe un élément de E, noté Otel que Vi e E, +0 = 7.
v) Pour tout vecteur Z, il existe un vecteur ' tel que Z + @ = 0.

) Pour tous scalaires A et u, pour tout vecteur &, A(uZ) = (A\u)Z.

) Pour tous scalaires A et p, pour tous vecteurs & et ¥, M(Z+ §) = AZ + A\ et (A + p)@ = AT + pd.
(vii) Pour tout vecteur #, 1¥ = .

Dans la définition, par convention, une lettre fléchée désigne toujours un vecteur (un élément de E), une
lettre non fléchée un scalaire (un élément de K). Nous utiliserons cette convention dans toute la suite du
cours.

Remarque 1.2. Le vecteur 0 vérifiant la propriété (iii) de la définition est unique: soit en effet un autre
vecteur @ tel que pour tout vecteur ¥, @ + £ = £. Alors

i=0+a=0.

La premitre égalité découle de la propriété VZ, # + 0 = Z, la deuxieme de la propriété VZ, @+ d = Z. Le
vecteur 0 est appelé élément neutre (pour 1'addition).

B. Quelques exemples. On vérifie facilement que I'ensemble K (muni de 1’addition et la multiplication
usuelles) est un K-espace vectoriel. Ainsi, R est un R-espace vectoriel, et C un C-espace vectoriel. Dans les
deux cas I’élément neutre est 0.

L’ensemble C est un R-espace vectoriel. L’addition de vecteurs est I'addition usuelle, la multiplication
par un scalaire est la multiplication d’un nombre complexe par un nombre réel.

Soit n > 1. On rappelle la définition de l’addition et la multiplication par un scalaire sur K™. Si
Z=(x1,...,2n) et ¥ = (y1,...,Yn) sont des éléments de K", et A € K, & + ¢ (respectivement A\Z) est par
définition le vecteur (z14y1, 2242, . . ., Xn+yn) (respectivement le vecteur (A1, Aza, ..., Az,)). Muni de ces
deux opérations, K" est un espace vectoriel. L’élément neutre pour I’addition est le vecteur 0= (0,0,...,0).

Les opérations définies sur K" dans le paragraphe précédent sont exactement 1’addition et la multiplication
par un scalaire définies sur les matrices au chapitre précédent, lorsqu’on identifie K™ & I’ensemble M,, 1(K)
des matrices colonnes. Plus généralement, si p,n > 1, M, ,,(K), muni des opérations définies dans le chapitre
2 du cours, est un espace vectoriel. L’élément neutre est la matrice nulle.

L’ensemble {(z1,22) € R? t.q. 21 = 0} est un R-espace vectoriel (muni des opérations usuelles sur R?) de
R?). En revanche, I'ensemble F' = {(ml,xg) €R? t.q. z1 > 0} n’est pas un espace vectoriel: l'image de F'
par un nombre réel strictement négatif n’est pas un élément de F.
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L’ensemble Ms(R) muni de la multiplication par un scalaire et la multiplication des matrices n’est pas un
espace vectoriel. Le lecteur est invité a déterminer quelles propriétés de la définitions sont vraies et lesquelles
sont fausses dans ce cas.

L’ensemble des suites réelles, ensemble des polyndmes réels R[X], ainsi que I’ensemble des fonctions
R — R peuvent étre munis d’'une multiplication par un scalaire qui en font des espaces vectoriels réels.
L’ensemble des suites complexes, C[X], et ’ensemble des fonctions R — C ont de méme des structures
d’espaces vectoriels complexes. Nous ne développerons pas cet aspect ici. Soulignons toutefois que la théorie
des espaces vectoriels est beaucoup plus générale que le suggere les quelques exemples simples donnés dans
les paragraphes précédents.

C. Premieéres propriétés.

—

Proposition 1.3. Soit E un K-espace vectoriel sur K, Z, i, Z des éléments de E et A\ un élément de K.
Alors:

i) Z+y=04+2=7y=72
(ii) 0& = 0.

(iit) A0 = 0.

(iv) Me=0= (A=0 ouZ =0)

Démonstration. En additionnant & chaque membre de 1’égalité '+ = Z+ Z le vecteur ' donné par le point
(iv) de la définition 1.1, on obtient & + &+ ¢ = & + & + Z, soit §¥ = Z, ce qui donne le point (i).
Montrons (ii). On a
0+ 12 =12 = (0+ 1)Z = 0F + 17.
La premiere égalité résulte du (iii) de la définition 1.1, la deuxieme de I’égalité 0 + 1 = 1, et la derniére du
point (vi) de cette méme définition. En utilisant le (i) de la proposition, on obtient 0 = 0Z.
Pour montrer (iii), on utilise encore la définition I.1 pour écrire:

A0+ A0 = A0+ 0) =A0=A0+0,

et donc, par le point (i), A0 = 0.
Il reste & montrer (iv). On suppose donc AZ = 0. Si A # 0, on peut multiplier cette égalité par %, ce qui
donne, par le (v) et le (vii) de la définition, Z = 0. O

Par (i) dans la proposition précédente, on sait que pour tout vecteur &, il y a un unique vecteur & comme

dans le (iv) de la définition I.1. La proposition suivante montre que &' = (—1)z:

Proposition I.4. Soit ¥ € E. Alors
7+ (—-1)7 = 0.

Démonstration. En effet, par le (vi) de la définition I.1 et le (ii) de la proposition 1.3,

F4(—D)F=(1-1)7=0.

Notation I.5. On note
—Z=(-1)& Z-7=2+ (7).

D. Espace vectoriel produit. Si A et B sont deux ensembles, on rappelle que le produit cartésien de A
et B, noté A x B, est 'ensemble des (a,b), ol a € A et b € B.

Définition I1.6. Soit E et F' des K-espaces vectoriels. L’espace vectoriel produit E x F' est le produit
cartésien E X F muni des lois suivantes: si (Z,Z") et (¢,¢") sont des éléments de F x F et A € K, alors par
définition,
(Z,7)+ (0,7) = @+ 7.7 +7), M) =7, \).
On vérifie facilement que E x I est bien un espace vectoriel sur K.

Exemple 1.7. L’espace vectoriel K2 défini en B. est exactement I’espace vectoriel produit K x K, ot1 K est
vu comme un K-espace vectoriel.
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Plus généralement, sin > 1 et F4, ..., E, sont des K-espaces vectoriels, on munit le produit cartésien
E;i X...x E, (Pensemble des (#1,...,%,) avec ¥1 € Ey, ..., T, € E,) d’'une addition et d’une multiplication
par un scalaire qui en font un K-espace vectoriel:

(f17...,fn) + (?717”'737’(1) = (fl +:'7177fn+37n)
MZ1y o @) = (AT, .., AT,).
On appelle encore 'espace vectoriel obtenu espace vectoriel produit. L’espace vectoriel produit
Kx...xK
—_——
n fois

au sens de cette définition est exactement ’espace vectoriel K™ introduit en B.

II. SOUS-ESPACES VECTORIELS

Soit £ un K-espace vectoriel.

A. Deux définitions équivalentes.

Proposition I1.1. Soit F' un sous-ensemble de E. Les propositions suivantes sont équivalentes:
(i) F, muni de laddition et de la multiplication par un scalaire de l’espace vectoriel E, est un K-espace
vectoriel.
(ii) Les trois propriétés suivantes sont vérifiées:
ele F;
o (Z,)) EF? =T +y€cF;
o (XeFAeK)= M\ e F.

Dans le point (ii), 0 est I’élément neutre pour l'addition sur E.

Définition I1.2. Un ensemble F vérifiant les propriétés de la proposition I1.1 est appelé sous-espace vectoriel
de F.

Remarque 11.3. En pratique, la définition donnée par le point (ii) de la proposition est celle que 'on utilise.
L’autre définition justifie ’expression “sous-espace vectoriel”.

Preuve de la proposition. On suppose (i), i.e. que F, muni des opérations sur E, est un espace vectoriel.
Notons provisoirement 0z 1'élément neutre de F et O celui de E. On a 00p = O par la proposition 1.3.
Puisque F est un espace vectoriel, on doit avoir 00 € F, donc Op € F (et par unicité, 0 = 6}7‘) Les deux
autres propriétés de (ii) découlent immédiatement de la définition d’un espace vectoriel.

Supposons réciproquement (ii). Alors l’addition et la multiplication par un scalaire de E définissent bien
des opérations sur F. Puisque ces opérations vérifient les points (i)... (vii) de la définition sur (I.1) sur E,
elles vérifient aussi ces points sur F. La seule chose & vérifier est que I’élément &' du point (iv) est bien
dans F si £ € F. Mais on sait par la proposition 1.4 que &' = (—1)Z, et donc, puisque —1 € K, on a bien
¥ erF. O

B. Exemples.

Ezemple 11.4. Les ensembles {6} et E sont des sous-espaces vectoriels de E, appelés sous-espace vectoriels
triviaur de E.

Ezemple 1L.5. Soit (a1,...,a,) € K*. L’ensemble des solutions & = (x1,...,x,) de 'équation
ai1xry + asxs + ...+ apx, =0
est un sous-espace vectoriel de K.
Ezemple 11.6. Si E est un espace vectoriel, et @ € E'\ {6}, I'ensemble
{\, X e K}

est un sous-espace vectoriel de E, appelée droite (vectorielle) de E. Dans le cas ol E est ’espace vectoriel
R? ou R3, ces ensembles sont exactement les droites passant par lorigine.

Exemple 11.7. L’ensemble {(\, u, A + i), A € R, p € R} est un sous-espace vectoriel de R3.
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Ezemple 11.8. Soit n > 1 et S 'ensemble
S={AecM,(R), "A= A}
Alors S est un sous-espace vectoriel de M, (R), appelé espace vectoriel des matrices symétriques.

Remarque 11.9. Pour montrer qu’un certain ensemble est un K-espace vectoriel, il est tres souvent plus facile
de vérifier que c’est le sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel déja connu, que de vérifier les propriétés
(i)..(vii) de la définition I.1. En pratique, on utilise trés rarement la définition I.1 pour montrer qu’un
ensemble est un espace vectoriel.

C. Intersection.

Proposition I1.10. Soit F et G des sous-espaces vectoriels du K-espace vectoriel E. Alors F NG est un
sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. C’est immédiat.

Puisque F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F, on a 0c FetleG etdone0e FNG. De méme,
si Z et ¢ sont des vecteurs de F'N G, ce sont des vecteurs de F, donc £+ i € F (car F est un sous-espace
vectoriel), et des vecteurs de G, donc Z+ ¢ € G (car G est un sous-espace vectoriel). Par suite Z+ 7 € FNG.
La preuve de (Z € FNG, A € K) = \¥ € FFN G est identique. a

Exemple 11.11. L’intersection des sous-espaces vectoriels de C?
F = {(0,29,23), (z2,73) € C*} et G = {(x1,22,0), (x1,2) € C*}

est le sous-espace vectoriel de C3:
FNnG={0,x,0), z € C}.

Proposition I1.12. Soit Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E. Alors FiNFyN...NF, est un
sous-espace vectoriel de F

Démonstration. Par récurrence, a partir de la proposition II.10. O
Donnons un exemple fondamental:

Ezemple 11.13. Soit (H) un systéme linéaire homogeéne:
a11x1 +axre + ... +aipx, =0

2121 + G222 + ...+ A2y = 0
(H)

Am1x1 + 2222 + ... + ATy = 0.

alors I’ensemble F' des solutions de (H) est un sous-espace vectoriel de K". En effet, notons, pour i €
{1,...,m}, F; Pensemble des solutions de I’équation a;121 + ajoxe +. ..+ ajnx, = 0. Par 'exemple IL.5, c’est
un sous-espace vectoriel de E. Par la proposition I1.12, F = F} N Fy N ... N F, est un sous-espace vectoriel
de F.

On peut aussi montrer directement que F' est un sous-espace vectoriel de F (ce qui a déja été fait a la fin
du chapitre I, sans utiliser ’expression “sous-espace vectoriel”).

Avertissement 11.14. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors la réunion F'U G n’est pas, en
général, un sous-espace vectoriel de E. Par exemple, la réunion des sous-espaces vectoriels {(x1,0), 1 € R}
et {(0,22), 2 € R} de R? n’est pas un sous-espace vectoriel de R?: elle contient les vecteurs (1,0) et (0,1)
mais pas leur somme (1,1). Un résultat plus précis est donné par la proposition suivante.

Proposition I1.15. Soit F' et G des sous-espaces vectoriels de E. Alors F UG est un sous-espace vectoriel
de E si et seulement si F C G ou G C F.

Démonstration. Supposons que F' n’est pas inclus dans G et que GG n’est pas inclus dans F'. Il existe alors
un vecteur & qui est dans F', mais pas dans G, et un vecteur  qui est dans G, mais pas dans F. Alors T et
¥/ sont tous les deux dans F'UG. Mais £+ ¢ ¢ F (sinon on aurait ¥ = y+ 7 —Z € F) et £+ 4 ¢ G (sinon on
aurait T =74+ y— ¢ € G. Donc £+ § ¢ F UG, ce qui montre que F'U G n’est pas un sous-espace vectoriel
de F. O
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D. Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs. On donne maintenant un exemple
important de sous-espace vectoriel. Soit n > 1 et y,...,d, des vecteurs de E (on dit aussi que (dy, ..., Uy)
est une famille de vecteurs de E).

Définition I1.16. On appelle combinaison linéaire de uy,. . . U, un vecteur de E de la forme A1ty +. . .+, Un,
ol Aq,...,\, sont des scalairess.

Proposition I1.17. L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs iy,. .. ,u, de E:
{)\1@71 o Ay My A € K”}
est un sous-espace vectoriel de E, appelé espace vectoriel engendré par uy,. .. ,u, et noté
vecet{wy, ..., Uy}

Démonstration. Notons F cet ensemble. On a 0 = 0d; + ...+ 0d, € F. Il est également trés simple de
vérifier que F est stable par addition et multiplication par un scalaire, ce qui montrer le résultat. O

Ezemple 11.18.
vect{0} = {0}.
Si @ est un vecteur non nul de E, vect @ est la droite engendrée par @ (cf exemple I1.6).
Exemple 11.19. Soit @ = (1,0,1) et ¥ = (0,1,1). Le sous-espace vectoriel de R? vect{i, 7'} est
(M + @, (A1) € R?Y = {(A i, A+ ), (A, p) € R?}.

C’est exactement le sous-espace vectoriel de R? vu dans I'exemple I1.7.

L’espace vectoriel engendré par (i1,...,4,) est le plus petit espace vectoriel qui contient (1, ..., dy):
Proposition I1.20. Soit (41, ...,4,) des vecteurs d’un espace vectoriel E, et F' un sous-espace vectoriel de
E tel que

Vied{l,...,n}, u; € F.
Alors vect(ty, ..., u,) C F.

La démonstration est laissée en exercice au lecteur.
E. Somme, somme directe, supplémentaires.

E.1. Somme de deux sous-espaces vectoriels. La démonstration (facile) de la proposition suivante est laissée
au lecteur:

Proposition I1.21. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E. L’ensemble H =
{Zf+y, T€E, ye€ F} est un sous-espace vectoriel de E.

Définition I1.22. Le sous-espace vectoriel H de la proposition précédente est noté F'+ G et appelé somme
de F et G.

Exemple 11.23. Soit F = {¥ = (z1,72,23) €ER3 t.q. 21 =0} et G = {F € R3 t.q. 23 = 0}. Alors
F+G=R3
En effet, si ¥ = (21,72, 23) € R3, on a:

(xlaanxl’)) = (Oaanx?)) + (33170,0),
—_—— N——

€F €]
et donc ¥ € F +@G.
Ezemple 11.24. Soit n,p > 1 et iy, ..., Uy, U1,...,U, des vecteurs de E. Alors
vect{us, ..., Uy} + vect{l1,...,Up} = vect{d1, ..., Uy, U1,...,0p}.

En effet, notons F' I'espace vectoriel engendré par les vecteurs @; et G ’espace vectoriel engendré par les
vecteurs ¥;. Par définition, F' + G est ’ensemble des & + ¢ avec & € F' et § € G. En utilisant la définition
d’un espace vectoriel engendré, on obtient:

F+G:{)\111’1+...+)\nﬁn+u1171+...+up17p, (Al,...,)\n,ul,...,up)€K7”+P}

ce qui donne le résultat annoncé.
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Ezemple 11.25. La somme des droites de R3, {(z,0,0), x € R} et {(0,4,0), y € R} est le plan de R3:
{(z,9,0), z € R}.

Ceci découle immédiatement de la définition de la somme de deux sous-espaces vectoriels. C’est aussi un cas
particulier de ’exemple précédent (avec n =p =1, @ = (1,0,0) et ¥; = (0, 1,0).

E.2. Somme directe.

Définition I1.26. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’'un K-espace vectoriel E. On dit que la somme
de F et G est directe quand tout élément de F' + G s’écrit de maniére unique £+ ¢ avec £ € F et yy € G. En
d’autres termes:

(f+g=fhuﬂ(@f)eFQa(jy)eGﬂ::(f:f%ng:y)
On note alors F' & G la somme de F et G.

Proposition I1.27. La somme F + G est directe si et seulement si F 0 G = {0},

Démonstration. Supposons que la somme est directe. Soit & € FFNG. Alors

£+ 0 =0+ 7,
~ =~ =~ =~
er eq €eF €eG

et par unicité de la décomposition d’un vecteur comme somme d’un élément de F' et d’'un élément de G, on
obtient ¥ = 0. D’ou F NG = {0}.
Supposons maintenant FNG = {0}. Soit & et 7’ des vecteurs de F, i et ¢ des vecteurs de G. On suppose

T+y=7+7.
Alors

FP—f =q-7.

-+

Donc Z—& =j—7 € FNG (car £ — ' € F et j—§ € G). Puisque F NG = {0}, on en déduit & =’ e
i =1, ce qui termine la preuve. (Il

Ezxemple 11.28. La somme F + G de 'exemple 11.23 n’est pas directe. En effet, on voit facilement que
FNG={(x1,29,23), t.q. 1 =0 et x3 = 0} = vect{(0,1,0)} # {0}.

Ezemple 11.29. La somme des droites de R3, {(x,0,0), z € R} et {(0,%,0), y € R} est directe. Le seul point
commun & ces droites est bien I'origine {0}.

E.3. Supplémentaires.

Définition I1.30. On dit que les sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires dans E lorsque
E=FaoaG.

En d’autres termes, la somme de F' et G est directe, et égale a E.

Si F et G sont supplémentaires dans F, tout élément ¥ de E s’écrit de maniere unique & = §f + 3 avec
jeFety €G.

Exemple 11.31. Les espaces F et G des exemples 11.23 et I1.28 ne sont pas supplémentaires dans R?: leur
somme est bien égale & R?, mais elle n’est pas directe.

Les deux droites de R?® apparaissant dans I’exemple I1.29 ne sont pas supplémentaires dans R3: leur
somme est directe, mais elle ne vaut pas R3.

Ezemple 11.32. Soit F = {(z1,0,23), (71,23) € K} et G = vect{(0,1,1)}. Vérifier que F et G sont
supplémentaires dans R3.
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E.4. Somme de plusieurs espaces vectoriels. On généralise ici E.1, E.2 et E.3 au cas de plusieurs espaces
vectoriels.

Soit Ey,...,E, des sous-espaces vectoriels de E (n > 2).

La somme E1+...+ E,, (notée encore Z?:l E;) est le sous-ensemble de E formé des vecteurs ¢ +. . .+,
avec U; € Ej pour j = 1...n. On montre facilement que c’est un sous-espace vectoriel de E.

On dit que cette somme est directe (et on la note By @ ... ® E,) lorsque 'écriture ¢ = ¥ + ... + @, avec
v; € E; pour tout j est unique, i.e. lorsque

(171+...+17n:17’1+...+17;Leth€{1,...,n}, ﬁjeEj,ﬁ;eEj):»Vje{l,...,n}, =,

Cette condition est bien siir équivalente a
(171++’Un :GetV] S {].,...,TL}, Uj 6Ej> = Vje {1,...,77,}, Ej :6

Si la somme est directe, on a j # k = E; N E; = {6}, mais cette condition n’est pas suffisante des que
n > 3 (cf exemple ci-dessous).

Comme dans le cas n = 2, on dit que Fj,..., E, sont supplémentaires lorsque leur somme est directe et
vaut E. Ainsi, les espaces (E});j=1..., sont supplémentaires si et seulement si tout élément ¥ de E s’écrit de
maniére unique v = 2?21 v, avec U; € E; pour tout j.

Ezemple 11.33. On considere
P={(z,y,2) €ER® t.q. x =y}, D;=vect{(1,0,1)}, Dy =vect{(0,1,0)}.
Alors P+ Dq + Dy = R3. En effet, (z,y,2) € R3 s’écrit:
(x,y,2) = (2 —2)(0,0,1) + 2(1,0,1) +y(0,1,0) .
—_——— — ——
epP €D, €Dy
De plus, cette somme n’est pas directe:
(1,1,1)—(1,0,1) — (0,1,0) = (0,0,0).
—— Y= ==
(S €Dy €D

Ezemple 11.34. Soit n > 1. Notons €} le vecteur de K™ dont toutes les coordonnées sont nulles, sauf la j-ieme
qui vaut 1. Alors les n droites vect(€;), j = 1...n sont supplémentaires dans K”.

III. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

Dans toute cette partie, E désigne un K-espace vectoriel.
A. Famille de vecteurs. Indépendance linéaire.

A.1. Famille de vecteurs.

Définition ITI.1. Soit N un entier > 1. Une famille (finie) F de n vecteurs de E est un n-uplet (u1, ..., d,)
de vecteurs de E. On note % € F quand # est un des vecteurs #;. Le nombre n est le cardinal de F, et on
note n = | F|. On convient qu’il existe une seule famille de cardinal 0, notée (.
Soit F = (t1,...,U,) et G = (¥, .., Vp) deux familles de vecteurs. On note FUG = (U1, ..., Un, V1, ..., Up).
Si F = (u1,...,Uy) est une famille de vecteurs, et G est une autre famille de la forme (g, ..., u,) avec
1<k <ky<...<ky,<n,ondit que G est extraite de F, et on note G C F. On dit aussi que la famille F
complete la famille G.

Ezemple TI1.2. Soit F = ((1,0,0), (0,1,0), (0,1,0), (1,0, 1)) ot G = ((1,0,0), (0,1,0), (1,0,1)). Alors F et
G sont des familles de vecteurs de R3, |F| =4, |G| = 3, et G est extraite de F.
A.2. Familles libres.

Définition II1.3. Une famille F = (@1, ...,4,) de E est libre si la propriété suivante est vérifiée:
V(x1,...,xn) € K", mily + a0ty + ... + xpU, =0=m2=a0=...=2, =0.
On dit aussi que les vecteurs w1, ..., U, sont linéairement indépendants. Si la famille F n’est pas libre, on

dit qu’elle est liée.
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Exemple 111.4. La famille’ |1|, |1]| est libre dans R3. En effet, supposons
1 2
0 1 0
T 1 —+ X9 1] =10 ,
1 2 0

iexyo=0,21+22=0et 1 + 229 =0. Alors 1 = 22 = 0.
On voit sur cet exemple que montrer qu’une famille de p vecteurs de K™ est libre revient a montrer qu’un
certain systeme linéaire homogene a p inconnues et n équations a pour seule solution la solution nulle.

1 1 1
Ezemple TIL5. Soit # = 0|, ¥y = |1| et ¥3 = |[0|. La famille G = (%, @2, ¥3) est libre dans C®. Comme
1 0 0

dans I'exemple précédent, on est ramené & étudier un systéme homogene. Soit (1, 29,73) € C3 tels que
2101 + z2U2 + 2303 = 0. Alors
T1+ 2o +23=0, 29=0¢et 1 =0,

ce qui donne facilement x1 = 25 = x3 = 0.
1 1 2

Ezemple TI1.6. Soit @y = |0, do = |1| et i3 = |1|. Alors la famille (&, s, U3) est liée. En effet:
1 0 1

iy + g — i3 = 0.
Ezemple 111.7. Si 0 € F, alors F est liée. En effet 1.0 =0, et 1 # 0.

Ezemple 111.8. Une famille & un élément @ est libre si et seulement si @ # 0. En effet, si @ = 0 la famille
n’est pas libre (cf exemple précédent). En revanche, si @ # 0, alors, par la Proposition 1.3

M=0=\=0
ce qui montre que la famille (@) est libre.

Avertissement 111.9. D’une maniere générale, le caractere libre ou liée d’une famille peut dépendre du choix
de K. Par exemple la famille (1,7) du R-espace vectoriel C est libre:

(r+iy=0,2€R, yeR)=z=y=0.
En revanche, c’est une famille liée du C-espace vectoriel C:
I1x14+ixi=0, (1,7)#(0,0).
La proposition suivante découle immédiatement de la définition d’une famille libre:
Proposition IT1.10. Si F est une famille libre, tout famille extraite de F est libre.
On termine cette partie sur les famille libres par un résultat utile:

Proposition I11.11. Soit F une famille libre et v € E. Alors la famille F U (¥) est libre si et seulement si
U ¢ vect F.

Démonstration. On note F = (1, ...,4,). On rappelle la définition de l'espace vectoriel engendré par F

(cf §D):
vect F = {xlﬁl + .t (T1,...,2) € K"}.
Supposons d’abord que F U () est libre. Si (z1,...,2,) € K", on a

n
E xU; — U # 0.
=1

En effet, ¢’est une combinaison linéaire d’éléments de la famille libre F U (¥) avec au moins un des coefficients
(celui de ¥) non nul. Donc ¥ ¢ vect F.

1on rappelle que l'on identifie un élément de K™ & une matrice colonne. Dans ce chapitre on utilisera donc indiféremment
la notation (x1,...,xn) ou la notation matricielle pour un élément de K™



Réciproquement, on suppose 7 ¢ vect F. Soit (x1,...,Z,,y) € K" On suppose

=1
Alors y = 0: sinon on aurait ¥ = —% ?:1 x;u; € vect F. Donc
n
Z Z‘j’l_fj = 0,
j=1
ce qui implique, la famille étant libre, x1 = zo = ... =z, = 0. ([

Ezemple 111.12. Une famille de deux vecteurs (i, ¥) est libre si et seulement si @ # 0 et ¥ n'est pas dans la
droite vect . Ceci découle immédiatement des deux propositions précédentes.

A.3. Familles génératrices.

Définition IT1.13. La famille 7 = (dy, ..., 4,) est une famille génératrice de E (ou simplement génératrice
quand il n’y a pas d’ambiguité) quand pour tout vecteur ¥ de E, il existe (z1,...,z,) € K" tel que

U=x1U1+ ...+ Tply.
On dit aussi que F engendre E.

Remarque 111.14. La famille F est génératrice si et seulement si vect F = E.

Ezxemples 111.15. La famille F; = {B} , [ﬂ , [ﬂ} est une famille génératrice de R?: si [ﬂ € R?, B] =

x (1) +y (1) , et donc R? = vect Fj.
1 1 0
La famille 7, = of,|1],(1 n’est pas génératrice de R®. En effet, la derniere coordonnée de tout
0 0 0

élément de vect F est nulle, et donc par exemple [0 n’est pas dans vect Fs.
1
La famille G de I'exemple II1.5 est une famille génératrice de C3. En effet, il s’agit de montrer que pour
tout (by,ba,b3) € C3, il existe (11,12, 73) tel que

1 1 1 by
x1 |0 22 (1| +25|0]| = [b2],
1 0 0 bs

ou encore:
I +.’E2+.’E3:b1, .’E2:b27 (Elzbg.

Il est facile de résoudre ce systéeme. On peut aussi remarquer que c’est un systéeme de Cramer par ’exemple

II1.5: il a 3 équations, 3 inconnues, et une seule solution lorsque b; = bs = b3 = 0. Il a donc une unique

solution quelquesoit (b, ba, b3).

Plus généralement, montrer qu’une famille de p vecteurs de K™ est génératrice revient a montrer qu’une
famille de systéme non-homogene a n équations et p inconnues admet toujours au moins une solution.
Le résultat suivant est une conséquence directe de la définition d’une famille génératrice:

Proposition I11.16. Soit F une famille génératrice. Alors toute famille qui complete F est encore génératrice.
B. Base, dimension finie.
B.1. Base.

Définition ITI.17. Une famille F de E est une base quand elle est a la fois libre et génératrice.

Exemple 111.18. La famille ([(1)} , [ﬂ) est une base de K2. Plus généralement, sin > 1et j € {1,...,n},

définissons €; comme le vecteur de K™ dont toutes les coordonnées sont nulles, sauf la j-iéme, qui vaut 1.
Alors la famille (€1, ..,¢€,) est une base de K™, appelée base canonique de K™.
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Ezemple 111.19. La famille G de I'exemple II1.5 est une base de C3: ceci découle de I’exemple II1.5 et du
dernier paragraphe des exemples I11.15.

2 1
Ezemple 111.20. La famille 11,11 n’est pas une base de R3: elle est libre mais pas génératrice
0 0

(pourquoi?).

Ezemple 111.21. La famille Of, (1|, |0, |1 n’est pas une base de R3: elle est génératrice mais pas

libre (pourquoi?).

Proposition et définition I11.22. Soit B = (é1,...,¢&,) une base de E. Alors tout vecteur & de E s’écrit
de maniére unique
n
j=1

Les x; sont appelés coordonnées de & dans la base E.

Démonstration. La famille B étant génératrice, tout vecteur & de F s’écrit

j=1
Mountrons 'unicité de cette écriture. Supposons (z1,...,z,) € K*, (y1,...,yn) € K" et
n n
D_vify =T =) w0
j=1 j=1
Alors
n
Z(xj Y;)é =0
j=1
La famille B étant libre, on en déduit z; — y; = 0 pour tout j € {1,...,n}, ce qui conclut la preuve. O

Ezemple 111.23. La famille (1,4) est une base du R-espace vectoriel C (mais pas du C-espace vectoriel C:
cette famille n’est pas libre). Les coordonées d’un élément z de C dans cette base sont la partie réelle et la
partie imaginaire de z.

B.2. Espace vectoriel de dimension finie. Fxistence de bases.

Définition ITI1.24. On dit que E est de dimension finie quand il admet une famille génératrice finie. On
convient que 'espace vectoriel {0} est de dimension finie, et que la famille vide est une famille génératrice
de {0}.

Exemple 111.25. L’espace vectoriel K™ est de dimension finie: la base canonique de K" est une famille
génératrice finie.

Proposition II1.26. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors E admet une base. Plus
précisément, de toute famille génératrice F on peut extraire une base.

Démonstration. Le cas E = {0} est immédiat. On suppose donc E # {0}. Si n > 1, on note (P,) la
propriété suivante:
De toute famille génératrice de E de cardinal n on peut extraire une base de E.

(Si il n’existe aucune famille génératrice finie de cardinal n, la propriété (P,) est automatiquement vraie.)
On va montrer que (P,) est vraie pour tout n, par récurrence sur n.

Montrons (P;). Si E n’admet pas de famille génératrice a 1 élément, (P;) est vrai. Dans le cas contraire,
on se donne G = (@) une famille génératrice de E & 1 élément. Puisque E # {0}, @ # {0}. Donc (@) est libre
(cf exemple ITL.8), ce qui montre que G est une base.

Soit n > 1. Supposons (P,,) et montrons (P,y1). Soit G = (1,...,Us+1) une famille génératrice de E
an+ 1 éléments (14 encore, si une telle famille n’existe pas, (Pn+1) est automatiquement vraie). Si G est
libre, c’est une base (extraite de G). Sinon, il existe n + 1 scalaires A1,..., A\,+1, non tous nuls, tels que

M@y 4 Aotlo + ... + Ag1ling1 = 0.
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Soit j € {1,...,n+ 1} tel que A; # 0. On a alors:

1
U = —— Apt.
J s Z Ktk
1<k<n+1
=

Soit G’ la famille obtenue & partir de G en retirant U;. L’égalité précédente montre que vect G = vect G’ et
donc que G’ est aussi génératrice. Mais |G'| = n. Par (P,), on peut extraire une base B de G'. La base B
est aussi extraite de G, ce qui conclut la preuve. O

C. Dimension d’un espace vectoriel. Caractérisation des bases. On note E un K-espace vectoriel
de dimension finie.

C.1. Cardinaux des familles libres et génératrices. On rappelle que le cardinal d’une famille F, noté |F|, est
le nombre d’éléments de F.

Le résultat suivant est a la base de la théorie de la dimension des espaces vectoriels. On utilise pour le
démontrer un résultat du chapitre 1 du cours sur les systemes linéaires.

Théoréme II1.27. Soit F une famille libre et G une famille génératrice de E. Alors |F| < |G|.

Démonstration. On note F = (u1,...,Up) ¢t G = (€1,...,€,). On veut montrer n > p. On raisonne par
I’absurde.

Supposons n < p. Puisque G est une famille génératrice de E, il existe, pour tout indice j € {1,...,p},
des n scalaires aij, ..., an; tels que

n
(1) ﬁj = Zaijé}.
=1

Puisque n < p, le systéeme homogene
P
Vi:l...n, Zaijszo
=1

qui a p équation et n inconnues (donc strictement plus d’inconnues que d’équations) a, d’apres le chapitre 1
sur les systeémes linéaires une infinité de solution. Notons (z1, ..., ;) une solution non nulle de ce systeme.
Alors, d’apres (1),

P n n P
IElﬁl + ...+ xpﬁp == E E xja,;jéi == E TjAij 6: == 0,
j=11i=1 i=1 \j=1
car les n termes entre parenthese dans la somme précédente sont nulles, par définitions des x;. Puisque
(W1, ...,Up) est libre, on doit avoir x1 = ... =z, = 0, une contradiction. O

C.2. Dimension.

Théoréme et définition II1.28. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors:

(i) Toutes les bases de E ont le méme cardinal, appelé dimension de E et noté dim E.
(ii) Le cardinal de toute familles libre de E est inférieur ou égal ¢ dim E.
(iil) Le cardinal de toute famille génératrice de E est supérieur ou égal ¢ dim E.

Démonstration. Les trois points sont conséquences du théoreme I11.27

Soit B et B’ deux bases de E. Puisque B est libre et B’ génératrice, le théoreme II1.27 implique |B| < |B’|.
De plus, B’ est libre et B est génératrice, donc |B'| < |B|. D’ou (i).

Les points (ii) et (iii) découlent immédiatement du théoréme I11.27, en utilisant encore qu’'une base est
une famille libre et génératrice. ]

Exemples 111.29. L’espace vectoriel K™ est de dimension n sur K: la base canonique a n éléments.
Soit E un espace vectoriel et @ un vecteur non nul de E. Alors I’espace vectoriel vect() est de dimension
1: il a pour base 4.
La famille de C3:
1 -1 2 V3
F = 21, 10, ||, |i+2
3 i 2 3
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n’est pas une famille libre du C-espace vectoriel C3 d’aprés le point (ii): cette famille a 4 éléments, alors que
C3 est de dimension 3.
La famille de R*%:

= O N =
— o =

n’est pas une famille génératrice de R,

Ezemple TI1.30. Soit F une famille libre (finie) de E. Alors vect F est un sous-espace vectoriel de F, qui est
de dimension finie: il découle immédiatement des définitions que F est une base de vect F.

Ezercice 111.31. Démontrer que M,, ,(K) est de dimension np sur K. On pourra pour cela considérer une
base dont les éléments sont les matrices n X p dont tous les coefficients sont nuls, sauf un qui vaut 1.

Awvertissement 111.32. La dimension d’un espace vectoriel dépend du choix de K: D’espace vectoriel C est
de dimension 1 sur C (base (1))et de dimension 2 sur R (base (1,4)). En cas d’ambiguité, on note dim¢ F
ou dimg F la dimension de 'espace vectoriel E (en tant que R-espace vectoriel ou C-espace vectroiel). Par
exemple dimg C = 1, dimg C = 2. Le lecteur est invité a montrer que la famille F des exemples II1.29 est
libre en tant que famille du R-espace vectoriel C2, ce qui ne contredit pas le point (ii) du théoréme, étant
donné que dimg C> = 6.

La dimension d’un produit d’espaces vectoriels est facile a calculer.

Proposition I11.33. Soit E et F' des espaces vectoriels de dimension finies respectivement n et p, (€1,...,€n)
une base de E et (f1,..., fp) une base de F. Alors

(€100, (0,00, (0, 1), . (0, ;)
est une base de E x F. En particulier
dim(E x F) = dim FE + dim F.
La preuve est laissée en exercice au lecteur.
C.3. Caractérisation des bases.

Théoréme I11.34. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit F une famille de vecteurs de E. Les
conditions suivantes sont équivalentes:

(i) F est une base de E.
(ii) F est une famille libre, et |F| = dim E.
(iil) F est une famille génératrice, et |F| = dim E.

Démonstration. Les implications (i)==(ii) et (i)==-(iii) découlent de la définition d’une base et du théoréeme
T11.28.

Notons n = dim E.

Mountrons (iii)=>(i). Soit F une famille génératrice & n éléments. Alors, par la proposition II1.26, il existe
une base B de E extraite de F. Mais |B| = |F|, donc B = F, et F est une base.

Montrons maintenant (ii)==(i). Soit F = (i1, ...,4,) une famille libre de E & n éléments. Montrons
que F est génératrice. Soit & € E. Par le théoreme II1.28, la famille F U (Z) n’est pas libre (elle a n + 1
éléments). Par la Proposition II1.11, # € vect F. On a bien montré que F est génératrice, ce qui termine la
preuve. O

Remarque 111.35. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. On se donne une famille F de vecteurs
de E, de cardinal n. Alors F est une base de F si et seulement si F est libre. Dans le cas £ = K", il suffit
donc, pour déterminer si F est une base, de savoir si un systeme homogene de n équations a n inconnues est
un systéme de Cramer (ou encore si la matrice des coefficients du systéme est inversible). On évite ainsi de
résoudre un systéme non-homogene (ce que 'on doit faire pour montrer directement qu’'une famille de K™
engendre K™). Le lecteur est par exemple invité & montrer que

-1 1 2 -2
—1 -1 1 -2
217 |-1{"[-3]"] 3

-1 0 1 -2
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est une base de R?.

On termine cette section sur la dimension finie par un résultat important, le théoréeme de la base in-
complete:

Théoréme II1.36. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Soit £ = (d1,...,1u,) une famille libre
de E, de cardinal p. Alors p <n et on peut compléter L en une base (U1, ..., Up, Upt1,...,U,) de E.
Démonstration. L’inégalité p < n découle du théoreme II1.28. Montrons par récurrence descendante sur
p € {1,...,n} que toute famille libre de cardinal p peut étre complétée en une base.
C’est vrai lorsque p = n: par le théoreme I11.34, une famille libre de cardinal n est une base.
Soit p € {1,...,n — 1}. Supposons le résultat vrai pour les familles libres de cardinal p + 1. Soit
L = (1, ..,1Up) une famille libre de cardinal p. Puisque p < n, £ n’est pas une base. Elle n’est donc pas
génératrice, et il existe ,11 € E tel que Up41 ¢ vect L. Montrons que la famille (@1, ..., Uy, Up+1) est libre.
Supposons donc, pour des scalaires z1,...,Tn41,
p+1
Z CEjﬁj = 6
j=1
Sizpy1 #0, Uppr = —?1“ Zle x;1; est un élément de vect £, ce qui contredit la définition de 1. Donc
Tpr1 = 0 et Z§:1 xjl; = 0. La famille (@j)j=1..p+1 est libre. Par hypothese de récurrence, on peut la
compléter en une base de F, ce qui termine la preuve. O

IV. SOUS-ESPACES VECTORIELS EN DIMENSION FINIE
A. Dimension d’un sous-espace vectoriel.
A.1. Dimension finie d’un sous-espace vectoriel.

Théoréme IV.1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et F' un sous-espace vectoriel de E.
Alors F' est de dimension finie et dim F' < dim F.

Démonstration. Le principe de la preuve est de trouver une base de F, en choisissant une famille libre
maximale de F'.

Soit n = dim F. On commence par remarquer que toute famille libre de E est de cardinal < n. En effet,
une telle famille est aussi une famille libre de E, qui est de dimension n, et il le résultat découle du théoreme
II1.28, (ii).

Soit

p = max {|£\, L famille libre de F} <n.
L’entier p est bien défini (c’est le maximum d’une famille d’entiers majorée par n). Soit £ une famille libre

de F', de cardinal p. Montrons que £ engendre F'. On en déduira que L est une base de F', et donc que F
est de dimension finie p < dim E.

On note £ = {ul, . ,up}. Soit ¥ € F. La famille (%, ..., d,, ¥) n’est pas libre (car c’est une famille de
cardinal p + 1 > p). Par la proposition IIL.11, ¥’ € vect(t1, ..., Up).
Ceci montre que £ engendre F et donc, comme annoncé, que £ est une base de F. O

Ezemple IV.2. Le sous-espace vectoriel F' de R? d’équation & = y est un sous-espace vectoriel de dimension
2 (un plan) de R3. En effet,

F={(z,z,2), (z,2) € R*} = {2(1,1,0) + 2(0,0,1), (z,2) € R*} = vect ((1,1,0),(0,0,1)).

La famille ((17 1,0), (0,0, 1)) engendre F. Puisque c’est une famille libre, ¢’est une base de F', ce qui montre
le résultat annoncé.

Le seul sous-espace vectoriel de E' de dimension dim E est E lui-méme:

Proposition IV.3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de méme
dimension dim E. Alors E = F.

Démonstration. Soit B une base de F. Alors B est une famille libre de F, de dimension dim E. Par le
théoreme IT1.34, B est une base de E. Donc dim E = |B| = dim F'. O

Définition IV.4. On appelle rang d’une famille de vecteurs la dimension du sous-espace vectoriel engendré
par cette famille.
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A.2. Dimension de la somme de deux sous-espaces vectoriels.

Théoréme IV.5. Soit E de dimension finie, F' et G des sous-espaces vectoriels de E. Alors
dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G).

Corollaire IV.6. Sous les hypothéses du théoreme, si la somme F @& G est directe, dim(F 4+ G) = dim F +
dim G. Si de plus F' et G sont supplémentaires dans E, dim F + dim G = dim F.

Preuve du théoréme IV.5. On note p la dimension de F, ¢ celle de G et k celle de F N G. On sait (cf
Théoreme IV.1), que k < p et k < g. On se donne une base (€1,...,¢€x) de F N G. Par le théoreme de la
base incompléte, on peut compléter cette famille libre en une base (€1, ..., €, f;;Jrl, ey f;,) de F' et une base
(€1,.. 1€k, Jkt1,--.,Gq) de G. Il suffit de montrer que A = (é,...,¢€x, f;;H, e ﬁ,§k+1, ..., 0q) est une
base de F' + G: on aurait alors comme annoncé dim(F +G) =k+ (p—k)+(¢—k)=p+q—k.

La famille A engendre F'+G: tout vecteur de F+G s’écrit v = j?+§avec fE F = vect(éy, .. ., €k, f;H, el f;,)
et § € G =vect(€1,..., €k Grti,---,0q)-

Il reste a prouver que la famille A est libre. On se donne des scalaires (x;)i=1... &, (Yi)i=k+1,...p €t
(2i)i=k+1,...,q tels que

k P a
(2) dowidi+ Y wifi+ Y, %gi=0.
i=1 i=k+1 i=k+1

On en déduit S0, . 25, = — S0 26 — S0, . vifi € FNG. Notons (t1,...,t) les coordonnées de ce
vecteur dans la base (e;);=1..x de E. On a donc, par (2),

k P
S @wi+t)é+ Y vifi =0,
i=1 i=k+1
ce qui implique, la famille (€, ..., €k, ﬁ+1, cee ﬁ) étant libre, que yr4+1 = ... =y, = 0. En revenant a (2),
on obtient
E q
dowd+ Y zgi =0,
i=1 i=k+1
ce qui montre, en utilisant que la famille (€1,..., €k, Git1,..-,gq) est libre, que 21 = ... = 2 = 2341 =
. = 7z = 0. Finalement, tous les coefficients de la combinaison linéaire (2) sont bien nuls, ce qui montre
comme annoncé que la famille A est libre. O

Ezemple TV.7. Le théoreme IV.5 donne une information “gratuite” (la dimension) pour calculer F' + G.
Considérons par exemple les deux sous-espaces vectoriels de R3: F = {(z,y,2) € R3t.q. * = y} et G =
vect{(1,1,0),(1,0,1)}. Montrons que F + G = R3.

Pour cela, on remarque que dim F' = 2 (exemple IV.2), dim G = 2 (G est engendré par une famille libre
de dimension 2). De plus dim(F N G) = 1. En effet, si & = (z,y, 2) € G, alors Z s’écrit A(1,1,0) + p(1,0,1).
Deplus, 7 € FF < =y <= pu=0. Donc FNG = vect{(1,1,0)} est bien de dimension 1. Par le
théoreme IV.5,

dim(F 4+ G) = dim F +dimG —dim(FNG) =2+2 -1 =3 = dimR>.
Par la proposition IV.3, F + G = R3.

B. Sous-espaces vectoriels de K”. On connait deux fagons de décrire un sous-espace vectoriel F' de K™:
comme l’espace vectoriel engendré par une de ses bases, ou comme ’ensemble des solutions d’un systeme
linéaire homogeéne (on parle dans ce deuxiéme cas de description par des équations cartésiennes, ou simple-
ment de description cartésienne de F'). On explique ici comment passer d’une de ces écritures a lautre.

B.1. Passer d’un systéme d’équations & une base. Soit (S) un systéme linéaire homogene sur K a n inconnues.
L’ensemble F' des solutions de (S) est un sous-espace vectoriel de K. La méthode du pivot de Gauss, vue
au chapitre 1 du cours, permet de déterminer une base de F: on trouve, par cette méthode, un systéme (S”)
équivalent & (S) et sous forme échelonnée réduite. Soit p le nombre de lignes non nulles de (S’). D’apres
le chapitre 1, on peut décrire 'ensemble F' avec n — p parameétres (les variables libres du systéme). Cette
description donne une base de (S’) & n — p éléments.? L’espace vectoriel F est de dimension n — p.

e fait que cette famille est libre résulte de la forme échelonnée de (S’)



15

Considérons par exemple ’espace vectoriel
F= {(x,y7z,t) eR*tq z+2y—t=0et z+2t:0}.

Les variables libres sont y et ¢, les variables de base = et z. L’ensemble F' est donné par

—2y+t -2 1
_ Y 2\ _ 1 0 2
F= —92¢ ,(y,t)ER - Yy 0 +t -2 7(y7t)€R ’
t 0 1
ou encore
-2 1
1 0
F = vect ol 129
0 1
-2 1
La famille (1) |9 est une base de F'.
0 1

B.2. Passer d’une famille génératrice a un systéme d’équations. Soit maintenant F' un sous-espace vectoriel
de K™ dont on connait une famille génératrice (f1,..., fr). On cherche une description cartésienne de F'.
Soit & € K™. On écrit
FEF < 3, ..., ) €KF, Mfi+ . A \fr=7
<= Le systeme () : Alfl +...+ )\kf;; = &, d’inconnues Aq,..., \; est compatible.

On transforme alors, par la méthode du pivot, le systéme (S) en un systéme sous forme échelonnée réduite
(S7). La compatibilité des systemes (S) et (S) est équivalente & la nullité des membres de droite des lignes

de (S’) dont le membre de gauche est nul, ce qui donne un systéme linéaire sur les coordonnées (z1,...,2,)
de Z, donc une description cartésienne de F'.
1 2
Ezxemple IV.8. Soit F' = vect 31,1 p. Alors
—4 -1
. A+2u==x
yl € F <= I\ p) eK?tq (S){ 3A—pu=y
z —AN—p==z

Par les opérations (L) + (L) —3(Ly), (L3) < (L3)+4(L1), puis (L3) + (L3)+ (L2), on obtient le systéme
sous forme échelonné réduite, équivalent au systéme (5):

A42u==x
(S7) —Tp=y—3x
O=z+y+=z.

On voit que (S’) admet une solution (A, ) si et seulement si « + y + 2 = 0, ce qui donne une description
cartésienne de F:

F={(z,y,2) €ER*t.q. 2 +y+2=0}
Pour résumer:

Proposition IV.9. Tout sous-espace vectoriel F' de K™ admet une description cartésienne. Sip = dim F', F
s’écrit comme ’ensemble des solutions d’un systéme homogéne sous forme échelonnée réduite a n inconnues
et n — p équations.

En particulier, une droite de K™ est I’ensemble des solutions d’un systeme homogene sous forme échelonnée
a n — 1 équations. Un sous-espace vectoriel de K™ de dimension n — 1 (un tel sous-espace vectoriel est
appelé hyperplan de K™) s’écrit comme ’ensemble des solutions d’une seule équation linéaire homogene. En
particulier, un plan de R?® peut toujours s’écrire comme l’ensemble des (x,y, 2) tels que ax + by + cz = 0
pour un certain triplet de réels non tous nuls (a, b, c).
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B.3. Calcul du rang d’une famille. Extraction d’une base. On rappelle que le rang d’une famille de vecteurs
F de FE est la dimension de I'espace vectoriel engendré par cette famille. Pour rechercher le rang de F, il
suffit donc de trouver une base de vect . La démonstration facile de la proposition suivante est laissée au
lecteur:

Proposition IV.10. Soit F = (€1, ...,€) une famille de vecteurs de E. Soit F' une des familles suivantes:

o F' est la famille obtenue & partir de F en échangeant les vecteurs €; et €, ot j # k.
o F' est la famille obtenue a partir de F en remplacant le j-iéme vecteur €; par le vecteur €; + ey
ouj#kethek.
o F' est la famille obtenue a partir de F en remplacant le j-iéme vecteur €; par le vecteur A€, ot
A € K\ {0}.
Alors vect F = vect F'.
En d’autres termes, les opérations élémentaires sur les vecteurs ne changent pas vect F. Lorsque E = K",

on peut alors trouver une base de vect F en appliquant la méthode du pivot de Gauss sur les éléments de F,
pour ramener F a une famille de vecteurs dont le rang est évident.

—1 0 1 -1
oy . 4 -2 -1 1 0 . .
Ezemple IV.11. Considérons la famille de R* F = ol 12 lol 22| | On applique la méthode
3 1 0 —2
du pivot? & F:
-1 0 0 0 -1 0 0 0
-2 -1 -1 2 -2 -1 0 0
21712124 21712 (7(0]°f0
3 1 3 -5 3 1 2 -3
(C5) « (C3) + (Ch) (Cs) + (C3) — (Cy)
(Cy) + (C4) — (Ch) (Cy) + (Ca) +2(C2)
-1 0 0
La famille F est donc de rang 3, et vect F a pour base E , }1 , 8
3 1 2
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3Le lecteur géné par les opérations sur les colonnes pourra écrire les vecteurs de F en lignes plutot qu’en colonnes, et
remplacer les opérations élémentaires sur les colonnes par des opérations élémentaires sur les lignes.



