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Algebre linéaire
Chapitre 4. Applications linéaires

Référence: Liret-Martinais [2].
On notera comme d’habitude K = R ou C.

I. APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES

A. Définitions. Premieéres propriétés.

A.1. Définition. Soit E et F des espaces vectoriels sur K.

Définition I.1. Soit f une application de F dans F'. On dit que f est une application linéaire de
FE dans F' quand les deux conditions suivantes sont respectées:

(1) V(Z,§) € E%, f(Z+9) = f(@)+ f(7)
(2) VZe E,VAeK, [f(A\Z)=A\f(Z).
On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires de E dans F.

Une application linéaire de E dans E est appelée endomorphisme de E. On note pour simplifier
L(E) (au lieu de L(E, E)) 'ensemble des endomorphismes de E.

Ezemples 1.2. (i) Si A € K\ {0}, lapplication hy : & — AZ est une application linéaire de
E dans E. L’application h; est simplement 'identité de E (qui est donc une application
linéaire).

(ii) L’application constante nulle, & — Op est une application linéaire de F¥ dans F', notée 0.

(iii) L’application f définie par f(z,y) = 3x — 4y est une application linéaire de R? dans R.
La méme formule définit une application linéaire de C? dans C (considérés comme espaces
vectoriels sur C ou comme espaces vectoriels sur R).

(iv) La fonction f : R — R définie par f(x) = 23 n’est pas une application linéaire de R sur R.
En effet,

f(2x1)=f(2) =8 mais 2f(1) =2 # 8.
A.2. Quelques propriétés.
Proposition 1.3. Si f € L(E,F), f(0g) = 0.

Démonstration.

P~

fOp)=f(0x0g) = Of(GE) =0p.

Proposition 1.4. Soit f € L(E, F) et uy,...,uy des éléments de E. Alors
f(/\lﬁl +...+ /\kﬁk) = )xlf(l_h) +...+ )\kf(ﬁk).

Démonstration. Si k = 2, on démontre la formule en utilisant successivement les conditions (1) et
(2) de la définition I.1:

S\t + Aatla) = f(Artdr) + f(Aatiz) = A1 f(U1) + Ao f(d2).

Le cas général se démontre par récurrence sur k. ([l
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Corollaire I.5. On suppose E de dimension finie n. Soit B = (uy,...,u,) une base de E, et
(U1, ...,0,) des vecteurs de F. Alors il existe une unique application linéraire f € L(E, F) telle
que

Démonstration. Supposons que f € L(E, F') vérifie (3). Soit Z un élément de F et (z1,...,%,) ses
coordonnées dans la base . Alors par la proposition 1.4

(4) f(a:lﬁl + xotly + ...+ xnﬁn) =210 + ...+ TpUn,
ce qui montre l'unicité de f vérifiant (3). Pour montrer I'existence, il suffit de définir f par la
formule (4): on vérifie aisément que I’application obtenue est un élément de L(E, F). O

Ezemple 1.6. Soit @ = (1,3), ¥ = (2,4). Alors il existe une unique application linéaire f : R? — R3
telle que f(@) = (—1,2,3), f(¥) = (0,0,0). Exercice: donner une expression de f.

B. Matrices de représentation d’une application linéaire. Sur les espaces vectoriels de di-
mension finie, une base de départ et une base de I'espace d’arrivée étant donnée, une application
linéaire s’identifie & une matrice.
On rappelle que l'on identifie K" & I’espace vectoriel M,, 1(K) des matrices colonnes & n lignes:
1

T2
un élément de K" sera noté indifféremment (x,z2,...,2,) ou | . | (cf par exemple la formule (5)

T
plus bas: la premiere notation est utilisé pour le terme de gauche de la premiere égalité, la seconde
notation est utilisée pour tous les autres termes).

B.1. Définition.

Définition 1.7. Soit E, I’ des espaces vectoriels de dimensions finies respectivement n et p. Soit
B = (i1, s, ...,U,) une base de E et C = (U1, 02,...,7p) une base de F. Soit f € L(E,F). La
matrice de représentation de f dans les bases B et C (appelées plus simplement matrice de f dans
les bases B et C), notée Matpc(f) est la matrice p x n dont le coefficient (7,7) est donné par la
i-eme coordonnée de f(i;) dans la base C. En d’autres termes, la j-ieme colonne de Matg¢(f) est
donnée par les coordonnées de f(u;) dans la base C.

B.2. Ezemple: cas des bases canoniques. Soit f une application linéaire de K" dans KP, A =
[a; j]1<i<p sa matrice dans les bases canoniques de K" et KP. Alors:

1<j<n
arl a2 Aln anry + a2x2 + ...+ aipy
az1 a2 azn a21r1 + a22x2 + ...+ apTy
(5) f(xi,mo,...,xn)=a1 | . | +x2| . | +..-Fta| . | =
ap1 ap2 Apn ap1x1 + ap2T2 + ... + AppTy

On peut donc facilement reconnaitre une application linéaire de K™ dans KP: chacune de ses
coordonnées dans KP est donnée, comme dans (5), par une combinaison linéaire de coordonnées
dans K”. De plus, on lit sur cette formule les coefficients de la matrice de I'application linéaire
dans les bases canoniques:

Ezemple 1.8. La formule
(6) f(x1, 29, k3, T4, 5) = (mx1 + 43 + X5, 173 + V24 + x5, 21 + T, 1 + To + 4T3 + x4)
que 'on peut encore écrire:

wx1 + 4xs + x5
13 + \@m + x5
—x1 + X2
1 + 3z + 4x3 + 24

(7) f(@1, 22, v3, 24, 5) =



définit une application linéaire de C° dans C*. Sa matrice dans les bases canoniques est:

T 0 4 0 1
0 0 7 V2 1
-1 10 0 0

1 34 1 0

B.3. Cas général. Donnons un exemple de calcul de matrice de représentation dans des bases
canoniques.

Ezemple 1.9. Soit f € £L(R? R3) défini par

3r1 + 4xo
(8) f(g;ba:Q): —21 + 29
5%1—.%’2
Soit B = (i1, i), C = (¥, Ua, U3), ol
B T Pt It o n
u1=17u2=1,01=1,’02=1,’03=0
1 0 0

On vérifie facilement que B et C sont des bases de R? et R? respectivement. Calculons
A = Matgc(f).

La formule (8) nous donne:

Il reste a exprimer f(i1) et f(u2) dans la base (¥, ¥a, ¥U3). Notons (z1,z2,x3) les coordonnées de
f(d1) dans cette base. Alors:

T=x1+ 22+ 23
f(ﬁl) = a:1171 + xggg =+ x3173 < 1=z 4+ x2
4::B1

Ce systeme linéaire est sous forme échelonnée. On obtient immédiatement

r1 =4, x9=-5, x3=28.

D’ou
9) f(ty) = 40, — 50y + 8.
La méme méthode donne:
(10) f(tda) = —6U) + 90y — 275.
En combinant (9) et (10), on obtient:

4 —6

Matge(f) = |5 9

8 =2
Remarquons que cette matrice est completement différente de la matrice de f dans les bases canon-
iques de R? et R?, —32 le , qui se lit sur la formule (8).

5 -1

Comme le montre I’exemple précédent, le calcul de la matrice de représentation d’une application
linéaire f dans les bases (i1, ..., uy), (U1,...,7,) se décompose en deux étapes:

(i) le calcul de f(u1), ..., f(i,);



(ii) le calcul des coordonnées de f(u1),...,f(u,) dans la base (1, ...,7,) (soit la résolution de
n systeémes linéaires, & p équations et p inconnues chacun).

B.4. Applications linéaires et mutliplication par une matrice. La proposition suivante donne une
facon plus concrete d’'interpréter Matp ¢ (f).

Proposition 1.10. Sous les conditions de la définition 1.7, on se donne un vecteur & de E de
1 1

: ] dans la base B. On note Y = | : ] les coordonnées de f(Z) dans la base

Tn Yn

coordonnées X = [

C. Alors
Y = Matg,c(f) X.

Démonstration. Notons Matgc(f) = A = [aij]i<i<n. Alors
1<j<p

[(@) = f(zrur + 2otiz + . .. + 2ptin) = o1 f(U1) + 22 f (U2) + ... + 20 f (1)

p p

p
=T E ajlﬁj + 29 E ajgﬁj +...+xy E ajnz_fj

j=1 7=1 j=1

En regroupant les termes de la derniere ligne de I'inégalité précédente, on voit que pour j =1...p,
la coordonnée y; de ¥; est donnée par

n
Yj = Z AjkLks
k=1
ce qui signifie bien que Y = AX au sens du produit matriciel. O

Ezemple 1.11. Reprenons I’application linéaire f de 'exemple 1.9. Les coordonnées de f(2u; + u2)
dans la base C = (¥, ¥, U3) sont données par le produit matriciel:

9 4 -6 9 2
Matgc(f) |:1:| =|-5 9 |:1:| = [-1
8 -2 14
En d’autres termes:
f(Qﬁl + 77:2) = 207 — Uy + 1475.
En identifiant K" & M,, 1(K), une matrice A € M, ,, définit une application linéaire
X—AX

de K™ dans KP. En fait, toute application linéaire de K" dans K? est de cette forme:

Proposition 1.12. Soit f une application linéaire de K" dans KP. Soit A € M, ,(K) la matrice
de f dans les bases canoniques de K™ et KP. Alors f est application linéaire

X— AX.

Démonstration. Ceci découle immédiatement de la proposition 1.10. Si X est un vecteur de R™
(respectivement de RP), le vecteur de ses coordonnées dans la base canonique de R™ (respectivement
RP) est également X! O

2x1 + x2
Ezemple 1.13. L’application linéaire f de R? dans R?® définie par f(z1,20) = | o1 — 2 | est
31‘2
I'application X — AX, avec

b

I
S =N

|

—
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Avertissement 1.14. On a donc identifié, a ’aide des matrices de représentation dans les bases
canoniques, L(K", KP) a M, ,(K). Il est conseillé au lecteur de ne pas abuser de cette identification
et de se souvenir qu’il existe d’autre bases que les bases canoniques, et donc d’autres matrices de
représentations d’un élément de L£(K”, KP) que celles dans les bases canoniques.

C. Opérations sur les applications linéaires.

C.1. Opérations linéaires.

Définition I1.15. Soit f,g € L(E, F), A € K. On définit les applications f + g et A\f de E dans F’
par:

(f +9)(@) = f(Z) +9(Z), (ANE@) = Af(T).

Dans les deux égalités de la ligne précédente, I’addition et la multiplication par A apparaissant dans
le membre de droite de chaque égalité sont 'addition et la multiplication par A de I’espace vectoriel
F.

Proposition 1.16. (i) St f,g € L(E,F), les applications f+g et A\f données par la définition
1.15 sont des éléments de L(E, F).
(ii) L’addition et la multiplication par un scalaire ainsi définies conférent a L(E, F) une struc-
ture de K-espace vectoriel. L’élément neutre de cet espace vectoriel est la fonction constante
égale o Op.

Démonstration. Démontrons le point (i). Soit & et i deux éléments de E. En utilisant succes-
sivement la définition de f + g, la linéarité de f et g, la commutativité de 'addition sur F' puis a
nouveau la définition de f + g, on obtient:

(f+9)(@+Y) = f(@+Y)+9(Z+Y) = f(@)+f (1) +9(D)+9(¥) = f(Z)+9(T)+f(¥)+9(¥) = (f+9)(@)+(f+9)())-
De méme, si A € K,

(f +9)(AZ) = fF(AD) + g(AT) = Af(Z) + Ag(T) = A(f(Z) + 9(2)) = (A(f + 9))(Z).

Donc f + g € L(E,F). La démonstration du fait que puf est un élément de L(E, F) si p € K est
tres proche et laissée au lecteur.

Pour démontrer le point (ii), on vérifie facilement les 7 conditions de la définition d’un espace
vectoriel, en utilisant la définition de Af et f + g et la structure d’espace vectoriel sur F.

Par exemple, si f,g € L(E,F) et A € K, alors pour ¥ € F,

(A(f 4+ 9)(@) = A(f + 9)(@) = A(f(Z) + 9(2)) = Af(T) + Ag(Z) = (Af)(@) + (Ag)(D),
ce qui montre que \(f + g) = Af + Ag. La preuve des autres conditions est laissée au lecteur. [

Exemple 1.17. Soit f,g € L(R?,R3) définis par

2r1 — X2 To — 2x1
fler,z2) = |z +x2 |, g(z1,22) = 0
0 T2
Alors:
4:E1 — 2:E2
(2f)(a:1, .732) = |2x1 4+ 229
0
et
0

(f+9)(x1,22) = |71+ 22
X2
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C.2. Composition de deux applications linéaires. On rappelle que si E, F' et GG sont des ensembles,
f est une application de E dans F' et g est une application de F' dans G, la composée de f et g,
noté g o f, est définie par

Ve e E, go f(z)=g(f(z)).
C’est un application de E dans G.

Proposition 1.18. Soient E, F,G des espaces vectoriels sur K. Soit f € L(E,F) et g € L(F, Q).
Alors go f € L(E,G).

Démonstration. Si Z,i € E, et A € K,
go f@+4) =g(f(@+7)) =9(f(@)+ [() =9(f(@) + 9(f(@) = (g0 [)Z)+ (g° )@
et
go f(AT) = g(f(AZ)) = g(Af(Z)) = A(g o f(Z)).
]

Ezercice 1.19. Soit f € L(R%,R), g € L(R,R?) donnés par f(x1,r2) = x1+x2 et g(x) = (z, —2x, 32).
Calculer g o f.

C.3. Effet des opérations sur les matrices. Les opérations sur les applications linéaires se traduisent
facilement en terme de matrices de représentations:

Proposition 1.20. (i) Soit E, F des espaces vectoriels de dimension finie, B, C des bases de
E et F respectivement. Soit fi, fo € L(E,F), \,u € K. Alors:

Matgc(Afi + pf2) = AMatgc(fi) + pMatpc(f2).

(ii) Soit E, F, G des espaces vectoriels de dimension finie, B, C, D des bases de E, F et G
respectivement. Soit f € L(E,F), g € L(F,G). Alors:

Matgp(g o f) = Matcp(g) Matgc(f).

Le point (ii) signifie que la composition des applications se traduit par le produit matriciel de
leurs matrices de représentations. Remarquons que le produit matriciel de la derniere ligne de la
proposition est bien défini: si n = dimFE, p = dim F' et ¢ = dim G, le premier facteur est une
matrice g X p, le deuxieme une matrice p x n. Le produit obtenu est bien une matrice g x n.

Démonstration. Nous ne démontrerons que le point (ii). La preuve (plus facile) du point (i) est
laissée au lecteur. On note:

B=(a,...,G0), C=(T1,...,5), D=(di,... 7,
Matgc(f) = [aijli<i<p, Matep(g) = [bijli<i<q, Matpp(go f) = [bij]1<i<q-
1<j<n 1<5<p 1<j<n

Alors:
q

P p P q P
(9o f)(i) =g (E ak:jﬁk) =Y arg(@) =Y ar; Y b =Y (Z bikaj) Wi
k=1 k=1 k=1 i=1 i=1 \k=1
La i-éme coordonnée de (g o f)(u;) dans la base D est donc exactement

P
Cij = Zbikakj7
k=1
ce qui montre la formule annoncée au vue de la définition du produit de deux matrices. [l
Remarque 1.21. Le (ii) justifie a posteriori la définition du produit matriciel.
Exercice 1.22. Soit E = R?, FF = R3, G = R%. On suppose
-1 1

MatB,C(f) =A= 2 0f, MatC"D(g) =B = |:

1—10]
3 2

0 2 1



a. Calculer Matgp(go f).

b. La matrice AB est-elle la matrice de représentation d’une certaine application linéaire dans des
bases que ’on précisera?

Solution.

a. Par la proposition 1.20,
-3 1
Mats ol o f) = Mate p(o) Matsc(1) = (7 3).

b. On a envie de dire que AB est une matrice de représentation de I’application f o g. Mais
AB = Matg,c(f) Matc,p(g),

la base D de R? considéré comme 1’ “espace d’arrivée” de g n’est donc pas la méme que la base
B de R? considéré comme “espace de départ” de f. Le produit AB n’a donc pas d’interprétation
particuliere en terme de composition d’applications linéaires.

D. Changement de bases.

D.1. Position du probleme. Soit E et F des espaces vectoriels de dimensions finies et f € L(FE, F).

On se donne deux bases de E, B et B et deux bases de F , C et C. Peut-on exprimer Matgc(f) en
fonction de Matz 5(f)? On commence par donner un exemple concret.

~ = = ~

D.2. Ezemple. On suppose E = R?, F = R3 B = (i1, i), B = (t1,u2), C = (¥, 0s,73), C =
(171,172,173) avec

et o
1 1 0 1 1 1
o= -1, %= |1|, w=10|, o=10|, =11, =0
0 0 1 0 0] 1
On suppose de plus
-1 1
Matge(f) = | 2 0
3 2

On chercher a calculer Mat g +(f ).

Premaére étape. On commence par calculer f (41) et f(dg). Puisquon conmait f(@;) et f(ib), il
suffit de trouver les coordonnées de u1 et uQ dans la base B. On a:
1, 1,

U] = Uy et Ug = §u1—|— §U2

(la deuxieme égalité s’obtient par résolution du systéme x; + zo = 1, 1 — 9 = 0). Donc, en
utilisant 1'expression de Matg c(f),

flar) = fi) = —1 + 205 + 303,

S )+ 3 F () =

f(ﬂz):2

1 (—171 + 209 + 3173) + 1 (171 + 2173) = Uy + §173.

2 2 2

Deuziéme étape. On a obtenu les coordonnées de f(i1) et f(u2) dans la base C. On a besoin des
coordonnées de ces vecteurs dans la base C. 11 suffit pour cela d’écrire les vecteurs ¥, U et U3 en
fonction de 51, 0y et 03. En résolvant pour chaque vecteur un systéme linéaire (dans ce cas précis,
échelonné) de trois équations a trois inconnues, on obtient

— —

U] = 201 — Vg, U = U2, 3 = —U1 + U3.
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D’ou, en utilisant la premiere étape,

fla1) = — (201 — T) + 202 + 3(03 — 01) = —501 + 302 + 303,

et
= =2 5 = =2 5? = 5:’
f(u2) =U2+§(—U1+U3)=—§ 1+1)2+§ 3-
On en déduit
5 _2
2
Matgﬁ(f) = 3 1
3 5
2

Conclusion. Pour déduire Matgﬁ(f) de Matg¢(f), on a eu besoin:

e des coordonnées des vecteurs de la base B dans la base B;
e des coordonnées des vecteurs de la base C dans la base C.

Ces informations sont données par les matrices de passage d’une base & une autre, que nous allons
définir maintenant.

D.3. Matrices de passage.

Définition 1.23. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, B = (4, s, ..., U,) et B =

(ﬁl,ﬁg, R f[n) deux bases de E. La matrice de passage de B & B, notée Mat est la matrice

B—B>
n x n dont les vecteurs colonnes sont les coordonnées des vecteurs de la base B dans la base B. En

’ “ S 11 ~ — .. .
d’autres termes, si I'on note Mat,  z = [pm]%;én, on a
<j<n

n
V] 6{1,...,71}, ’llj :Zpijai-
i=1

Exemple 1.24. Soit B la base canonique de R? et C la famille

1] 2] T[4
c=111],13],]5
ol o] |6

On vérifie facilement que C est une base de R3. La matrice de passage de B & C est la matrice des
coordonnées des vecteurs de C dans la base canonique. On obtient donc, sans calcul:

1 -2 4
Matpse =11 3 5
0O 0 6

Ezemple 1.25. On reprend les notations de ’exemple de la sous-partie D.2. Alors, d’apres la
premiere étape de cet exemple:
1 1
MatBHg: [0 §:| .
D’apres la deuxieme étape:

2 0 -1
Matgﬁc =(-1 1 0
0 1

Proposition 1.26. Sous les hypothéses de la définition précédente, on note

P = Matg_ﬁ.

Z1
: ] ses coordonnées dans B. Alors

Tn

1

: ] ses coordonnées dans B et X = [

Tn

SoithE,X:[

X = PX.



Démonstration. On a

n n n n n
T = g TjlUj = oy Dijl; = E DiiT; | Ui,
j=1 j=1 =1 =1 \j=1
et donc
n
€Tq = § PbijZj,
Jj=1
ce qui montre la formule annoncée. O

Awvertissement 1.27. L’ appellation “matrice de passage de BaB peut étre source de confusion: la
matrice de passage de B a B transforme les coordonnées d’un vecteur dans B en celles de ce méme
vecteur dans B (et non l'inverse, comme on pourrait s’y attendre).

Le lecteur pourra vérifier que la matrice de passage de B a B est en fait la matrice e représentation,

dans la base B, de I'application linéaire qui envoie les vecteurs de B dans ceux de B, ce qui explique
son nom:

Mat, == Matgp(f), feL(E,E), Yi=1...n, f(4)=1u.

B—B

Corollaire 1.28. Toute matrice de passage est inversible. De plus:

1

Mat (Mat

B—B B—)B)

Démonstration. Soit P la matrice de passage de B a B et Q@ la matrice de passage de B aB. Alors,
si & € E a pour coordonnées X dans la base B et X dans la base B on a, par la proposition 1.26:

QX = X et X = PX.
D’ou
VX eK" X =PQX.
On en déduit que 'application linéaire X — PQX est 'identité de K", c’est a dire:
PQ =1I,.

Ezxemple 1.29. On revient a I’exemple de la sous-partie D.2. Alors,
AN -1
e~ (o 1)) =l %]

ﬁl = ’L~L1 et ’17:2 = —ﬂl + 2’112,

En d’autres termes,

ce que l'on peut vérifier par un calcul direct a I'aide des expressions de u1, s, %1 €t Usg.

De méme, en calculant I'inverse de la matrice Mats_, ., on obtient
bo g
Mat, z= 13 1 3
0 0 1

Théoréme 1.30 (Formule de changement de bases). Soit f € L(E,F), B et B des bases de E, C
et C des bases de F. Alors

Matg ¢(f) = Matg_,o Matp.c(f) Maty 5

-1
= (Matcﬁg) Matgc(f) MatB%E
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Démonstration. Ceci découle de la formule de changement de coordonnées de la proposition 1.26.
Soit ¥ € E, X le vecteur colonne de ses coordonnées dans B et X le vecteur colonne de ses
coordonnées dans B. Alors, par la proposition 1.26, les coordonnées de f(Z) dans C sont:

Y = Mat&c(f)X = MatB,C(f) MatBag‘i:

et les coordonnées de f(i) dans C sont donc:
Y = Matg ,, Matgc(f) Mat,; 5 X.
Or par définition de Matz (f),
Y = Matg o(f)X.
On a donc:
VX € K", Matg . Matge(f) Maty 5 X = Matg o(f)X,

ce qui montre comme annoncé:

MatCNﬁC Matgc(f) MatBHE = Matgvg(f).

Remarque 1.31. On peut résumer le théoreme 1.30 par le schéma suivant

Ma
(E,8) 22U (g e
B o
(8.B) g~ (R0

ou P = Mat, = permet de passer des coordonnées dans B aux coordonnées dans B , et Q@ = Mat,_ 5
permet de passer des coordonnées dans C aux coordonnées dans C (cf proposition 1.26).

Ezemple 1.32. On revient a I’exemple précédent. On a:

11 2 0 -1
MatB_ﬂg: |:0 %:| , 1\/[814’6(::_>c = 1 1 0
2 0 1
et
-1 1
MatB,c(f) =12 0
3 2

On en déduit, par le théoreme 1.30, puis un calcul simple de produits matriciels:

2 0 -1 -1

1 1 -5 -3

1 L 2
Matgﬁ(f) = Mataﬁc Matgc(f) MatBaE =(-1 1 0 |Matge(f)=1]2 0 [0 %:| =13
0 0 1 3 2 2 3

On retrouve bien le résultat de la sous-partie D.2.

Remarque 1.33. Comme le montre I’exemple précédent, on peut calculer la matrice Matg,g a partir
de Matpg ¢ sans utiliser (ni méme connaitre) explicitement la formule de changement de bases. La
formule de changement de base doit étre absolument connue, mais la méthode de la sous-partie D.2
est tout a fait valable pour appliquer un changement de bases a la matrice d’'un endomorphisme.

N[Ot =
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II. APPLICATIONS LINEAIRES ET ESPACES VECTORIELS

A. Image et image réciproque d’un sous-espace vectoriel. Commengons par rappeler la
définition de I'image et de 'image réciproque d’un ensemble par une application:
Définition II.1. Soit f une application de E dans F, ou F et F' sont des ensembles.

(i) Si A C E, I'image de A par f, notée f(A), est le sous-ensemble de F:

£(A) = {f(a), ac A} - {b €F tq JacE, b= f(a)}.
(ii) Si B C F, I'image réciproque’ de B par f, notée f~1(B) est le sous-ensemble de E:
fY(B)={a€Etq. f(a)€ B}.

Avertissement 11.2. La notation f~1(B) ne signifie pas que f est bijective et admet une application
réciproque f~1. L’ensemble f~!(B) est défini pour tout application f de E dans F, dés que B est
un sous-ensemble de F. Par ailleurs, on n’a pas toujours f(f~1(B)) = B ou f~1(f(A)) = A (cf
Pexercice suivant).

Ezercice 11.3. Soit f : R — R la fonction cosinus z + cosx. Calculer f~1(R), f(R), f~1([-1,1]),
F7H(0,1]), F710Y), f((0,71), £([0,7/2]), F({O}), puis f (F~H(R)) et f~ (f([0,7])).

Définition I1.4. Soit f € L(E, F). L’'image f(F) de E par f est appelée aussi image de f et notée
Im(f). L’image réciproque f~(0z) de {0z} par f est appelée noyau de f et notée? Ker(f) .
Remarque 11.5. En d’autres termes, 'image de f est I’ensemble:

Im(f) ={y € F, t.q. I € E, j= f(¥)},
et le noyau de f est I’ensemble:

Ker(f) = {:f € E tq. f(7) = 6F}.

Théoréme I1.6. Soit f € L(E,F).

i 1mage d’un sous-espace vectoriel de E par f est un sous-espace vectoriel de F.

i) L% d’ toriel de £ t toriel de I

(ii) L’mage réciproque d’un sous-espace vectoriel de F par f est un sous-espace vectoriel de
E.

En particulier, le noyau et I'image de f sont des sous-espaces vectoriels (de E et F' respectivement).

Démonstration. Soit G' un sous-espace vectoriel de E. Alors Og € G, donc 0p = f(0g) € f(G).
Soit maintenant #, v € f(G). Par définition de f(G), il existe des vecteurs & et ¢ de G tels que
= f(Z) et = f(¥). On a
u+v=f(@)+ f(§) =@+
Puisque G est un sous-espace vectoriel de E, ¥ + ¢y € G et on déduit de I'égalité précédente
U+ 7€ f(G).
Si de plus A € K, on a AX € G et donc

M= Af(Z) = f(AT) € f(G),
ce qui achéve de montrer que f(G) est bien un sous-espace vectoriel de F'.

Montrons maintenant le deuxiéme point. Soit H un sous-espace vectoriel de F'. Alors f (6 E) =
Op € H, et donc O € f~Y(H). De plus, si @t,v € f~1(H). Alors

fli@+70) = f(u) + f(7),
et puisque f(@) et f(¥) sont dans H et H est un sous-espace vectoriel de F, f(@) + f(V) € H, ce
qui montre que @+ 7 € f1(H).

e lecteur pressé pourra faire 'impasse en premiere lecture sur cette notion d’image réciproque, qui sera surtout
utilisée dans la suite pour définir le noyau d’une application linéaire (cf la remarque IL.5 plus bas qui donne une
définition du noyau sans utiliser cette notion).

2de 'allemand Kern signifiant noyau.
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Enfin, si A € K et @ € f~Y(H), alors f(\i) = \f(&) est un élément de H puisque f(#) est un
élément de H. Donc A\ € f~!(H). On a bien démontré que f~!(H) est un sous-espace vectoriel
de E. ]

Exemple I1.7. Soit A le sous-ensemble de R3:
A= {(m,y,z) €ER3 tq x+y+z=0et x—2y=0}.
Alors A est le noyau de I'application linéaire f € £(R3?, R?) définie par
flx,y,2) = (x+y+zx—2y).
C’est donc un sous-espace vectoriel de R3.
Exemple 11.8. Soit B le sous-ensemble de R3:
B = {(xl + x9,x1 — x2,2x1 + x2), (T1,22) € ]Rz}.

Alors B est I'image de I'application linéaire g € £(R?, R3) définie par

g(x1,x2) = (x1 + x2, 1 — T2, 271 + T2).
Donc A est un sous-espace vectoriel de R3.

Exercice 11.9. Soit A le sous-ensemble de R? des triplets (z1 + @2, 23 — x4, 21 — 3) tels que
(x1,x2,23,24) € R?* et 221 — 29 + 23 — x4 = 0. Montrer que A est un sous-espace vectoriel de
R3.
Solution. Soit f:R* — R3 défini par

f(x1, 0,23, 14) = (T1 + 22, 3 — T4, 71 — X3).
D’apres la sous-partie B.2 ci-dessus, f est une application linéaire. Soit

G= {(x1,$2,$3,1‘4) eR* t.q. 207 — T2 + T3 — x4 = 0}.
C’est un sous-espace vectoriel de R*. On a
A= f(G),

et donc A est un sous-espace vectoriel de R3.
B. Injectivité et surjectivité, lien avec ’image et le noyau.

B.1. Injection, surjection: rappels.

Rappel 11.10. Soit A et B deux ensembles et f une application de A dans B.

(i) On dit que f est injective lorsque tous les éléments dans I'ensemble d’arrivée ont au plus
un antécédent dans ’ensemble de départ, i.e:

Ve,ye A, f(x)=fly) =z =y.
Ce qui peut encore se lire:

Vi,ye A, xFy= f(x) # f(y)

(deux éléments distincts de I'ensemble de départ ont des images distinctes).
(ii) On dit que f est surjective lorsque tous les éléments dans ’ensemble d’arrivée ont au moins
un antécédent dans I’ensemble de départ, i.a.

Vze B, Jr € A, t.q. z= f(x).
(iii) On dit que f est bijective lorsqu’elle est injective et surjective. C’est a dire:
Vze B, dlx € A, t.q. z = f(x).

Si f est bijective, on appelle application réciproque de f, et on note f~
qui & z associe l'unique = de A tel que f(z) = z.

I application de B dans A
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Ezemple 11.11. L’application z + 22 de R dans R n’est pas injective: si (=1)%2 = 12 et —1 # 1.
Elle n’est pas surjective: il n’existe aucun réel x tel que 22 = —1.
L’application x — 2% est une bijection de R dans R, d’application réciproque z — /z.

Avertissement 11.12. La notion d’injectivité dépend du choix de I'espace de départ. Les notions de
surjectivité et de bijectivité dépendent des espaces de départ et d’arrivée. Par exemple, 'application
f @ — 22 est bijective de [0, +oo[ dans [0, +-00[, surjective (mais pas injective) de R dans [0, +oc],
injective (mais pas surjective) de [0, +oo[ dans R.
B.2. Applications linéaires injectives et surjectives.
Théoréme I1.13. Soit E, F deux espaces vectoriels (de dimension finie ou non) et f € L(E,F).
Alors:
(i) f est surjective si et seulement si Im(f) = F.
(i) f est injective si et seulement si Ker(f) = {0}.
Démonstration. Le point (i) découle immédiatement de la définition de la surjectivité et de celle
de 'image d’une application linéaire.
Démontrons (ii).
Supposons f injective. Soit # € Ker(f). Alors f(Z) = O = f(0g), et donc par injectivité
#=0g. Dot Ker(f) = {0g}.
Réciproquement, on suppose Ker(f) = {0g}. Soit & et i deux éléments de E tels que f(Z) = f (7).
Alors
J@—9) = [(@) — f() = Op,

—

donc & — i € Ker(f), et, puisque Ker(f) = {0g}, Z— 7 = Og. On a bien montré que f était
injective. O
Ezemple 11.14. On suppose K = C. Soit f € £(C3,C3) définie par

f(.fEl,ZUQ,xg) = (371 — T2 + x37x2 - 2:1:374373)'
Alors f est injective. En effet, si (21, z9,23) € Ker(f), on a x1 — 29 + 23 = 29 — x3 = 43 = 0, dont
on déduit facilement z1 = z9 = z3 = 0.

B.3. Applications linéaires et base. On peut également caractériser l'injectivité ou la surjectivité
d’une application par des propriétés de I'image d’une base de ’espace de départ.

Proposition II.15. Soit E et F' des espaces vectoriels tel que E est de dimension finie n. Soit
B=(é1,...,é,) une base de E, et f € L(E,F). Alors:
(i) La famille (f(€1),..., f(€n)) engendre Im(f). En particulier, l’application f est surjective
si et seulement si (f(€1),..., f(€n)) est une famille génératrice de F.
(ii) L’application f est injective si et seulement si (f(€1),..., f(€,)) est une famille libre.

Démonstration. Montrons le point (i).
Les vecteurs f(€1), f(€2),..., f(€,) sont bien dans Im(f). De plus, un vecteur i € Im(f) s’écrit
f(&) avec ¥ € E. Soit (x1,...,x,) les coordonnées de & dans la base B. On a

T=x1€1+ ...+ Tpép, ?j:f(f) :xlf(€1)+-"+xnf(€n)a

ce qui montre bien
Im(f) = VeCt(f(€1)7 f(€2)a ceey f(gn))

On en déduit immédiatement:
f surjective <= Im(f) =F <= vect(f(e1),...,f(€n)) = F,
Montrons maintenant (ii). L’application f est injective si et seulement si Ker(f) = {0z}, i.e.
VZe E, f(#)=0p=7=0g
ou, en utilisant que (€1,...,&,) est une base de E:

f()\1€1+)\2€2 .+An€n)ZOF:>)\1=A2=...:)\7L=0.
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Par linéarité de f, on peut réécrire la propriété précédente:
Alf(gl) + )\2f(€2) —+ ...+ )\nf(é'n) = 6}7‘ — AN =X=...= )\, =0.
L’injectivité de f est donc bien équivalent a la liberté de la famille (f(€1), f(€2),-.., f(€n)). O

C. Rang d’une application linéaire. On suppose ici que E est un espace vectoriel de dimension
finie.

C.1. Définition. D’apres le point (i) de la proposition I1.15, si (€1,...,€,) est une base de E,
(f(€1),...,f(€n)) est une famille génératrice de I'image de f, ce qui montre que I'image de f est
de dimension finie, inférieure ou égale a la dimension de F.

Définition II.16. Soit f € L(E,F) une application linéaire. Le rang de f, noté rg(f), est la
dimension de I'image de f. Si A € M, ,, le rang de A est le rang de I’application linéaire f €
L(R™ RP) de matrice A dans les bases canoniques de R™ et RP.

Remarque 11.17. Le rang de f € L(FE, F) est donc égal au rang de la famille de vecteurs
(f(gl)7 f(€2)7 s 7f(€n))

De méme, le rang d’une matrice A est égal au rang de la famille de ses vecteurs colonnes.

Exemple 11.18. Soit f : R? — R? défini par

1+ 2w0 + 23
f (21,22, 23) = | 2(x1 + 229 + 3)
—(z1 + 222 + 73)

Alors £(1,0,0) = (1,2,—1), £(0,1,0) = (2,4,—2) et £(0,0,1) = (1,2, —1). Donc

1 2 1
rg(f)=rg| | 2|,|4].|2]]=1L
—1] |-2| [-1

C.2. Théoreme du rang.
Théoréme I1.19 (Théoréeme du rang). Soit f € L(E,F), E de dimension finie. Alors
rg(f) + dim Ker(f) = dim E.

Démonstration. Soit k la dimension de Ker(f), et ¢ la dimension de Im f. On doit montrer

dimFE =k + /4.
Soit (i, s, ...,u) une base de Ker(f), (U1,02,...,7;) une base de Im f. Il existe donc, pour
j =1...4, un vecteur w; € E tel que f(w;) = ¥;. Montrons que B = (i1, ..., Uy, W, ..., W) est

une base de E (ce qui impliquera immédiatement le résultat annoncé).
(i) Montrons que B engendre E.
Soit # € E. Puisque f(Z) € Im f et @, ..., 7 est une base de f, il existe (y1,v2,...,y¢) € K¢
tels que
[(@) =yt + ...+ ye0.
On en déduit
(@) =y f(1) + ...+ yef(We) = f(yadh + ... + yedy),

et donc
T— 1w — ... —ypy € Ker(f).
Il existe donc (z1,...,z) € KF tels que
T— YW — ... — YpWp = x1U1 + - .. + TRk,
soit

T=y1wW1 + ...+ YWy + x1t + ...+ TpUg.
La famille B engendre bien E.
(ii) Montrons que B est libre.
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On suppose que 'on a
(11) :Elﬁl+...+xkﬁk+y1u_}1+...+ygu7g:6E

avec (T1,..., Tk, y1,--.,y¢) € KFtC. En appliquant f & la ligne précédente et en utilisant que
f(u;) =0 pour j =1...k et f(w;) =v; pour j =1...¢, on obtient

Y101 + Yot + ...+ yety = f(Og) = Op.

On en déduit, puisque la famille (¥y, Ua, ..., ¥) est libre:
N=y2=...=y =0
En revenant a (11), et en utilisant que la famille (@, s, ..., U)) est libre, on obtient
1 =29 =...=1x3 =0,
ce qui montre que B est libre et termine la preuve du théoreme du rang. O

Exercice 11.20. Soit f : R* — R définie par
f(x1, 9, w3, 24) = (¥1 + T2, T1 — T2, 201 + T2, T3 + T4, T3 — T4).
Calculer le rang de f.
Solution. On calcule la dimension du noyau de f.
(x1,m2,23,24) € Ker(f) <= 1 +x2 =21 — 22 =221 + 29 =23+ 24 =23 — 24 = 0.
On résout facilement ce systeme linéaire homogene de 5 équations:
(r1,22,23,24) € Ker(f) < x1 =29 =23 =124=0.
Donc Ker(f) ={(0,0,0,0)}. Le noyau de f est de dimension 0. Par le théoréme du rang,
rg(f) = dimR* — dim Ker(f) =4 — 0 = 4.

Remarque 11.21. En dimension finie, on peut souvent utiliser le théoreme du rang et des arguments
de dimension pour étudier 'injectivité, la surjectivité et la bijectivité d’une application. Reprenons
I’application injective f de I'exemple précédente. Le théoréeme du rang s’écrit:

rg(f) + dimKer(f) = dim C3,

—_——
0 3

et donc rg(f) = 3. On en déduit que Im(f) est un sous-espace vectoriel de dimension 3 de C3, c’est
donc exactement C3. Donc f est surjective, et par conséquent bijective.

C.3. Rang et systémes linéaires. L’image et le noyau d’une application linéaire s’interprete en terme
de systemes linéaires On considére un systeme linéaire non-homogene a p équations et n inconnues:

n

E aljxj = bl
J=1

n

E ag;T5 = b2
j=1

n
E :apjxj = by,
i=1
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et le systeme linéaire homogene correspondant, a p équations et n inconnues:

(N
Zaljxj =0
7j=1
n

Zagjl‘j =0

j=1

n
E apjxj = 0

\ j=1

Alors:

Proposition I1.22. Fizons les coefficients a;; Soit H l'ensemble des solutions de (H) et F le
sous-ensemble de KP formé des (b1, ...,b,) tel que (S) a au moins une solution. Alors H et F' sont
des sous-espaces vectoriels de K" et KP respectivement et

dimH +dim F = n.

Démonstration. L’ensemble des F' solutions de (H) est le noyau Ker f de l'application linéaire
f + K" — KP de matrice [a;j]1<i<p dans les bases canoniques de K" et KP. L’ensemble F' est

1<5<n
I'image de f. Ceci montre que H et F' sont des sous-espaces vectoriels de K" et KP respectivement.
L’égalité sur les dimensions découle du théoreme du rang. O

D. Isomorphismes.

D.1. Définition. Soit E et F' deux K-espaces vectoriels

Définition I1.23. On appelle isomorphisme entre E et F' une application linéaire bijective de F
dans F. Lorsqu’il existe un isomorphisme de E dans F, on dit que E et F sont isomorphes. On
appelle automorphisme de E un isomorphisme de E dans lui-méme. Un automorphisme est donc
un endomorphisme bijectif.

Ezemple 11.24. L’application linéaire f de ’exemple I1.14 est, par la remarque I1.21 un isomorphisme
de C? dans C3, donc un automorphisme de C3.

Ezemple 11.25. L’identité de E est un automorphisme de E (donc E est isomorphe a lui méme).

Le fait que deux espaces vectoriels sont isomorphes signifie qu’ils ont exactement la méme struc-
ture d’espace vectoriel: ce sont en quelques sortes deux copies du méme espace vectoriel.

D.2. Application réciproque d’un isomorphisme.

Proposition I1.26. Soit E et F' des espaces vectoriels et f un isomorphisme de E dans F'. Alors
1 est une application linéaire (donc un isomorphisme) de F dans E.

Remarque 11.27. 11 découle de la proposition 11.26 que la relation “FE est isomorphe a F” est
symétrique i.e.:
F isomorphe & F' <= F isomorphe a F.

Ezxercice 11.28. Vérifier que c’est aussi une relation transitive, i.e.:

(E isomorphe a F' et F isomorphe a G) =— F isomorphe a G.

Démonstration de la proposition. L’application réciproque d’une application bijective est également
bijective. Si f~! est une application linéaire, c’est bien aussi un isomorphisme. Montrons que f~!
est linéaire.
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Soit Z, ¢ € F. Alors (par définition de l'application réciproque):
FUTHE+G) =T +7.
De plus
FUT@+ @)= @)+ (F'@) =2+ 4.
En combinant ces deux lignes, on obtient:
FEHE+9) = F (@ + D),
et donc, par injectivité de f,
FHE+) = 1@ + ).
On démontre de méme que si A € K, f~1(\%) = A\f~1(). O
Exemple 11.29. Soit f I'automorphisme de R? défini par

f(x1,22) = (1 + 22,71 — x2).
Calculons I'application réciproque de f. Si (y1,%2) € R?, (x1,72) = f~(y1, y2) est I'unique solution
du systeme

Y1 =1+ T2, Y2 =7T1— T2
On résout ce systeme:

x:y1+y2 g = YL Y2
1 2 ) 2 9 .
On a donc
-1 (U1 tTYy2 Y1 — Y2
f (y17y1) - < 2 ) 2 ) .
Plus généralement, calculer la réciproque d’un isomorphisme f en dimension finie dans un systeme
de coordonnées revient a résoudre le systeme de Cramer inhomogene f(x1,...,2,) = (Y1,...,Yn),
d’inconnues (z1,...,x,), de second membre (y1,...,Yn).

D.3. Condition sur les dimensions.

Proposition I1.30. Soit f € L(E,F), ot E et F sont de dimension finie.
(i) Si f est injective, dim E < dim F'.

(ii) Si f est surjective, dim E > dim F'.

(iii) Si f est un isomorphisme, dim E = dim F.
Démonstration. Le point (iii) découle immédiatement des points (i) et (ii).

Si f est injective, le noyau de f est de dimension 0 et le théoreme du rang s’écrit dim E = rg(f) =

dim Im(f). Puisque Im(f) est un sous-espace vectoriel de F', on a dimIm(f) < dim F', et le point
(i) en découle.

Supposons maintenant f surjective. Alors dimIm(f) = dim F', et le théoréeme du rang d’écrit:
dim F = dim F + dim Ker(f) > dim F, ce qui donne le point (ii). O

Remarque 11.31. Si dim F' > dim FE, il n’existe donc aucune application linéaire surjective de F
dans F. De méme, si dim F' < dim F, il n’existe aucune application linéaire injective de £ dans F.

Exemple 11.32. L’application linéaire f de R* dans R® définie par
f@1, 22,33, 24) = (21 + T2 — V223,21 — 22 + T3 — T4, T2 + 324, 71 + "2 + 13,71 — VT24)
n’est pas surjective. En effet, il n’existe aucune application linéaire surjective de R* dans R®.

La proposition suivante est une application immédiate du théoréeme du rang et sa démonstration
est laissée au lecteur.

Proposition 11.33. Soit E et F' de dimensions finies, et f € L(E,F). Les conditions suivantes
sont équivalentes:

(i) f est un isomorphisme.
(i) f est injective et dim E = dim F.



18
(iii) f est surjective et dim E = dim F'.
Ezemple 11.34. Soit g : RS — M 3(R),

xr1 + x2 + 23 xo +x3 X3

( 1,42, L3, L4, L5, 6) $4—x5+2x6 x5—3x6 e

Alors g est un isomorphisme: on vérifie facilement que Ker(g) = {(0,0,0,0,0,0)}, et dimR% =6 =
dim Ms 3(R).

D.4. Matrices inversibles et isomorphismes.

Proposition 11.35. Soit E et F deux espaces de dimension finie, B et C des bases respectives de
E etF, et feLl(EF). Soit A=Matpc(f). Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) Uapplication f est un isomorphisme de E dans F';
(ii) dim F = dim F' et la matrice A est inversible.
Sous ces conditions, on a alors:
Mate g(f 1) = A"

Démonstration. Supposons que f est un isomorphisme. Par la proposition I1.30, dim £ = dim F.
Notons n leur dimension commune.
Par le point (ii) de la proposition I.20,

Matg c(f) Mate s(f ') = Matee(f o f1) = Mate e (Idr) = In,
ce qui montre que Matg¢(f) est inversible.
Réciproquement, on suppose que dimE = dim F et que Matgc(f) est inversible. Soit g
I'application linéaire de F' dans E telle que Matc 5(g) = Matgc(f) 1. Alors

Matec(f o g) = Matgc(f) Mate 5(g) = In, Matgg(go f) = Mate g(g) Matgc(f) = In,

oun =dimFE = dim F, ce qui montre que f o g est I'identité de F et g o f est l'identité de E: f
est donc bijective, d’application réciproque g.
O

D.5. Isomorphisme entre espaces de mémes dimensions. Le théoreme suivant est un résultat simple,
mais important sur les isomorphismes entre espaces vectoriels de dimension finie:

Théoreme I1.36. Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie. Alors E et F sont
isomorphes si et seulement si dim E = dim F'.

Démonstration. Si E et F' sont isomorphes, dim F = dim F' par le point (iii) de la proposition I1.30.
Réciproquement, supposons dim F = dim F, et notons n leur dimension commune. Soit (u1, ..., Uy,)
une base de E, (01, ...,7,) une base de F, et f I'unique application linéaire de E dans F' telle que

flu;) =75, j=1...n
(on rappelle que 'on peut définir une application linéaire sur un espace vectoriel de dimension finie
en donnant I'image d’une base, cf le corollaire 1.5). Vérifions que f est injective. Soit Z un élément
de Ker(f), z1,...,2, ses coordonnées dans la base y,...,u,. Alors

f(f) = 6]: i.e. f(aclfo’l + zotlyg + ...+ .’L‘nﬁn) = 6F

En développant le terme de gauche de la derniere égalité par linéarité, et en utilisant que f(@;) =
pour 5 = 1...n, on obtient

101 + ...+ x2p0, = 0p,
et comme la famille vy, ..., 7, est libre,

T =To=...=x, =0.

On en déduit & = 0. On a montré Ker(f) = {0}, c’est a dire que f est injective. Par le théoreme
du rang, dimIm(f) = dim £ — dimKer(f) = dim(F) donc f est surjective. Finalement f est
bijective. O
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Exemple 11.37. Les espaces vectoriels RS et M 3(R) sont isomorphes car tous les deux de dimension
6. Remarquons qu’un isomorphisme évident est donné par: f: RS — M 3(R),

r1 T2 $3:|

L1. 9,3, 4,5, —>
(21,2, 23, T4, T5, T¢) [x4 s g

Remarque 11.38. On peut montrer de la méme maniere que dim F < dim F' si et seulement si il
existe une injection de F dans F', ou encore si et seulement si il existe une surjection de F' dans F.

REFERENCES

[1] David C. Lay. Algébre linéaire : Théorie, exercices et applications. troisieme édition, 2004.
[2] Frangois Liret and Dominique Martinais. Algébre Ire année - Cours et exercices avec solutions. Dunod, deuxiéme
édition, 2003.



