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Dépendance et indépendance linéaires, dimension

Exercice 1. Dans l'espace vectoriel R3, les familles (i1, o, 3) suivantes sont-elles lies ? Sont-elles
génératrices 7

(1) U = ( 17172) Uy = (17174)a Uz = (17_2a _2)

(2) iy = (1’ ) U2 = (%’ %’\/g)

(3) 4y = (,3 ) 2= (4,3,2) et 43 = (5,5,5)

(4) iy = (1,1,m), @2 = (1,m, 1), et 43 = (m, 1,1), o m désigne un parametre réel.

Exercice 2. Dans l'espace vectoriel Ms(R) les famille suivantes sont-elles libres? Sont-elles génératrices?

(1 2 10 0 1
[1 0 11 11 11
(2) A = 0 0}‘42_ [0 0]’A3_ [1 o]’A‘l_ L 1]'
(12 3 1 6 00 -7 0
(3) Al_-_5 4:|7A2_|:0 _2:|7A3_|:O 0:|7A4_|:0 2:|
Exercice 3. Soit F I'espace vectoriel des fonctions de R dans R. Les familles suivantes sont-elles libres?

(1) (f,g,h) avec f(z) =sin(x), g(x) = cos(z), h(z) = sin(x + 7/4).
(2) (f1, fo, f3, fa) avec fi(z) = M
(3) (f1, f2, f3, f1) avec fi(z) =

Exercice 4. Soit @ et ¥ deux vecteurs d’un espace vectoriel [E.

(1) Comparer les sous-espaces vect (i, ¥) et vect(@ + ¥, @ — ¥).
(2) Y-a-t-il un lien entre la nature (libre, liée) de la famille (@ + ¢, @ — ¥) et celle de la famille (@, ¥) ?

Exercice 5. Soit {u, ¥, 4} une famille libre d’un espace vectoriel E. les familles suivantes sont-elles libres
ou liées 7 F; = (4 + 0,7 + 0, 117+u), Fo = (U4 0,0+ 0,0 — 1) F3 = (d+ 7,0+ d,d+ 4,d + U+ o),
Fap = (atl, 24 + b0).

Exercice 6. Soit n > 1. Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels réels de

M, (R). En donner une base et leur dimension:

(1) L’ensemble des matrices réelles n x n triangulaires supérieures.
(2) L’ensemble des matrices réelles diagonales.

a a b
(3) a b al, (abc)eRS (n=23).
b a c

(4) L’ensemble des matrices 3 x 3 dont la premiere ligne et la deuxiéme colonne est nulle (n = 3).

Exercice 7. On considere le R-espace vectoriel C.
) Montrer que {1,7} est une base de C.
27 27
2) On rappelle que j = cos(— 3 ) + isin(— 3 ). Vérifier que j2 =73, j3=1et 1+j+j2=0.

)
3) la famille {1,4, j} est-elle libre ou liée 7 est-elle génératrice ?
4) Montrer que {1, j} constitue une base de C.
5) Exprimer tout nombre complexe z = a + ib, avec (a,b) € R? sous la forme z + jy avec z et y réels.
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(6) Soit z = x + jy et 2’ = 2’ + jy'. Exprimer dans la base {1,5} les complexes z + 2/, 2.2/, iz, jz, j°z,
2%, 27
On considere maintenant le C-espace vectoriel C.

(1) Dans la famille {1,4,j}, quelles sont les sous-familles (y compris elle-méme) génératrices, libres,
liées 7

(2) Quelles sont les sous-familles qui constituent des bases ?

(3) Dans chacune de ces bases, comment exprimer un nombre complexe ?

Exercice 8. Exprimer (z,y, z) € R dans les bases suivantes :
By =((1,1,-1),(-3,0,1),(1,1,0)), Bo = ((—1,0,1),(1,1,-1),(0,—1,1)) .

Exercice 9. Soit n € N* un entier naturel non nul, et R, [X] 'espace vectoriel des polynomes de degré
inférieur ou égal a n.

(1) Montrer que les polynomes Py(X) =1 et Pp(X) = (XH)(XZ?)“‘(XJFM pour k€ {1,...,n} forment

une base de R,,[X].
(2) Montrer que les polynomes Py(X) = X*(1 — X)" % pour k € {0,...,n} forment une base de
R, [X].

Exercice 10. Dans R?, on pose @ = (1,2,a), Ua = (a,a?,4), U3 = (a,a?,a + 2), oll a est un parametre
réel. Soit E = vect(, U2, U3). Déterminer la dimension de E, suivant les valeurs de a.

Exercice 11. Soit dans R? les vecteurs v = (1,—6,1), th = (2,—5,1), et 3 = (3, —4,1).
(1) Montrer que les familles {U1,v2}, {ta, U3} et {¢, U3} sont des familles libres mais que la famille
{¥1, Ua, U3} n’est pas libre. Est-elle génératrice 7
(2) De quelles propositions du cours cet exercice peut-il étre rapproché ?

Exercice 12. Dans R*, on consideére @ = (1,—1,2,6), 7 = (2,—1,3,4), et @ = (—1,2,—1,2).
(1) Donner une équation cartésienne de vect(u, U, o).
(2) A quelle condition le vecteur (a,b, ¢, d) engendre-t-il un supplémentaire de vect(w, v, @) 7

Exercice 13. Soit P le plan défini par P = {(z,y,2) € R3 | 2z + 3y — 2z = 0}, et D la droite de vecteur
directeur € = (0,1, 2).
(1) Déterminer pour tout vecteur i = (z,y,2) € R3 des vecteurs 7 € P et w € D tels que @ = ¥ + 0.
(2) En déduire que P et D sont supplémentaires.
(3) Calculer ¥ et w dans le cas ou @ = (1,1,1).

Exercice 14. Dans chacun des cas suivants, donner la dimension de l’espace vectoriel réel F, des sous-
espaces vectoriels F' et G, et dire avec le moins de calculs possibles, si F' et G sont supplémentaires dans
E.

(1) R3, F = {(z,y,2) € R3, 12z + 5y — 4z = 0}, G = vect(1,1,1).
(2) Ms(R), F est le sous-espace vectoriel de E formé des matrices symétriques (i.e. telles que
= A) et G celui des matrices antisymétriques (i.e. telles que 'A = —A).

(3) M3 (R), F est Pespace vectoriel des matrices 2 x 2 triangulaires supérieures et G = vect {[1 }]}.

(4) E = M3(R), F est le sous-espace vectoriel des matrices 2 x 2 triangulaires supérieures, G est le
sous-espace vectoriel des matrices symétriques.

(5) Remplacer “symétriques” par “antisymétriques” dans la question précédente.

(6) E =Ry[X], F =R3[X], G =vect(X*+1, X%+ 2).

CINCES
Il

Exercice 15. Dans R%, soit ' et G définis respectivement par les systemes linéaires :
20 +y—z+t= 0 r+y+z+—-t= 0
t
z—y+z+t= 0 ¢ T —2z42t= 0

(1) Trouver deux familles : (i, d2) qui engendre F et (¥, 02) qui engendre G.
(2) Trouver une équation cartésienne de F' + G.



Exercice 16. Soit E, un K-espace vectoriel (K désigne toujours R ou C).

(1) Soit F = (i1,...,1Uy,), une famille d’éléments de E. Montrer que F est libre si et seulement si :
@ # 0 et pour tout k € {2,...,n}, Uy & vect(y,...,Ux_1). Que signifie (i, uz) liée 7

(2) Soit Ei,...,E,, n sous-espaces vectoriels de E, et soit F = E; 4+ --- + E,. Montrer qu’on a
F=F @---® E, si et seulement si : pour tout k € {2,...,n}, ExN(E1 +---+ Ex_1) = {0}.

(3) Soit Ey = vect(uy), ..., E, = vect(u,), et soit F =F) +---+ E,. A-ton F=FE, & ---® E, siet

seulement si F = (1, ..., Uy,) est libre ?
Exercice 17. Soit i1, --- , 4, n vecteurs d’un K-espace vectoriel E, \1,---, A, n scalaires non nuls de K.
(1) Comparer les sous-espaces vect(uy, - - - ,Uy) et vect(A 1, -, Anly).

(2) Y a-t-il un lien entre la nature (libre, liée) de ces deux familles, les rangs de ces deux familles ?

Exercice 18.
(1) Déterminer le rang de la famille de vecteurs suivants de R* : @y = (2, —3,4, —1), @iy = (1,2, —1,2),
s = (3,—-1,2,-3), 4y = (3,—1,1,-7).
(2) Extraire une famille libre de cette famille.
(3) Déterminer le rang de la famille de vecteurs suivants de R® : iy = (1,1,1,2,0), is = (1,0,2,1, —2),
s = (0,1,-1,1,1), 4y = (1,2,0,-3,1).
(4) Trouver s tel que (i1, o, i3, Ui, U5) soit une base de R®.

Exercice 19. Soit @ = (0,-3,2,2), ¥ = (—1,1,2, 1), et @ = (—4,3,0,1) trois vecteurs de R*.
(1) Montrer que (@, ¥, @) forme une famille libre.
(2) Soit b= (b1, ba, b3, by) € R On considere le systeme x4+ y@ + 20 = b d’inconnues x,y,z € R.
(a) En utilisant la question précédente, montrer que si le systéeme admet une solution, celle-ci est
unique.
(b) A quelle condition sur le vecteur b, le systéme xii+y0'+ 2w = b admet-il au moins une solution?
(c) En déduire une équation cartésienne de F' =Vect(u, ¥, w).

(3) Considérons le vecteur €; = (1,0,0,0). Ce vecteur est-il dans F' 7 Montrer que ’espace vectoriel
Vect(€1) est un supplémentaire de F. En déduire que la famille (i, ¥, 7, €1) constitue une base de
R%.

(4) Décomposer un vecteur quelconque & = (21, x2,23,24) de R* sur la base (i, ¥, , €1).

Exercice 20.
(1) Dans R3, on considére un plan P d’équation ax + by + cz = 0, supplémentaire de I'axe 0z. Que
doit vérifier (a,b,c) 7
(2) Soit (1, us2), une base de P. Montrer qu’il existe une unique base (¥, v2) du plan Ozy telle que :
(’17:1 — 171,1_[2 — 172) €0z x 0z.
(3) Soit ((1,0,«),(0,1,)), une base de P. Soit @ = (z,y, z) € P. Trouver les coordonnées de w dans
cette base.

Exercice 21. Dans R* on considere les sous-espaces vectoriels F' = {(z,y, 2,t) | t4+y+2z+t = 2—2y+2+t =
0} et G={(z,y,2,t) | —z—y—2z+t=—x+2y+2+2t=0}.

(1) Montrer que la somme F + G est directe.

(2) Trouver une base de F', une base de G, et montrer que F' et G sont supplémentaires.

(3) Soit @ = (0,1,2,1). Trouver ¥ € F et W € G tels que @ = U + .

Exercice 22. Considérons le systéeme d’inconnues réelles :
T1+x9+2x3—2x4=0
2rx1 — 2x9 + 223 — 624 =0
T1+x9+2x3—x4=0
—r1+ 22 — 23+ 324 =0

(1) Déduire de la résolution du systeme une base (f1, f2) de I'espace F des solutions.
(2) Compléter cette base en une base (f1, f2, f3, f1) de R%.



