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TD 5: Applications linéaires

DEFINITION, NOYAU, IMAGE

Exercice 1. Les applications suivantes de E dans F' sont elles linéaires? Si oui, déterminer
une base du noyau et une base de 'image.

1. E=F=R?* V(z,y) €R? f(z,y)= (27 + 3y, ).

Q-E:F:RQ? V(:c,y)eRQ, f(l',ZJ):(y,x‘i‘y‘i‘l)

3. E=R3 F=R, VY(z,y,2) eR3 f(r,y,2)=12+2y— 2.

4. E=F =R? V(z,y) € R? f(z,y) = (z+y,zy).

5. E=F =R, VzeR, f(zr)=2%

Exercice 2.
a) Donner une base du noyau et une base de 'image des applications linéaires suivantes:
o fi: R =R, fi(x,y,2) =3z +2y — z;
L f2 . RQ _>R37 fQ(xay) = (2$+y72x_yax+y)7
o [3:R3 =R f3(n,y,2) = (v +2y+ 2,21 — 2z, —x + 2y + 22).
b) Soit E la droite vectorielle de R® engendrée par le vecteur (—1,1,—1). Donner, quand
cela a un sens, une base de I'image et de I'image réciproque de E par les applications linéaires

Ji, fa et fs.

Exercice 3.

a) Montrer que toute application linéaire de R dans R non nulle est de la forme f(z,y, 2)
ax + by + cz, avec (a,b,c) # (0,0,0). (On pourra partir de 'égalité (z,y,z) = x(1,0,0)
y(0,1,0) + 2(0,0, 1),

b) Quelle est la forme d’une application linéaire de R® dans R??

+ |

c) De méme quelle est la forme d’une application linéaire de R dans R, de R? dans R et de
R? dans R??

Exercice 4. Soit f l'application de R? dans R? définie par f(z,y,2) = (—x + 2y + 2,y +
32,2z — 2y + 4z2).

a) Donner une base de I'image et une base du noyau de f. Décrire 'image de f par un
systeme d’équations linéaires.

b) Soit E le sous-espace vectoriel de R?® d’équation z = y. Quelle est la dimension de E?
Donner une base de f(F) et une base de f~!(E).

Exercice 5. On considére 'espace vectoriel R* muni de sa base canonique notée (ey, s, €3).
On définit un endomorphisme de R? par f(e;) = e; — ea, f(e2) = 2e1 + e3 et f(e3) = —3es.
Pourquoi f est-il bien défini? Quelle est la matrice de f dans la base (eq, ey, €3)?
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Exercice 6. Soit 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

1
A= a
ab

1

T owa b0
1

S e
[l

Déterminer le noyau et 'image de f.

RANG, INJECTIVITE ET SURJECTIVITE

Exercice 7. Donner dans chaque cas la dimension du noyau de f, puis le rang de f.
L’application f est-elle injective? surjective? bijective?

a) f:R* =R f(r,y,2) = (y,2,2).

b) f:R* =R f(r,y,2)= (v +y,y+21—2).

c) [:C—=CY flr,y,2)=(z+y+2)(1,i,—1,i).

d) f:C* = C f(z,y) = (x—y,z+1iy, 2+ i)+ y,3iz +y).

e) f: R = R3 f(z,y,2) = (2x + my — 2,2z + 2y, x — 22), selon la valeur du parametre
m € R.

Exercice 8. Soit f l'application linéaire de R* dans R?® dont la matrice relativement aux

bases canoniques de R* et de R? est: A =

QTR
o wo
DO = =

1
2
2
a) Déterminer Ker(f) et une base de Ker(f)

b) Déterminer Im(f) et une base de Im(f).
c) Quel est le rang de f 7

Exercice 9. Soit f lapplication linéaire de R* dans lui-méme, dont la matrice dans la base

1 -1 1 0

canonique est : mo 1o =10 oum € R.
1 =1 m 0
0 0 0 1

a) Discuter 'injectivité de f suivant m.
b) Donner dans tous les cas le rang de f, une base de Ker(f) et de Im(f).

Exercice 10. Soit F un espace vectoriel de dimension finie et f : £ — FE une application
linéaire.

a) Montrer dim F = dim(Im f + Ker f) + dim(Im f N Ker f).

b) Montrer Ker f @ Im f = E <= Im f NKer f = {0}.

c) Montrer Ker f @ Im f = F <= Im f = Im f%

d) En utilisant b), dire si Im f et Ker f sont supplémentaires dans F = R? dans les deux
cas suivants:

) flr,y,2) =(r —2y+z,x — z,x — 2y + 2).

i) f(z,y,2) = 2@ +y+2),0,z+y+ 2).

Exercice 11. Soit R4[X] I'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou
égal a 4.

Montrer que I'application f de R4[X] dans lui méme, définie par f(P) = P — P’ est linéaire.
L’application f est-elle injective? surjective?



PROJECTEURS

Exercice 12. Dans chaque cas, montrer que les sous-espaces F} et F, de I’espace vectoriel £
sont supplémentaires, puis calculer la projection p sur F; parallelement a F5 et la projection
q sur I, parallelement a Fj.

a) E =R? F, = vect{(1,0)}, Fy = vect{(0,1)}.

b) E =TR? F; = vect{(1,0)}, Fy = vect{(1,1)}.

c) E=R3 F={(z,y,2) € R, z+y ==z}, Fy =vect{(1,1,1)}.
d) E=R% F = veet{(1,1,0)}, F» = vect{(0,1,1), (—1,0,3)}

COMPOSITION DES APPLICATIONS LIN}:]AIRES, MATRICES ET CHANGEMENTS DE BASES

Exercice 13. Soient f et g deux applications linéaires de R?® définies par : f(z,y,2) =
(2x —2y —3z,x —y —2z,—x +y+2z2) et g(z,y,2) = (x —2y,x —y + 2,y — 2).

a) Déterminer f o g et go f en utilisant le calcul matriciel.

b) Déterminer les rangs de f et g.

Exercice 14. Soit E un espace vectoriel de dimension 3, B = (d, ds, d3) une base de F,
et A € R. Soit f l'application linéaire de E dans lui-méme définie par: f(d;) = d; + da,
f(62) = 61 — 52 et f(ag) = 61 + )\63

a) Ecrire la matrice de f dans la base B.

b) Déterminer le noyau de f et en donner une base, suivant les valeurs du parametre .
Déterminer dans tous les cas le rang de f.

c) Comment choisir A pour que f soit un automorphisme' de E? Dans ce cas, calculer la
matrice de f~! dans la base B.

Exercice 15. Soit B la base canonique de R?. Soit B = (@, v), on @ = (1,1), v = (1,2).
a) Vérifier que B’ est une base de R?.
1 -1

b) Soit f 'endomorphisme de R? de matrice M = (2 5

) dans la base canonique. Calculer

—

f(@), f(¥). Déterminer les matrices
Al = MatB/VB(f) et AQ = MatB/ﬁ/(f).

c) Calculer la matrice de passage de B a B’ et la matrice de passage de B’ a B. Retrouver
Ay et A en utilisant la formule de changement de bases.

Exercice 16.

1 —1 1 2 -3 —2
i=10|, v=|1|, w=|2|, @=0|, v=|-2|, &|-3
2 0 3 1 4 4

Soit B et B’ les familles de R?, B = (4, 0, w) et B’ = (', v/, ).

a) Vérifier que B et B sont des bases de R3.

b) Calculer la matrice de passage P de B a B3’, puis la matrice de passage de B’ a B.
c) Soit f endomorphisme de R?® dont la matrice dans la base B est:

1 01
A=1]10 1 0
-2 01

ICest & dire un isomorphisme de E dans lui-méme



Calculer la matrice de f dans la base B'.

Exercice 17. Soit f une application linéaire de R? dans lui-méme, définie par: f(z,y,z) =
(172 — 28y + 42,12z — 20y + 3z, 16x — 28y + 52).

a) Ecrire la matrice de f dans la base canonique.

b) Déterminer une base B; du noyau de f.

c) Soit F' = {17 e R3t.q. f(v) = 17} le sous-espace des vecteurs invariants par f. Justifier
que F est un espace vectoriel et déterminer une base By de F.

d) Montrer que les deux espaces précédents sont supplémentaires dans R3.
e) Ecrire la matrice de f dans la base B = By U Bs.

Exercice 18. Soit ¢ : R3[X] — R3[X], P — X.P".

a) Vérifier que ¢ est linéaire et que {1, X, X2, X3} constitue une base de R3[X].

b) Ecrire la matrice de ¢ dans cette base.

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

a

Z une matrice de My(R) et soit f : My(R) — Ms(R)
I'application définie par f(M) = AM — MA pour toute matrice M € M;y(R). Posons

1 0 01 00 0 0
E11:|:0 O:|7E12:|:0 O:|7E21:|:0 1:|7E22:|:0 1:|

a) Montrer que f est une application linéaire.

b) Ecrire la matrice de f dans la base canonique By = (FE11, Fi2, Fa1, Foy) de Ms(R).
c) On suppose que a =d, ¢ = —b et b # 0.

i) Déterminer le noyau et I'image de f.

ii) Montrer que Ker(f)(Im(f) = {0}. En déduire que My(R) = Ker(f) @ Im(f).
iii) Montrer que fo fo f = —f.

Exercice 19. Soit A =

Exercice 20. Soient E un espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de F
tels que f* =0et f* 1 £0.
Montrer qu’il existe une base de E telle que la matrice de f dans cette base soit de la forme

(001 0 - 0]
0 0 1 :

S
K 0 0




