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TD 6: déterminant, réduction des endomorphismes

CALCUL DE DETERMINANTS

Exercice 1. Calculer les déterminants suivants:

3.1 -1 U T I R
2 3 1 -3 4 -2
4 1l 4 0 =2/, (1 18 19|, 0 0 2 3|
-1 3 1 1 19 20 0 0 4 5
Exercice 2. Calculer les déterminants suivants
2 3 0 1 2 0 2 1 1 2 3 4 1 111
1 -1 1 0 0 3 1 0 2 3 4 5 1 2 2 2
4 1 0O 2 |0 -1 5 0] (3 4 5 6/” |1 2 3 3|°
0 -2 -1 1 3 0 -1 3 4 5 6 7 1 2 3 4
Exercice 3. Soit (a,b,c,d) € C*. Calculer:
11 2 4
o b oatb 2+2%| ClL 11) i
a b ¢ atbte b+c c+a a+b
a b c d

Exercice 4. Soit ¥ = (1,0,—1), ¥ = (3,2,1) et 2 = (1,1,a). Pour quelles valeurs du parametre
a € R la famille (Z, ¥, #) forme-t-elle une base de R3?

Exercice 5. Pour quelles valeurs de m € R les matrices suivantes sont-elles inversibles:

m— 2 2 —1 1 1 m
2m  2m+2 m+1 m 1 1
Exercice 6. Soit (z1,...,2,) € C". On veut calculer le déterminant suivant:

1 1 .. 1
T To ... Tn

2 2 2

Vo(z1, 22, ... x,) = | *1 Ty e Ty |
.’E?il x?;fl 1'2_1

appelé déterminant de Vandermonde'.
a) Calculer Vi(z1) puis Va(z1, z2).
b) On suppose dans cette question: 3,5 € {1,...,n} t.q. (i # j et x; = ;). Montrer

Vn(l'l, . ,l’n) =0.
On suppose dans la suite i # j = x; # ;.
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c¢) On fixe x1,...,2,—1. Montrer que

P(z) =V,(z1,...,2n-1,2)

est une fonction polynome de degré n—1 de la variable z. Calculer P(0) en fonction de V,,—1 (1, ..., 2n—1).
d) Montrer que z1,...,Z,—2 et z,_1 sont des zéros de P. Le polynéme P admet-il d’autres racines?

e) En déduire P en fonction de V,,_1(z1,...,2p-1).

f) Déduire des questions précédentes la valeur de V,,(z1,...,%x).

REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Exercice 7. Déterminer, pour chacune des matrices suivantes, le polynéme caractéristique, les
valeurs propres et leur ordre de multiplicité.

2 0 4 2 2 1 0 3 -1
A =13 -4 12|, Ay=1|1 3 1|, As=1|1 2 -1
1 -2 5 1 2 2 0 4 —1
-1 2 1
(1)—221 2 -1~
Ay = . As=11 0 1
0 -4 5 2 0 0 1
0 4 =30

Exercice 8. Soit f I'application linéaire de R? dans lui-méme dont la matrice dans la base cano-
nique est:

-1 0 9
A=1-4 3 10
0 0 2

a) Vérifier que les vecteurs 07 = (1,1,0), v2 = (3,2,1) et 3 = (0,1,0) sont des vecteurs propres de
f. Déterminer les valeurs propres associées.

b) Justifier que la famille B = (¥}, ¥, U3) est une base de R3. Ecrire la matrice A’ de f dans B.
L’endomorphisme f est-il diagonalisable?

¢) Déterminer la matrice de passage P de la base canonique a la base B, ainsi que son inverse.
Quelle relation existe-t-il entre A, A’, P et P~1?

Exercice 9. Soit f I’endormorphisme de R? défini par f(z,y) = (x + 2y,2z + y).
a) Donner la matrice A de f dans la base canonique.
b) Déterminer les valeurs propres de f. L’endomorphisme f est-il diagonalisable?

c) Déterminer les vecteurs propres de f. Déterminer une matrice inversible P telle que P~1 AP est
diagonale.

d) Mémes questions pour I’'endomorphisme g de R? défini par g(z,y, 2) = (zr —y — 2,2y — 2, 32).

Exercice 10. Soit f ’endomorphisme de R? défini par f(z,y, z) = (—4x — 22,5y, 52 + y + 32).
a) Déterminer les valeurs propres de f.
b) Pour chacune de ces valeurs propres, donner une base et la dimension du sous-espace propre
associé. La matrice f est-elle diagonalisable? trigonalisable?
c) Répondre aux questions précédentes avec I’'endomorphisme g de R3 donné par g(z,y,z) =
(—z +32,2y,3x — 2)
d) Répondre aux mémes questions avec ’'endomorphisme h de R? dont la matrice dans la base
canonique est

-4 -1 -4

A=|4 1 4
1 1 1



Exercice 11. On considére les endomorphismes f de C3 ayant pour matrices dans les bases cano-
niques les matrices suivantes:

41 1 6 -9 5 2 0 0 4 4 3 0 1 1
14 1|, |8 11 =5/, |-3 -1 31|, |-5 -7 =7|, |-1 1 -1
114 6 8 -3 3 3 -1 5 5 4 1 1 3

Dans chacun des cas:
a) Calculer le polynéme caractéristique et les valeurs propres de f.

b) Chercher si il existe une base de C? formée de vecteurs propres de f. Le cas échéant, déterminer
une telle base et calculer pour tout entier n la matrice de f™ dans la base canonique.

c) Si f n’est pas diagonalisable, donner une base de C? dans laquelle la matrice f est triangulaire
supérieure.

d) Déterminer si il existe une base de R? formé de vecteurs propres de f.

Les trois exercices suivants illustrent une application importante de la réduction des endomor-
phismes aux suites définies par une relation de récurrence linéaire.

Exercice 12. Soit (uy,) et (vy,) les suites réelles définies par les formules:
up =2, vo=-1 et VYneN, upr1 =2u,~+3v,, Upp1 = uy+4dv,.

Un

a) Pour tout entier n, on pose X,, = < > Déterminer une matrice A telle que X, 11 = AX,,.

n
b) En utilisant une récurrence, exprimer X, en fonction de Xy et de A.
c¢) Diagonaliser A. Calculer A™ pour tout entier n > 1.

d) Donner une expression de u,, et v, en fonction de n € N.

Exercice 13. Mémes questions qu’a lexercice précédent pour les suites (u,) et (v,) définies par
les formules:

upg =0, vo=1 et VneN, wupt1 =4u, —2vy, Unt1 = Un+ Un.

Exercice 14. Soit

a) Calculer A™ pour n € N.
b) Soit (u,) la suite définie par

ug =1, w1 =—1, Upyo = 3Upt1 — 2Uyp.
Soit U, = [ ]. Exprimer U,4; en fonction de U, et de la matrice A.
c¢) Calculer u,, pour tout n € N.

Exercice 15 (Endomorphismes nilpotents de R?).
a) Soit f un endomorphisme de R3 tel que f2 = fof # 0et f3 = fofof = 0. Soit ¥ € R3\ Ker(f?).
Montrer que (a_c', f(@), fQ(f)) est une base de R3. Donner la matrice de f dans cette base.

b) Soit f un endomorphisme de R? tel que f o f = 0. Montrer qu’il existe une base de E dans

laquelle la matrice de f est

o O O
o OO
S O =



