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. Les nombres complexes

Pour les deux premiers chapitres, le lecteur pourra consulter le livre de Liret et Mar-

tinais!.

I.1. Les nombres réels ne suffisent pas

l.1.a. L'équation du second degré a coefficients réels

Dans de nombreux problémes on rencontre une équation du type :
(E) azx® +bx+c=0,

d’inconnue réelle x, avec a, b, c des réels et a # 0. Pour résoudre une telle équation du
second degré & une inconnue, on écrit

b b
ax2+bx+c:a<x2+x+c> :a<x2+2x+c)
a a 2a a

et on reconnait le début du développement de

_1_3 2— 2+2£ + i ?
v 2a -7 2a$ 2a
PV (2N e LB b dac
™ 2a a " % 4a? '

On note A le discriminant b? — 4ac. Puisque a est non nul, 'équation (E) est équivalente
a sa forme canonique :

b\2 A

et on distingue trois cas :

d’ou

11) a®+bzx+c=a =a

1. Frangois Liret et Dominique Martinais. Algébre Ire année - Cours et exercices avec solutions.
Dunod, deuxiéme édition, 2003
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2
A VA
— Premier cas : si A > 0, on peut écrire : i <2> et 'équation (E) devient
a a
b VA b VA
I oo va b _va)_,
(L.3) <$+2a+2a><x+2a 2a> 0

Il y a alors 2 solutions distinctes

—b— VA —b+ VA
r] = —— et PT9 = ————
2a 2a

On peut factoriser az? + bz + c. D’aprés (I.1) on a :
az?® +br +c = a(xr — x1)(z — 29).
b 2
— Deuxiéme cas : si A = 0, '’équation (F) devient a <:1: + 2> = 0. Elle admet une
a
seule solution (double) z¢ = o et on a la factorisation :
a
2 _ 2
ax® +bx + ¢ = a(x — xg)

— Troisiéme cas : si A <0, on a :

2 4 b + L2 2+_A
X xr = X - —
¢ = 2 ) " 4a?

strictement positif car A<0

On en déduit que I'équation (E) n’a pas de racine réelle et que az? + bz + ¢ ne peut
pas se factoriser (sur R). Plus précisément, on ne peut pas écrire az? + bx + ¢ =
a(x — x1)(x — x9) avec x1,x2 € R.

Ezxemples 1.1.1.

a. Reésoudre 222 — 8z + 6 = 0. Peut-on factoriser 222 — 8z + 67
Le discriminant de cette équation est A = (—=8)2 —4 x 2 x 6 = 16 = 42 > 0. Les

—(—8)—4 —(— 4
(=8) zletx2:¢:3.0nendéduit:

solutions sont donc x1 = ————
2x2 2x2

222 — 8z 46 = 2(x — 1)(z — 3).

b. Résoudre 322 — 12z + 12 = 0. Peut-on factoriser (sur R) 3z% — 122 + 127

Le discriminant de cette équation est A = (—12)2 — 4 x 3 x 12 = 0. Elle admet une
—12

2x3

=2etona:

seule solution zg = —

322 — 122 + 12 = 3(x — 2)%
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c. Résoudre 222 + 8z + 9 = 0. Peut-on factoriser (sur R) 222 + 8z + 97

Le discriminant de cette équation est A =82 —4x2x 9= -8 < 0.
Il n’y a donc pas de solution réelle et 222 + 8x + 9 ne peut pas se factoriser (sur R).

FExercice 1.1.2. Résoudre :
1
622—2—-1=0, 322-2V3z+1=0, 5:c2+2:c+5:0.

Peut-on factoriser 7

I.1.b. Un peu d’histoire

Nous venons de voir que toutes les équations de degré 2 n’admettent pas nécessairement de
racine réelle. En particulier, 'équation simple 22 = —1 soit :

224+1=0

n’admet pas de solution dans les nombres réels. Pour y remédier, les mathématiciens ont introduit
un nombre dit imaginaire noté i tel que i = —1 et construit les nombres complexes.

L’introduction de ces nouveaux nombres remonte au XVI¢™¢ siécle. Les algébristes italiens de
Puniversité de Bologne (Del Ferro, Tartaglia, Cardan, ...), ont découvert les formules permettant
de résoudre les équations polynomiales du troisiéme degré, comme par exemple

22 —Tr+6=0.

Ils ont constaté un fait qui leur a paru incompréhensible. Chaque fois qu’une équation de ce type
posséde trois solutions réelles, comme 1, 2 et -3 pour ’équation précédente, les formules qui leur
permettaient de calculer ces solutions faisaient intervenir des racines carrées de nombres négatifs.
Ils ont alors considéré ces racines carrées comme nouveauxr nombres qu’ils ont appelés nombres
impossibles. Néanmoins l'introduction de ces nouveaux nombres ne s’est pas faite sans mal.

La suite est tirée de Images, imaginaires, imaginations, une perspective historique pour l’in-
troduction des nombres complexes IREM, éd. Ellipse. p. 157.

En 1637, Descartes dans sa Géométrie, propose d’accepter comme solution d’une équation non
seulement les nombres négatifs, mais aussi ceux qui pourraient comporter une racine carrée d’un
nombre négatif. Il justifie ceci par un théoréme qui ne sera vraiment démontré qu’au XIX™¢
siécle et qui deviendra le théoréme fondamental de I'algébre :

Une équation de degré n admet n solutions, si on accepte les négatives, celles
qui comportent une racine carrée d’un nombre négatif et les multiplicités.

La construction rigoureuse des nombres complexes n’a été achevée qu’a la fin du XVIII®™¢
siécle. La notation définitive est due & Euler. Dans Eléments d’algébre il écrit en 1774 en s’ins-
pirant des régles de calcul pour les racines carrées des nombres positifs :

Maintenant comme —a signifie autant que +a multiplié par —1, et que la racine carrée d’un
produit se trouve en multipliant ensemble les racines des facteurs, il s’ensuit que la racine de a
multiplié par —1, ou \/—a, est autant que \/a multiplié par v/—1.

Or \/a est un nombre possible ou réel, par conséquent ce qu’il y a d’impossible dans une
quantité imaginaire, peut toujours se réduire & /—1. Par cette raison donc, /—4 est autant que
V4 multiplié par v/—1 et autant que 2../—1, a cause de /4 égale & 2. Par la méme raison /—9
se réduit a v/9../—1, ou 3v/—1 et /—16 signifie 4y/—1.

De plus comme +/a multipliée par Vb fait Vab , on aura v/6 pour la valeur de v/—2 multipliée
par v/—3.
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FEzxercice 1.1.3.

a. D’aprés la définition, & quoi est égal (v/—1)27
En appliquant les régles du calcul algébrique calculez v—1 . v/—1.
Ces deux résultats sont-ils compatibles ?

b. Euler écrit aussi v/—2.4/—3 = v/6! Or, suivant la démarche d’Euler, on va écrire
V=243 =V2/=1./3/-1=V2V/3.(V=1)? = .. = ..

Ces deux égalités sont-elles compatibles ?

Il est donc difficile d’utiliser la notation /—a pour un réel a > 0, et de continuer & utiliser
les régles de calcul connues pour les nombres positifs. Euler va lui-méme s’apercevoir de ces
contradictions. Aussi décidera-t-il de noter par ¢ (début d’imaginaire ou impossible) la quantité
qu’il notait v/—1.

On peut tout de suite noter la régle suivante :

La notation racine carrée \/~ ne s’utilise qu’avec des nombres réels positifs

I.2. Forme cartésienne d’un nombre complexe, addition et
multiplication

I.2.a. Rappel : produit cartésien de deux ensembles

Définition I.2.1. Soit A et B deux ensembles. Le produit cartésien A x B est ’ensemble
des couples (a,b) avec a € A et b € B. On note A? = A x A.

En particulier R? est 'ensemble des couples de réels (z,y). L’ordre est important : par
définition, (z,y) = (2/,y’) si et seulement si x = 2’ et y = ¢/. Ainsi, (1,2) # (2,1).

.2.b. Construction des nombres complexes

Nous avons vu qu’il a été nécessaire d’introduire des nombres ayant un carré négatif.
Pour ce faire, on va construire un ensemble muni de deux opérations, I’ensemble des
nombres complexes, qui contient les nombres réels et des nombres dits imaginaires, dont
le nombre 4 vérifiant 2 = —1.

Par définition, C (I’ensemble des nombres complexes) est 'ensemble R? muni des deux
opérations suivantes.

— Addition :

(z,y) + (&) = (z + 2",y +4).

— Multiplication :

(@), y) = (z2’ — yy', 2y’ + ya').

Si z = (x,y) € C, le nombre réel = est appelé partie réelle de z et noté Rez. Le
nombre réel y est appelé partie imaginaire de z et noté Im z. Par définition, deux nombres
complexes z et 2z’ sont égaux lorsque leurs parties réelle et imaginaire sont égales.
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Un nombre complexe de la forme (x, 0) est dit réel et simplement noté x, ce qui permet
d’identifier R & un sous-ensemble de C. En effet, I’addition et la multiplication complexes
restreintes aux nombres réels coincident avec ’addition et la multiplication réelles :

(2,0) + (2/,0) = (z +2/,0), (2,0).(a,0) = (z2’,0).

Un nombre complexe de la forme (0,y) est appelé nombre imaginaire pur et noté iy.
Le seule nombre réel et imaginaire pur est le nombre (0,0), noté simplement 0. On note
1 le nombre complexe 1¢. Par définition de la multiplication sur les nombres complexes,
ona:

i2 = —1.

Compte tenu de l'identification précédente et de la définition de ’addition complexe,
tout nombre complexe s’écrit (x,y) = x+iy : cette écriture est appelée forme cartésienne
d’un nombre complexe. Elle est unique : si z,2’,y et ¥’ sont des nombres réels,

x—l—iy:x/—i—iy/ <= (mzx/ety:y/).

On utilisera désormais systématiquement la notation z + iy, au lieu de (z,y).

Pour récapituler, on peut oublier la construction précédente, et décrire C comme suit.
Les nombres complexes sont les nombres z = x + iy ot = (la partie réelle de
2) et y (la partie imaginaire de z) sont des nombres réels, et i> = —1. Ils
s’additionnent et se multiplient de la maniére suivante :

(1.4) (x+iy) + (@' +iy) =+ 2" +i(y +9)
(L5) (x +ay).(2" + i) =z’ —yy' +i(zy’ + ya’).

Remarque 1.2.2. Le produit 2.z’ de deux nombres complexes z et 2’ est aussi noté 2z’ ou
/
z2x 2.

I.2.c. Propriétés de I'addition et de la multiplication

Toutes les propriétés de 'addition et de la mutiplication dans R (commutativité, asso-
ciativité, distributivité...) restent vraies dans C. Ainsi, il est facile de vérifier que (a faire
au moins une fois) :

. 240=04z2z=2z2,1z=21=zet 0z=20=0.
. z+2 =2 +2 et 22/ =22
i, 24+ (Z+2")=(z+72)+2" et 2(22") = (22)7".
iv. z2(2/ +2") = 22/ + 22",
Remarque 1.2.3. On peut écrire la somme (respectivement le produit) de trois nombres

complexes z, 2’ et 2", sans parenthése : z+ 2’ + 2" (respectivement z 2’ 2”). Ces notations
ne sont pas ambigués du fait de I'associativité de 'addition et de la multiplication iii.
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Remarque 1.2.4. 11 est inutile d’apprendre par coeur la formule (I1.5) définissant la mul-
tiplication de deux nombres complexes. Elle se retrouve immédiatement en utilisant les
propriétés précédentes et le fait que i2 = —1 :

(v +iy) (2’ +iy)) = 2’ +iyx’ + xiy) +iyiy = 2’ — gy +i(xy + 2'y).

Remarque 1.2.5. La formule du binéme ainsi que les formules des sommes de suites arith-
métiques et géométriques découlent des propriétés standard de 'addition et de la multi-
plication : elles restent vraies pour des nombres complexes. Ces formules sont & savoir.
Elles sont rappelées en appendice (cf 1.7.b, 1.7.c).

I.2.d. Représentation dans le plan
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, e, ?2)

i. Par construction de C (I.2.b plus haut), le nombre complexe z de forme cartésienne
x + iy est naturellement associée au point M de coordonnées (z,y).

M est l'image ponctuelle de z et z est affize de M.

ii. On associe aussi le nombre complexe z de forme cartésienne x + iy avec le vecteur
T =OM = zef + yes. U est Uimage vectorielle de z et z est Uaffize du vecteur @.

Par définition, deux nombres complexes sont égaux s’ils ont méme partie réelle et méme
partie imaginaire.

r+iy=a' +iy sietseulementsi x=2aety=1,

c’est & dire si et seulement si leurs images (ponctuelle ou vectorielle) sont confondues.

On peut facilement interpréter géométriquement I’addition sur C. Etant donnés deux
nombres complexes z = x + iy et 2/ = x’ + iy, si on note U et ¥’ les vecteurs du plan
complexe d’affixes z et 2/, le nombre 242’ est affixe du vecteur 747" (la somme s’obtient
par la loi du parallélogramme) (c.f. figure 1.1 p. 7).

I.3. Autres opérations sur les nombres complexes

On a vu la définition de I'addition et la multiplication de deux nombres complexes.
On définit ici d’autres opérations sur ces nombres : opposé, différence, conjugaison et
module.

I.3.a. Opposé, difféerence de nombres complexes

Pour tout z = z 4+ yi € C, le nombre complexe —1z = —z 4 (—y)i est I'unique nombre
complexe 2’ tel que z + 2/ = 0; ce nombre complexe est [’opposé de z et on le note
simplement —z. La différence z — 2’ de deux nombres complexes, est alors définie par
z—2 =z+(=72).
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1.3.b. Conjugaison et module

Définition I1.3.1.

Si z € C, z = Rez, y = Imz, le nombre complexe Z = = — yi est appelé le complexe
conjugué de z.

Le nombre réel positif |z| = y/22 + y? est appelé le module de z.

La conjugaison est une involution :

|
I
N

Un calcul simple (a faire) montre :
(1.6) 12)? = 2Z.
Par ailleurs

2P =0 <= z=0ety=0 < 2=0.

Interprétation géométrique

Soit z un nombre complexe, d’affixe M. Le conjugué z de z a pour affixe M’, I'image
de M par la symétrie d’axe Ox. Le module de z est la distance OM (cf figure 1.1 p. 7).

iZ=-y+ix s -

Yoo Z=z-1y

FiGURE L.1.: Le plan complexe : coordonnées cartésiennes
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Compatibilité avec I'addition et la multiplication

— Concernant la conjugaison on a :
Lz+2=z2+4+7 et 22 =27
.. z+z zZ—Z
ii. Rez=—— et Imz= —.

2 24

iii. z = Z si et seulement si z est réel.

iv. z = —Z si et seulement si z est imaginaire pur.

Les preuves sont laissées au lecteur. On retiendra que la conjugaison est compatible
avec les opérations (propriétés i), et permet avec les trois derniéres relations de
déterminer si un nombre complexe est réel ou imaginaire pur.
— Concernant le module, on a déja vu que |z|> = 2z (1.6), on a aussi :
v. |[Rez| <|z|, |Imz|<|z|] et [z]=]Z]
vi. |z.2| = |z].|7].

. / N e e .
vil. |z + 2| < |z| + |Z/], (inégalité triangulaire).
vill. ||z| = ]| < |z = 2/|.

Le module est donc compatible avec le produit et le quotient (propriété vi). Par contre,
on a seulement une inégalité pour la somme, I'inégalité triangulaire vii.

Démonstration.  — La propriété v s’obtient par des calculs directs.
— Pour vi on peut par exemple utiliser (I1.6) et la propriété i.
— La démonstration de I'inégalité triangulaire n’est pas directe :

Onaavec (I.6) : [z+2* = (24 2') (2 + ) = (2+2)(z+2') = [P+ [P+ 27 + 22/,
Or par i 22’ = z2/. Donc par ii,
27 + 27 = 27 + 27 = 2Re(27) < 2|2Z| = 2|2||7|.
Ainsi, on obtient avec la premiére égalité
|2+ 212 < L2l + 1217 + 20212 = (2] + |2'])°

ce qui donne l'inégalité triangulaire puisque deux nombres positifs sont dans le méme
ordre que leurs carrés (car la fonction = + 2 est croissante sur RT).
— La derniére inégalité viii se déduit de la précédente, en écrivant z = (z — 2’) + 2.
O

I.3.c. Inverse et quotient
Inverse d'un nombre complexe non nul

Proposition 1.3.2. Pour tout nombre compleze z € C\ {0}, il existe un unique 2z’ € C

tel que zz' = 1. De plus, 2/ = ﬁi.

Remarque 1.3.3. L’expression #Z dans la proposition désigne le produit du nombre réel

—L_ (bien défini, car |z| est un réel non nul) par le nombre complexe Z.
|z‘2 9
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Démonstration. Commencons par montrer I'unicité. Soit z € C non nul, et 2’ tel que
2z’ = 1. En multipliant par Zz et en utilisant la formule (I1.6) 2z = |z|?, on obtient
|z]22' = z. On multiplie ensuite par le nombre réel #, ce qui donne

1
1.7 7 ==z
(L7) EE
Si 2’ est un inverse de z, il est donc obligatoirement donné par la formule (I1.7) ce qui
donne 'unicité.

Réciproquement, en utilisant encore la formule (1.6), on a bien z ‘Z%E =1. ]

Définition I.3.4. Pour tout nombre complexe z non nul, 'unique 2’ tel que 2z’ = 1 est

. 1
appelé inverse de z et noté —.
z

Corollaire 1.3.5. Si 22’ =0 alors z =0 ou 2’ = 0.

Démonstration. Supposons zz' = 0 et z # 0. En multipliant ’équation zz’ = 0 par 1/z
on obtient 2/ = 0. ]

Quotient

~ Siz, 2 € Cetsiz #0,le quotient de z par 2’ noté i/ est défini par 3 =2 X —.
— Méthode pour trouver la forme cartésienne d’un quotient :

siz=ux+1y, 2/ =2’ +iy # 0 alors

z 27 (x 4 1y) (2’ —iy)

Z 77 (@)@ — i)

_ ' +yy' +i(a'y — ay)

B (@) + (y)?

_ w4y L aly—ay
T@ @R )

— Compatibilité avec la conjugaison et le module Si z,2’ € C avec 2/ # 0, alors
Z z z z — -
()= == ‘|| (ceci découle des formules ab = ab et |ab] = |al|b]
z z z
appliquées & a = 2/, b= 5

2!
).
Exercices
Exercice 1.3.6. Calculer i/ dans chacun des cas suivants :
z

iz=1—1i, 2/ =v2+V2i.

. z2=1—14, 2 =1+iV3.

iii. 2= —vV3—1, 2/ =i.

iv. 2=3+21, 2/ =3 — 2i.
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Solution du premier cas :
L—i  _ (=9)(V2-v2%) _ V2-V2+i(-vV2-V2) V2
V22 (V2 +V2i) (V2 - V20) V2i V2 2’
FExercice 1.3.7.
a. Soit M un point du plan d’affixe z # 0. Construire le point M’ d’affixe 1/z.

soit réel 7

b. Comment faut-il choisir z pour que Z =

c. Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que (z+1)(Z—14) soit un imaginaire
pur.

I.4. Forme polaire d’'un nombre complexe

l.4.a. Rappels

Pour repérer un point M dans le plan, on peut utiliser les coordonnées cartésiennes
(x,y), mais aussi les coordonnées polaires (r, ) ou r est la longueur du segment OM et

— =
6 est une mesure de 'angle (Ox, OM).
Les relations entre coordonnées cartésiennes et coordonnées polaires sont :

xr=rcosf et y =rsinb.
Tout nombre complexe z = x4y peut donc s’écrire sous la forme z = r(cos 0+i sin ),
avec 7 un nombre réel positif.
.4.b. Définition

— Cette écriture z = r(cos @ + isin ) avec r > 0 est appelée la forme polaire de z.
— r = /22 + 3?2 est exactement le module de z.
— 6, noté arg(z) , est un argument de z. Remarquons que 6 est défini modulo 27.

Notation I.4.1. On note a =b mod 27 (ou a =b mod 27) quand
dk € Z, a = b+ 2km.

l.4.c. Propriétés

— FEgalité : deux nombres complexes non nuls, exprimés sous forme polaire, sont égaux
si et seulement s’ils ont méme module et si leurs arguments différent de 2km, ou k
est un nombre entier.

— Produit : si z; = r1(cosfy + isinfy) et zo = ry(cosfy + isinfy) sont deux nombres
complexes non nuls, exprimés sous forme polaire, le calcul de leur produit donne

2129 = T17T9 [cos 01 cos B — sin 6 sin O3 + i (cos 0 sin Oz + cos O sin 6)

= riro(cos(61 + 02) + isin(61 + 62)),

10
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par des formules trigonométriques classiques. On en déduit les relations :

(1.8) |z129| = |21| | 22| et arg(zi22) = arg(z) + arg(ze) mod 27.
, 1 1 1 o Vaoalia o L
Siz#0 |-|= 2 et arg(—) = —arg(z) mod 27 (d’aprés l'égalité z — = 1).
z z z
— Conjugaison : si z # 0, arg(z) = —arg(z) mod 27.
Ceci découle immédiatement des formules cos(—6) = cosf, sin(—0) = —sin 6.
— Méthode pour trouver la forme polaire d’'un nombre complexe z = x + yi # 0 : si
t td el = el | g + iy | eins
est un argument de z, on a : z = |z|— = |z i ainsi :
] Vaz+y? o a2 42
cosh = ——2 et sinf = Y

Ezercice 1.4.2. Ecrire sous forme polaire : 1 —4, —1+14, i, 1+iv/3, —v/3 —1i.

I.4.d. Ecriture exponentielle de la forme polaire

; LN
iz=rel(e+ 2 )

FIGURE 1.2.: Le plan complexe : coordonnées polaires

Par convention, on note tout nombre complexe de module 1 sous la forme

cosf +isinf = e,

Cette exponentielle complexe vérifie les mémes régles de calcul que ’exponentielle réelle.
Par (1.8), on a :

(1.9) eHloth) — giagih,

Pour représenter un nombre complexe sous forme polaire, on utilisera désormais I’écriture
exponentielle :

11
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(c.f. figure 1.2 p. 11). Avec cette écriture, les différentes propriétés que nous avons rencon-
trées s’écrivent (7,71, 72 sont des nombres réels strictement positifs, 6, 61, 62 des nombres
réels) :
, Lz i i T =79
— égalité : r et =rpei®? o { 6, = 05 (mod 21 )
— conjugaison : e = ¢~
module : |re| = r

— produit : (rq it ) (12 02 ) =11 70 ei(01+02)
. ry et 1 g
— quotient : pour rg #0, ——— = — ei(01—02)
o e'v2 T2
T K m T

- i —2i— —1— ) i—
Exercice 1.4.3. Ecrire sous forme cartésienne : 2¢ 6, 3¢ 3, e 6, 3™, /3e 4.

l.4.e. Formule de Moivre
On établit par récurrence que, pour tout n € N, ? = (ew)" , soit :
Pour tout n € N, cosnf + isinnf = (cosf + isin6)".

C’est ce qu’on appelle la formule de De Moivre.

Application de la formule de Moivre

Calcul de cosn 6 et sinn f en fonction de cos@ et sin 6.

C’est 'opération inverse de la linéarisation, décrite plus bas.

Pour la réaliser, on utilise le fait que cosn 6 est la partie réelle (et sinné la partie
imaginaire) de (cosf + isin @)™, que 'on développe a 'aide de la formule du binéme.

Exemple pour n = 3 :
cos 30 + i sin 30 =(cos § + isin )3
= cos® 0 + 3icos® Osin @ + 3i? cos sin? @ + i3 sin> 0

=cos® 0 — 3cosfsin 0 + (3 cos? O sin f — sin® 0).
En identifiant les parties réelles et imaginaires des deux membres, on obtient

cos 30 = cos® 6 — 3cosfsin 0

sin 30 =3 cos® O sin § — sin® 6.

Si on le souhaite, on peut améliorer ces égalités en utilisant cos? 6 + sin?6 = 1, ce qui
donne alors

cos 30 =4 cos® § — 3cos b

sin 30 =3 sin 6 — 4sin> 6.

Exercice 1.4.4. Ecrire cos46, sin46 et cos 30 sin 26 en fonction de puissances de cosf et
sin .
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I.5. Racines n'*™° d’un nombre complexe

.4.f. Formule d’'Euler
Si 0 € R on a la formule d’Euler :
et 4+ o—ib ol _ o—i0
cosf=—— et sinf=———
2 21
Démonstration. On a cosf = Ree' et sinf = Ime' ; on obtient les dites formules en
utilisant la relation ii p. 8. O

Linéarisation de cos™ 0 et sin™ 0

Linéariser cos™f ou sin” @, c’est en donner une expression qui ne contient aucun
produit de fonctions circulaires. Cette opération est possible, en développant cos™ 6 =

61'9 + e—i@ n
<2) a laide de la formule du binéme (proposition 1.7.4 p. 19).

Exemple 1.4.5.

COS39 _ 619—|—€ 0 _ (620 te 19)3
2 23
_ 1 [6319 132100 4 3,0, —2i0 | 6731‘9}
23
1 ) . ) ,
:? [6310 + 67319 + 3(610 + esz):|
1 3
=1 cos 30 + 1 cos
i o0 _.e—w 3 _ (ew . ?—ie):’,
2 2343
:% [6319 _ 30 _ 3(@19 _ efie)
7
-1 3
=T sin 360 + 1 sin 6

Exercice 1.4.6. Linéariser cos* 8, sin 6 et cos® #sin? 6.

1.5. Racines n'*™s d’'un nombre complexe

.56.a. Cas général
Définition 1.5.1. Soit 2y € C et n € N*, on appelle racine n1®Me dy nombre complexe

zp tout nombre complexe w tel que w” = zj.

2 . . . .
Par exemple 7(1 +1) est une racine carrée de i, ¢ est une racine carrée de —1 et donc

V2

7(1 + i) est une racine quatriéme de -1.
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I. Les nombres complexes

Les racines n'®™MS de 2y sont les nombres complexes w solutions de ’équation en z :
Z" — 25 =0.

Le nombre 0 est la seule racine niM€ de 0 car : 2" = 0 < 2" =0< 2" =0 &
|z2| =0« 2z =0.

Proposition 1.5.2. Tout nombre complexe zo non nul posséde exactement n racines
nteMmes distinctes. De plus si poe’® est la forme polaire de zg, elles sont de la forme

.6
wr = ¥po eZ(TOJr%Q”), ke{0,1,---,n—1}.

Démonstration. On cherche tous les nombres complexes w = r e qui vérifient I’équation
W = poet?. D’aprés la propriété d’égalité de deux nombres complexes, sous forme

polaire, on a :

ettt = po el —= " =py et Tk eZ, nt=0y+ 2%kn
90 2]€7T

<~ r=Ypy e kel t=—+—.
n n

Ainsi pour tout k € Z, le nombre complexe wy = ¢ poei(%mr%%) est racine et toutes les
racines sont de cette forme.

Montrons qu’il n’y a, en fait, que n racines distinctes : posons t; = %0 + %2% pour
0 < k < n — 1. Chaque re'** est racine, et ils sont deux & deux distincts : en effet,
supposons que reitk = relt k£ {, alors (t, —t;) = 2p, soit k — £ = pn pour un certain
p € Z. Mais comme 0 < k,/ <n—1,ona |k—¢ <n-—1, donc |p|n <n—1, ce qui force
p=0.

Il reste & montrer que toutes racines n'®¢ de zy est de la forme wj,avec 0 < j <n-—1.
Soit wy une telle racine, d’argument t; = %‘) + %2%, k € Z. Alors avec la division
euclidienne de k par n, il existe 0 < k' < n —1et p € Z tels que k = np + k', et
Iargument t; s’écrit donc %0 + %277 + p27. Ainsi

(%0 K (%o K
Wi = ﬁpoez( O 4 Eomtp2m) _ o, poez( 04 Tom) Wi
ce qui achéve la preuve. ]

Ezemple 1.5.3 (Calcul des racines carrées de 1 —i). 1 —i = /274, Si 2z = re®? est

. . ; ;T N . PN
solution de 22 = 1 — i alors 22 = r2e?? = \/2e7%4. D’aprés ce qui précéde, on a deux

solutions : ;
4s T 4/s I
21 = V2e7'5 et 29 = V/2e'E

1.5.b. Racines n'®™es de I'unité.

On s’intéresse ici au cas ol zg = 1 c’est & dire aux solutions complexes de 1’équation
en z
2" —1=0.

La précédente proposition nous donne :
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I.5. Racines n'*™° d’un nombre complexe

Proposition 1.5.4. Le nombre 1 posséde ezactement n racines n'€MeS distinctes :
_ ikorn
wi =e€e'n ke{0,1,--- ,n—1}

Propriété

Si wy est une racine ni®Me do I'unité autre que 1 (soit k non multiple de n), alors
I+wp+wi4-+wi ' =0

Pour la preuve, il suffit d’utiliser la formule de la somme d’une suite géométrique (1.19)
rappelée dans I’appendice p. 20. Puisque wy # 1 et w;! =1, on a :

n

1+wk+w,§+---+w$1=1 »
- Wk

Lorsque k£ = 1 on obtient la formule :

l1+wi+wa+---Fwp—1 =0.

Cas particulier : racines cubiques de I'unité

D’apres 1.5.2 | les racines cubiques de 'unité sont 1 , e2im/3 | eHm/3 Par convention,

on pose
j= e217r/3'

On en déduit : j2 = j = e*7/3. On retiendra que les racines cubiques de 'unité sont :
1, jetj2 et quelles vérifient la relation

1+j+5%=0.

Exercices
Ezercice 1.5.5. Soit z un nombre complexe non nul et d une racine ni®me de -
Montrer qu’il suffit de multiplier d par les racines n'®™€S de I'unité pour obtenir les

racines n'®MeS de 2.

Ezercice 1.5.6. Déterminer les racines cubiques de —8.

I.5.c. Racines carrées d’'un nombre complexe, sous forme cartésienne

Etant donné un nombre complexe zg = x¢ + iyg, on cherche les nombres complexes

2z = + iy tels que 2% = 2.
Comme 22 = 2% — y? + 2izy, on obtient les équations
{.TUQ — 2 = 9
2xy = yp.

2

Remarquons par ailleurs que si 22 = zg alors |z|? = |zq| c’est a dire que 2% + y? = |20|.
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I. Les nombres complexes

On est donc amené a résoudre le systéme

X — Yy = To
2 4+ 2 = |z
2ry = Yo
d’ou x2:x0+‘Z0| _ |ZO‘+R€ZO t 2 _ |Z[)‘—.T() _ ’ZO|_RGZO
2 2 .
R -R
Comme on a toujours | Rezg| < |2/, W > 0 et M > 0, on peut

donc calculer leur racine carrée dans R. On trouve

. |z0|+Re 2o
xr = £/ T
o |zo0|—Re zo
y = £ =

La condition 2zy = yg = Im 2y permet de déterminer les signes +. Ainsi, si Imzg > 0
alors xy > 0 donc z et y sont de méme signe. Les solutions sont

Z:$+iy:\/|ZO|+2R8ZO+Z'\/’ZO|_2R€'ZO ot Z:_\/|zo|+2Rezo_Z,\/|zo|—2Rez0.

Par contre, si Im zg < 0 alors zy < 0 donc x et y sont de signe opposé. Les solutions sont

Z:x—{—iy:\/|ZO|+2RQZO_Z'\/’ZO|_2RGZO ot Z:_\/|Zo|+2Rezo+Z,\/|zo|—2Rezo'

Ces formules ne sont évidemment pas a savoir, par contre la méthode est & connaitre.

Ezemple 1.5.7 (retour au calcul des racines carrées de 1 —i). Si z = x + iy est solution
de 22 = zp alors 22 = (2% — 9?) + 2izy = 1 — 1.
1
On en déduit : 22 — y? =1 et zy = —5
Par ailleurs, |z|? = |1 —i| donne 22 + y? = /2.

L:v2 1+ﬁety2:—1+\/§ . “1+v2
2 2

On trouve 22 = soit x = £ soit y = &+ 5

Enfin, comme 2zy = —1, = et y sont de signe opposé.
Ainsi, les solutions sont

21 = 1+\@— ‘ et 2o = — 1+\@+ ! .
Y ST NG) Y T NG)

(comparer avec le résultat de I’exemple 1.5.3).

1.6. Equation du second degré a coefficients complexes

Proposition 1.6.1. Soient a,b,c € C, avec a # 0. Alors l’équation az®> + bz + ¢ = 0
admet deux solutions complezes (qui peuvent étre identiques).
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1.6. Equation du second degré a coefficients complexes

On procéde comme dans le cas réel :

b2 b b\2 b°—4dac
1.1 2 = ( ) — T = ( 7) A
(I.10) az" +bz+c az—|—2a 4a+c a[z—l—Qa 12|

donc az? 4+ bz + ¢ = 0 est équivalent a

b, A
—_2_ = _9
(z+ 2a,) 4a2 ’
ol A est le discriminant A = b? — 4ac. On distingue deux cas :

— Si A #0, alors A = b —4ac admet deux racines carrées complexes distinctes, notées
6 et —9. Alors les solutions sont

b 1) b 1)
( ) A 2a + 2a o2 2a  2a
et elles sont distinctes.
- SiA=0, alors
b
1.12 -
( ) 2a

est racine double (I’expression racine double est définie rigoureusement dans le pro-
chain chapitre sur les polynomes).
Les formules (I.11), (1.12) sont a retenir.

Remarque 1.6.2. Dans le cas particulier des coefficients réels, A € R. Si A > 0,il y a
deux racines réelles distinctes, si A < 0, 6 = iv/—A et il y a deux racines complexes
conjuguées.

Ezemple 1.6.3. Résoudre I'équation 22 — (2 4+4)z — 1+ 7i = 0.
Calcul du discriminant : A = (2+4)? — 4(—1+7i) = 7 — 24i. On cherche un complexe
§ = = + iy tel que 2 = A. On utilise la méthode vue en L5.c.
(x4+iy)?=7—24i < (22 —y? =7 et 22y=-24)
En rajoutant I'égalité des modules : 22 + y? = /49 + 576 = /625 = 25,
on obtient le systéme

2?2+ y? =25 2 =16 r=+4
22—y =7 & =9 < y =43
ry = —12 ry = —12 ry = —12.
Par conséquent, A admet deux racines carrées : § =4 —3i et — = —4 + 3.

Les solutions de I’équation sont :

—-b+6 24i+4-3i . —-b—96 24i—4+4+3%
= =3—t1et zn= =
2a 2 2a 2

z1 = =—14 2.
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I. Les nombres complexes

|.7. Appendice : quelques rappels

I.7.a. Principe du raisonnement par récurrence

Supposons que ’on veuille prouver qu'une propriété P,, dépendant d’un entier n, est
vraie pour tout n > ng.

On procéde en 2 étapes :

— Initialisation. On montre que la propriété P, est vraie.

— Hérédité. On montre : si P, est vraie pour un entier n, alors P,11 est vraie.

Cette méthode est la méthode de récurrence simple, mais parfois, elle est insuffisante
et il faut utiliser une récurrence généralisée, dans laquelle la seconde étape est remplacée
par :

— Hérédité. Pour tout n > ng, si la propriété P, est vraie pour tous les entiers k

compris entre ng et n , alors P41 est vraie.

Ezercice 1.7.1. Démontrer par récurrence (simple) sur n les propriétés suivantes :

Vn >0, 2" >mn; Vn>4, n!>2"

ou n! (lire factorielle n) est défini par
00=1, Vn>0, (n+1)=(n+1)n!

le.nl=12...n.

1.7.b. Formule du binéme

On rappelle que les coefficients du bindmes (}) sont définis par (;) = () =1, (}) =0
sik <O0etsik>n,etlarelation :

(L13) <Z>=<Z:D+<";l> 0<k<n.

Remarque 1.7.2. On note parfois CF au lieu de (Z)

On calcule les coefficients du binéme a ’aide du triangle de Pascal : on met des 1 sur
le bord du triangle, et chaque élément est la somme des deux éléments situés au-dessus
de lui. Ainsi

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1
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1.7. Appendice : quelques rappels

le coefficient (Z) est le k-iéme élément de la n-iéme ligne (les lignes sont comptées a partir
de 0, de méme que les éléments de chaque ligne, par exemple (g) = 15).

Si n et k sont des entiers tels que 0 < k < n, les coefficients du binéme peuvent aussi
étre définis par la formule suivante

(1.14) (Z) - k'(nnlk)'

FEzercice 1.7.3. Démontrer (I.14) par récurrence généralisée sur n + k. On utilisera en
particulier la formule (I.13).

On a alors la formule du bindme de Newton sur C :

Proposition 1.7.4. Soient 2,2/ € C, n € N,

(z+ 2" = zn: (Z) K )mk

k=0

La preuve se fait par récurrence sur n, comme dans le cas ou z et 2’ sont réels. Elle est
laissée au lecteur.

I.7.c. Suites arithmétiques et géométriques

Une suite arithmétique (u,)nen est une suite définie par une relation de récurrence de
la forme :

(L.15) Upy1 =Up, +a, neN

ot a est un nombre (réel ou plus généralement complexe) fixé, appelé raison de la suite
(uy). Par une récurrence élémentaire (a faire!), on peut montrer

U, =ug+mna, néeN.
La somme des termes d’une telle suite est donnée par la formule :

Up + Uqg

0<p<y.
9 >P>4q

(1.16) D un=(q-p+1)

n=p
On peut retenir que la somme des termes d’une suite arithmétique est égale au nombre
de termes ¢ —p—+ 1 multiplié par la moyenne % du premier terme et du dernier terme.
Ezercice 1.7.5. Démontrer par récurrence (sur ¢ > p, p étant fixé) la formule (1.16).
Exemple 1.7.6.

8

B+5+T+...+17T=) (2k+1)=8x
k=1

3417

80.
2
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I. Les nombres complexes

FEzercice 1.7.7. Calculer 2?220(3]' +5).

Une suite géométrique (vy)nen est une suite définie par une relation de récurrence de
la forme :

(Ll?) Un+1 ::bvna

ot le nombre complexe non nul b est encore appelé raison de la suite (v,). On démontre,
a nouveau par récurrence :
vp =b"vy, neN.

Si b =1, la suite est constante. Lorsque b # 1, la somme de ses termes est donnée par la
formule

q _
1 — pa—ptl
(118) Zvn:ﬁxvobp, Oﬁpﬁq,

qui se déduit immédiatement de la formule
1__bN+1

(1.19) an— -

Pour démontrer (I.19) remarquer que cette formule est équivalente a

N
1=b)> b =1-b""

N+1

N N
L=b)> b= "= bpr=1-0"".
n=0 n=0 n=1

Ezxercice 1.7.8. On considére un échiquier de 64 cases. On pose 1 grain de blé sur la
premiére case, 2 grains sur la deuxiéme, 4 sur la troisiéme et ainsi de suite, en doublant
le nombre de grains de blé a chaque nouvelle case. Combien y aura-t-il de grains de blé
sur I’échiquier une fois les 64 cases remplies ?

Les formules (1.16) et (I1.19) sont a retenir.
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II. Les polyn6mes

Dans ce chapitre, la lettre K désigne R ou C. Les éléments de K sont appelés “nombres”
ou “scalaires”.

11.1. Définitions

Il.1.a. Polyn6mes comme suites finies

Un polynéme P sur K (ou & coefficients dans K) est la donnée d’une suite (ag)r>0
d’éléments de K telle qu’il existe un entier p > 0 avec

Vk >p, ar=0.

Les nombres aj sont appelés les coefficients de P. Le plus grand nombre d tel que ag # 0
est appelé degré de P et noté deg P ou deg(P). Le coefficient ay4 correspondant a ce degré
est appelé coefficient dominant de P. Le polynéme (ag)r>0 tel que ar = 0 pour tout k
est appelé le polyndéme nul et noté 0. Par convention deg(0 = —oo.

Ezemple 11.1.1. La suite (1,2,0,0,0,...) est un polynéme de degré 1 (ap = 1, a; = 2, les
. signifient ici que a =0 si k > 2).
La suite (2¥);>0 n’est pas un polynome.

11.1.b. Addition

Soit P = (ag)k>0 et Q = (bg)r>0 deux polynomes. La somme P+ @ de P et ) est par
définition la suite (ay + by)r>0. C’est aussi un polynoéme. Ceci définit une addition sur
I’ensemble des polynémes, qui est commutative et associative :

P+Q=Q+P, (P+Q +R=P+(Q+R).

Du fait de ’associativité, on peut noter sans ambiguité P + @ + R la somme de trois
polynoémes.

Proposition I1.1.2. Soit P et () deux polyndmes a coefficients dans K.
deg(P + Q) < max(deg P, deg Q).
De plus, si deg P # deg @,

deg(P + Q) = max(deg P, deg Q).

21



II. Les polynémes
Démonstration. On note P = (ag)k>0, @ = (bk)k>0, p = degP et ¢ = deg@. Par
définition du degré,
ap#0, b, #0, k>p=a, =0, k>q=0b,=0.
Par définition, P + @ = (ax + bg)k>0. De plus
k> max(p,q) = ar = b = 0= ay, + b = 0.

Donc P + @ est bien un polynéme, de degré inférieur ou égal a max(p, q).
Supposons p # ¢, par exemple p < ¢q. Alors a; = 0, by # 0 et donc

ag + by # 0,
ce qui montre deg(P + Q) > ¢ = max(p, q) et finalement

deg(P + Q) = max(p, q).
La preuve est identique lorsque p > q. ]

Notation 11.1.3. Si P = (a)r>0 est un polynéme, on note —P le polynéme (—ay)x>0.
C’est I'unique polynéme A tel que P+ A = 0. Si P et Q) sont deux polynémes, on note
P — @ le polynéme P + (—Q).

Il.1.c. Indéterminée

On s’empresse d’adopter une notation plus commode que la notation (ay)g>0 pour
désigner les polynomes. On fixe une lettre, généralement X, appelée indéterminée. Soit
P = (ag)k>0 un polynome de degré d. On note ce polynome :

d
(IL.1) P=aX"+ a1 X"+t aX+a =) a;X.
=0

Ezemple 11.1.4. Le polynéme (1,2,0,0,0,...) est noté 2X + 1. Le polynoéme
(0,0,0,9,4,0,3,0,0,0,...)

est noté 3X64+0X5 +4X*4+9X3+0X2+0X 40 ou plus simplement 3X6 +4X*4+9X3.

Dans (II.1), les puissances sont rangées dans l'ordre décroissant. On peut aussi les
ranger dans l'ordre croissant. De fait, par la définition et la commutativité de I'addition
des polynémes, on a :

adXd+ad_1Xd_1 +...+a1 X +ag=ag —l—alX—l—...—l—ad_le_l —I—adXd.

Notation 11.1.5. L’ensemble des polynoémes a coefficients dans K et d’indéterminée X est
noté K[X]. Un polynéme P est parfois noté P(X) lorsqu’on veut insister sur le fait que
la lettre X désigne I'indéterminée.
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I1.1. Définitions

11.1.d. Multiplication

Soit P = Z?:o a; X7 et Q = Z?/:o b; X7 deux polynomes, d = deg P, d’ = deg Q. Par
définition, le produit PQ de P et @ est le polynéme

d+d’
(IL.2) PQ = Z Z aibe | X7.
J=0 \k+t=j

Il s’obtient en développant 1’expression ZZZO apX* Z?lzo be X’ et en utilisant les régles
de calcul usuelles sur addition et la multiplication, et la régle : X*X*¢ = X*+¢,

Remarque 11.1.6. Dans l'expression (I1.2), Zk+€:j signifie que la somme porte sur tous
les indices (entiers naturels) k et £ tels que k + ¢ = j. Par exemple :

Z arby = agbs + a1b1 + asby.
k+4=2

Il est trés important de maitriser ce genre de notation.

La formule
(I1.3) deg(PQ) = deg P + deg Q

découle immédiatement de la définition de la multiplication des polynomes. Le coefficient
dominant de PQ est agby. On déduit immédiatement de (I1.3) :

PQ=0= (P=0o0u@=0).
La multiplication des polyndmes vérifie aussi les régles de calcul usuelles :

Proposition I1.1.7. La multiplication des polyndémes est commutative, associative, et
distributive par rapport a Uaddition : si P,Q, R € K[X],

PQ=QP, (PQ)R=P(QR) et P(Q+R) = PQ+ PR

Démonstration. On ne démontre que l'associativité, la preuve des autres propriétés est
laissée au lecteur. Soit P = leo ap Xk, Q = Z ngE et R = Zm 0 CmX™ trois
polynémes. On doit vérifier

(IL.4) (PQ)R = P(QR).
En utilisant la définition de la multiplication, on obtient PQ = Zd1+d2 (Z k= akbg) X7
puis

di+do+ds d1+da+ds

(PQ)R = Z S D anbe en X" < Z > agbeenX

r=0  jtm=r \k+l=j r=0  k+l+m=r
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II. Les polynémes

De méme, QR = Zd2+d“ > tm—s ecm X ® et donc

di+da+d3 di1+da+d3
P(QR) = Z Z ag ( Z bgcm> X" i Z Z akbgcmX

r=0 k+s=r l+m=s r=0 k-+l+m=r
D’ou (PQ)R = P(QR). O
Ezxercice 11.1.8. Se convaincre des deux égalités v ci-dessus. On pourra commencer par
écrire explicitement ces égalités d; = do = ds = 1.

En pratique, pour calculer le produit de deux polynémes, on n’utilise pas
directement la formule (I1.2), mais simplement les régles de calcul usuelles.
Par exemple :

(X3 4+2X2 - 1)(X?4+7) = X3X? +7X3 + 2X2X2 4 14X2 - X2 7
= X5 +7X3 42X +13X%2 - 7.

I.2. Premiéres propriétés

11.2.a. Division euclidienne

Théoréme I1.2.1. Soient A et B deux polynomes de K[X|, avec B non nul. Il existe un
unique polynome Q et un unique polynome R dans K[X] tels que :

A=QB+R deg(R) < deg(B).

Définition I1.2.2. Lorsque R = 0 dans le théoréme ci-dessus, c’est a dire lorsqu’il existe
Q@ dans K[X] tel que A = @B, on dit que B divise A, que A est divisible par B, ou que
B est un diviseur de A.

Démonstration. Ezistence. Lorsque A = 0, on peut choisir () = 0 et R = 0. Supposons
A non nul, et notons A = a, X" +ap, 1 X" ' 4+...+a1X +ag, B= by XP 4 bp_lXp_1 +
o+ 01X + bg, avec n = deg A, p = deg B. On commence par montrer :

Lemme I1.2.3. Soit A € K[X] tel que deg A > deg B. Il exists Q € K[X] tel que
(IL5) deg(A — BQ) < deg A.

Preuve du lemme. Soit d le degré de A. Onnote A = Zi 0 arX". On pose @ = &—dXd_p

Le polynome Q B est de degré d — p+ p = d, et son coefficient dominant (le coeﬂiment
de X9) est “;l X b, = a4. On en déduit comme annoncé que A-— BQ est au plus de degré
d—1. O

Pour montrer l'existence de @ et R, on construit deux suites finies (A4;)j—o..; et
(Qj)j=1..7 en posant Ag = A et en définissant les A;,Q;, j > 1 par récurrence de la
maniére suivante. Soit j > 0 tel que A; est connu.
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I1.2. Premiéres propriétés

— ou bien deg(A;) < deg(B), on pose J = j et on arréte la construction;
— ou bien deg(A;) > deg(B). On pose alors Q41 = Q, Ajp1=A; —BQjs1, on Q est
donné par le lemme avec A= Aj.
Par (IL.5), la suite deg(A;) est strictement décroissante. Puisque c’est une suite d’éléments
de NU{—o00}, la construction précédente doit s’arréter pour un certain J. On a deg(Ay) <
deg(B) et Aj = Aj11 + BQj+1 pour tout j < J — 1. On en déduit :

A=Ay=A1+BQ1 =4 +BQ2+BQ1=...=A;+B(Q1+... + Q).

On a bien obtenu une division euclidienne de A par B, de quotient Q = Q1+ ...+ Qs
et de reste Aj.

Unicité.
Supposons que A = QB+ R = SB+ T, ou les degrés de R et T sont strictement
inférieurs & celui de B. On en tire :

(IL.6) R—-T=(S-Q)B et deg(R—T) < deg(B).
On montre @) = S par I'absurde. Si @ # S, alors deg(S — @) > 0. Donc
deg((S — Q) B) = deg(S — Q) + deg(B) > deg(B),

ce qui contredit (II.6).
Donc Q@ =S5, dou QB+ R=SB+T=QB+T,dou R="1T. O

En pratique, pour calculer le quotient et le reste de la division euclidienne d’un poly-
noéme par un autre, on calcule les suites A;, Q; de la démonstration précédente en posant
la division euclidienne

Ezemple 11.2.4. Division de X3 +2X2 + X +1 par X2+ 1

X3 4+ 2X?2 + X + 1 X241
- X3 - X X +2
2X7? + 1
- 2X? - 2

-1

Le résultat s’écrit : X2 +2X2+ X +1= (X% +1)(X +2) — 1.
Quotient : X + 2, reste : —1.
Dans cet exemple, ona Q1 = X, A =2X2 +1,Qy =2 et Ay = —1.

Ezercice 11.2.5. Effectuer la division euclidienne de A par B dans les cas suivants :
A=X*-2X?2-X+1,B=X*>+X;
A=X044X*—X?2+1, B=X?>+1.
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II. Les polynémes

11.2.b. Fonctions polynomiales

Définition I1.2.6. On appelle fonction polynomiale sur K toute fonction de la forme
15:K—>K:x»—>an$”+an,1xn_1+---—|—a2x2—|—a1x—|—ao,

ol les coefficients (a;);j—o..n sont dans K. Le polynéme P = ap, X™ + ap1 X" 1 + -+ +
asX? + a1 X + ag est appelé polynome associé a la fonction P.

Remarque 11.2.7. 1l faut toujours avoir en mémoire la différence entre la fonction polyno-
miale P (et sa variable x) et le polyndéme P (et son indéterminée X); méme si, lorsqu’il
n’y a pas de confusion possible, on omet d’écrire le symbole™ .

Ainsi, pour tout a € K, on notera désormais P(a) la valeur prise par la fonction P au
point a.

Proposition I1.2.8. Le reste de la division euclidienne d’un polynéme P par X — « est
le polynome constant égal a P(c).

Démonstration. La division euclidienne de P par X — a s’écrit :
P = (X —a)Q+ R avec deg(R) < 1.

Puisque deg(R) < 1, le polynéme R est une constante ¢ et P(a) = c. O

I1.2.c. Polynéme dérivé

Définition I1.2.9. Soit P = a, X" + -+ + a1 X + a¢ un polynéme sur K. On appelle
polynome dérivé de P le polynéme :

n—1
P = ’I’Laan_l + (7’L — 1)an,1X”_2 + - 4 200X + a1 = Z(Z + 1)al-+1Xi.
i=0
On note P, P, P®W_ ..., P la suite des polynomes dérivés successifs. On pose enfin

PO = p,
Exemple 11.2.10. Soit P =5+ iX2+4X3. Alors P' = 21X +12X?, P = 2i 4+ 24X etc...

Proposition I1.2.11. Soient P,Q € K[X]. Alors

(IL.7) deg P > 1 = deg(P’) = deg(P) — 1

(IL.8) P'=0 <= P est constant

(IL.9) AP +pQ) = AP +uQ', P,QeK[X], \ueK
(I1.10) (PQ) =P'Q+ PQ'.

Démonstration. La propriété (I1.7) se déduit immédiatement de la définition du degré et
du polynome dérivé.
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I1.3. Racines
Preuve de (11.8). Soit P = Y_p_,ax X" un polynome de degré n. Alors

n
P'=0 < > kapX*" ' =0 < Vke{l,...,n}, a =0.
=1

En particulier, si n > 1, a, = 0, une contradiction. Donc n = 0 ou n = —o0, ce qui
signifie exactement que P est constant.
La preuve de (I1.9) est directe et laissée au lecteur.

Preuve de (I1.10). On commence par prouver (II.10) lorsque P = X™, n > 0. On note

p
Q=> bX* p=deg(Q).
k=0

Alors » »
P'=nX""', Q=) kixX"', PQ=) bX""
k=0 k=0
et donc
p p p
P'Q+PQ =Y nbp XMt 4 Y "k XE T = (k4 n)bp XA = (PQ)
k=0 k=0 k=0

On démontre maintenant le cas général. On commence par remarquer que si N > 1,
Py, ..., Py sont des polynémes et Aj,... Ay des scalaires, alors (I1.9) et une récurrence
élémentaire nous donnent :

N / N
(I1.11) <Z AkPk> - Z Ar Pl
k=1 k=1

Supposons P non nul (sinon le résultat est évident). On note P = > 7_,ar X" avec
n = deg(P). Par (II.11),

(PQ) =) ar(X*Q)
k=0

=> a [(X’f)'@ + X’CQ’} => akXF1Q 4+ apX*Q = P'Q+ PQ,
k=0 k=0 k=0

ce qui termine la preuve. O

11.3. Racines

I1.3.a. Cas général

Définition I1.3.1. Soit P € K[X]. On dit que o € K est une racine (ou un zéro) de P
lorsque P(a)) = 0.
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II. Les polynémes

Théoréme I1.3.2. Soit P € K[X]|. Un élément o de K est racine de P si, et seulement
si, P est divisible par X — «.

Démonstration. D’aprés la proposition 11.2.8 P = (X — )@ + P(«). Par conséquent P
est divisible par X — « si, et seulement si, P(a) = 0. O

Exercice 11.3.3. Soit P le polynéme sur R défini par P = X3 — X2 — 3X + 3.
a. Déterminer une racine évidente de P.

b. En déduire une expression de P sous la forme d’un produit d’un polynéme de degré
1 par un polynéme de degré 2.

c. En déduire ’ensemble des racines de P.

Définition II.3.4. Soit P € K[X], a € K et r € N*. On dit que « est une racine d’ordre
r, ou de multiplicité r, de P si P = (X — a)"Q avec Q(«a) # 0.

D’aprés le théoréme I1.3.2, une racine est toujours de multiplicité au moins 1.
Lorsque » = 1, on dit que la racine est simple.
Lorsque r = 2, on dit que la racine est double.

Ezemple 11.3.5. Le polynéme P = 3(X — 1)?(X —i)(X +4)® a pour racines 1,4 et —i. 1
est une racine double, 7 est une racine simple, et —i est une racine d’ordre 3.

Un trindme complexe du second degré de discriminant non nul a deux racines simples.
Un trinéme du second degré de discriminant nul a une racine double.

Définition I1.3.6. On dit que le polynéme P a exactement n racines comptées avec
leur ordre de multiplicité (ou avec multiplicité) lorsque la somme des multiplicités de ses
racines est exactement n.

Exemple 11.3.7. Le polynéme P de 'exemple I1.3.5 a 3 racines distinctes, mais 6 racines
comptées avec leur ordre de multiplicité.

Avertissement 11.3.8. 1l y a donc deux maniéres de compter le nombre de racines d’un
polynéme. L’expression “le polynéme P a n racines” est ambigiie et ne doit jamais étre
utilisée sans précision supplémentaire.

Remarque 11.3.9. Si P a r racines et Q a s racines (comptées avec leur ordre de multipli-
cité), alors PQ a r + s racines (comptées avec leur ordre de multiplicité). Cette propriété
n’est plus valable lorsque ’on compte les racines distinctes des polynémes.

Evemple 11.3.10. Si I'on compte les racines avec multiplicité, le polynéme P = (X — 1)?
a deux racines, le polynémes @ = (X — 1) a 1 racines, et le polynome PQ = (X —1)3 a
bien 2 + 1 racines.

Mais P, @ et PQ ont chacun une seule racine distincte.

Théoréme I1.3.11. Soit P € K[X]. La racine o € K de P est de multiplicité v si et
seulement si, pour tout k entre 0 et 7 — 1, P®)(a) =0 et P (a) #0.
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I1.3. Racines

Démonstration. On commence par montrer

(I1.12) « racine de multiplicité r de P

a racine de multiplicité » — 1 de P’ sir > 2
—
P'(a) #0sir=1.

En effet, si « est racine de multiplicité r» de P, on a P = (X — a)"Q avec Q(«) # 0. En
dérivant, on obtient :

Pr=r(X = a) '@+ (X )@ = (X —a) ' (rQ+ (X ~a)Q),

de la forme (X — )" 1Q; avec Q1(a) = rQ(a) # 0. Ce qui donne I'implication (I1.12)
En itérant (I1.12), on obtient que si « est une racine d’ordre r > 1 de P, c’est une
racine d’ordre  — k de P®) pour tout k¥ = 1...r — 1. En particulier ¢’est une racine
d’ordre 1 de P—1 et P(")(a) # 0.
Réciproquement, supposons P(a) = P'(a) = --- = PU~Y(a) =0 et P (a) # 0. Soit
s la multiplicité de a. D’aprés ce qui précéde

(I1.13) P(a)=...=Pt V() =0et P& (a) £0

On montre s = r par I’absurde :
— si s > r alors, on aurait P(T)(a) = 0 par (II.13), ce qui est contraire aux hypothéses.
— si s < r alors, on aurait P®)(a) = 0, contredisant (I1.13).

Donc s = r et a est de multiplicité r. ]

11.3.b. Polynémes a coefficients complexes

Théoréme I1.3.12 (Théoréme de D’Alembert). (admis) Dans C[X], tout polynéme non
constant admet aw moins une racine.

Corollaire 11.3.13. Tout polynéme P, de degré n >1, de C[X] admet exactement n
racines complexes (comptées avec leur ordre de multiplicité).

Démonstration. Par récurrence sur n. Dans toute la démonstration, les racines sont comp-
tées avec leur ordre de multiplicité.
— Initialisation : si n = 1, le résultat est immédiat.
— Hérédité : supposons que tout polynéme de degré n—1 de C[X] admette exactement
n — 1 racines complexes.
Si P est un polynome de degré n, d’aprés le théoréme de D’Alembert, il admet au
moins une racine .
I existe donc @, de degré n-1, tel que P = (X — a)@Q. D’aprés 'hypothése de
récurrence, () admet n-1 racines oq , ..., ay,—1. Par conséquent, P admet les n racines
QL QU ey Q.-

O]
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II. Les polynémes

11.3.c. Polynémes a coefficients réels

Puisque R C C, un polynéme & coefficients réels peut étre considéré comme un poly-
nome a coefficients complexes. On déduit donc du corollaire I11.3.13 :

Corollaire I1.3.14. Tout polynéme P, de degré n > 1, de R[X] admet au plus n racines
réelles (comptées avec leur ordre de multiplicité).

De plus, si P € R[X] et « € C, on a P(a) = P(@). D’ou :

Proposition I1.3.15. Soit P € R[X]. Si a € C est racine de P, alors & l’est aussi. De
plus, o et & ont méme ordre de multiplicité.

Démonstration. Soit r 'ordre de multiplicité de . On a donc P®*)(a) = 0 pour tout k
entre 0 et 7 — 1, et P")(a) # 0. Donc, P®) (@) = P*)(a) =0 = 0 pour tout k < r — 1
et P (@) = P (a) #0. O

Corollaire I1.3.16. Tout polynéme P, de degré impair de R[X] admet au moins une
racine réelle.

Démonstration. En effet, un nombre complexe « est réel si et seulement si « = @. Il
découle donc de la proposition I1.3.15 que les racines complexes non réelles de P peuvent
se ranger par paires de méme multiplicité. Il y a donc un nombre pair de racines complexes
non réelles (comptées avec leur ordre de multiplicité). Puisque, par le corollaire 11.3.13,
P a exactement deg(P) racines complexes, le nombre de racines réelles de P est impair,
et donc non nul. O

FExercice 11.3.17. Donner une autre démonstration du corollaire I1.3.16, en étudiant la
fonction polynéme associée & P et en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires.
On terminer par montrer (lorsque K = R ou K = C) que la donné de la fonction

polynéme détermine exactement le polynéme associé :

Proposition I1.3.18. Soient f et g deux fonctions polynomiales sur K, définies par
f(z) =apnz™ + -+ a1z +ag et g(x) = bya? +--- 4+ bz + by, avec ap, #0 et b, #0. Si

Ve eK, f(z)=g(),
alors p =n et a; = b; pour tout 1.

Démonstration. S’il existait ¢ tel que a; # b;, la fonction polynomiale f — ¢ serait de
degré k > i. Elle aurait au plus k racines et ne serait donc pas nulle. Ce qui est contraire
a I’hypothése. O
Ezercice 11.3.19.

a. Montrer que 7 est racine double du polynéme P = X604+ X5 +3X442X3 +3X%2 4+ X +1.

b. Déterminer les réels a et b tels que le polynome P = X% +aX*+bX3 —bX%? —aX —1
admette 1 comme racine de plus grande multiplicité possible.
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I1.4. Polynémes irréductibles

I1.4. Polynémes irréductibles

I1.4.a. Cas général

Définition I1.4.1. Un polynéme P non constant qui vérifie la condition :
si P est produit de deux polynoémes de K[X], 'un des deux est constant

est dit irréductible dans K[X].
Par convention, les polynémes constants ne sont pas irréductibles.

Ezemple 11.4.2. Un polynome de degré 1 est irréductible (raisonner sur les degrés).

Théoréme I1.4.3. Dans K |[X], tout polynéme P non constant se décompose en produit
de polynémes irréductibles

Démonstration. Par récurrence sur le degré n de P :
Initialisation. Si n = 1 alors le polynéme est irréductible.

Hérédité. Supposons que tout polynéme de degré < n soit produit de polynémes irréduc-
tibles.
Soit P un polyndéme de degré n.
— Si P est irréductible, le résultat est obtenu.
— Si P n’est pas irréductible, P = P, P, avec deg (Py) > 1 et deg (P») > 1.
deg (P1)+deg (Py) = deg (P) = n donc deg (Py) < n et deg (P3) < n. Par hypotheése
de récurrence P; et P, sont tous les deux produits de polynémes irréductibles donc

P est aussi produit de polynémes irréductibles.
O

Remarque 11.4.4. On peut montrer I'unicité de la décomposition d’un polynéme en fac-
teurs irréductibles & l'ordre des facteurs et aux multiplications par des constantes prés.
On parlera donc souvent de la décomposition en facteurs irréductibles.

Remarque 11.4.5. Le théoréme I1.4.3 est I’analogue, pour les polynoémes, de la décompo-
sition en facteurs premiers des entiers.

I1.4.b. Polynémes irréductibles de C[X]

Théoréme I1.4.6. Les polyndémes de degré 1 sont les seuls polyndmes irréductibles de
C[X].

Démonstration. D’aprés le théoréme de d’Alembert, tout polynome P, de degré > 2,
admet au moins une racine a € C. P est donc divisible par (X — «), et il n’est pas
irréductible. O

Corollaire I1.4.7. (Décomposition dans C[X]). Soit P un polynéme de degré n >1 de
C[X]. Sa décomposition en produit de facteurs irréductibles est de la forme :

P:)\(X—Oél)rl"-(X—ozp)rp avec 11+ ..+1p=mn,
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II. Les polynémes

ol au,. . . o sont les racines distinctes de P, r1,. ..,y leurs multiplicités et X le coefficient
dominant de P.

Exercice 11.4.8. Décomposer P = X3 — iX? — X + i en facteurs irréductibles.

Correction. Le nombre 1 est racine évidente de P. La division euclidienne de P par X —1
donne

P=(X-1)(X%+(1-9)X —1),

et, puisque les racines de X2 + (1 —4)X — i sont —1 et 4,

P=(X—1)(X+1)(X —i).

I1.4.c. Polynémes irréductibles de R[X]

Théoréme 11.4.9. Les seuls polynomes irréductibles de R[X] sont
— les polyndmes de degré 1
— les polynomes de degré 2, dont le discriminant est strictement négatif

Démonstration. — Si P est de degré 1, il est irréductible.
— Si P est un polynéme de degré 2 avec A < 0, il est irréductible. Sinon, il se décom-
poserait en produit de deux polynémes, chacun de degré 1 :P = (aX 4 b) (¢cX + d).
Il aurait deux racines ( distinctes ou confondues ), et son discriminant serait > 0.
Contradiction.
— Si P est un polynome de degré 2 avec A > 0, il admet deux racines réelles ( distinctes
ou confondues ) et s’écrit P =a (X — ay) (X — ag). Il n’est pas irréductible.
— Si P est un polynéme de degré n > 2, d’aprés le théoréme de d’Alembert, il admet
au moins une racine o € C
— Ou bien a € R, P est divisible par (X — «) , et il n’est pas irréductible.
— Ou bien a ¢ R alors @ est aussi racine de P.
(X —a)(X —@) = (X* —2Re(a)X + aa) est un polynome a coefficients réels.
On fait la division euclidienne dans R[X] : P = (X2 — 2Re (@)X + a@)Q+ R avec
deg R <1.0Or R(ar) = R(@) =0 et @ # @. Donc R =0.
Par conséquent, P n’est pas irréductible dans R[X] car divisible par un polynéme
de degré 2.
O

Corollaire 11.4.10. Décomposition dans R[X]
Soit P un polynome de degré n >1 de R[X]. Sa décomposition en produit de facteurs
wrréductibles est de la forme :
P=A(X =) (X — )P (X2 X +m)" o (X2 BX )
avec 114 A1y + 2814 sp)=n et 7 -4y, <0 pour i=1,---k

Ezemple 114.11. X34+ X = X(X? +1) = X(X +i)(X — 1)
La décomposition dans C[X] est X (X +14)(X —1)
La décomposition dans R[X] est X (X2 + 1).
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Ezercice 11.4.12. Décomposer en produit de facteurs irréductibles dans R[X] le polynome
P=X*—-2X34+14X? - 18 X + 45 sachant qu’il admet 1 + 27 comme racine.

Correction. P est divisible par (X —1—24)(X —1+2i) = X% — 2X + 5. En effectuant
la division euclidienne on obtient P = (X? — 2X + 5)(X? + 9) qui est bien le produit de
deux polynoémes irréductibles de R[X]. La décomposition dans C[X] s’en déduit immé-
diatement :

P=(X—-1-2i)(X —-1+24)(X —3i)(X + 3i0).
Exercice 11.4.13. Décomposer en produit de facteurs irréductibles le polynéme X3 + 1
dans R[X] puis dans C[X].
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[Il. Systémes linéaires

La référence principale pour ce chapitre est le livre de David C. Lay !

On appellera nombre ou scalaire un nombre réel ou complexe. On posera K = R
ou K = C l'ensemble de ces nombres. Le choix des nombres réels ou complexes est
indifférent dans ce chapitre, sauf pour les interprétations géométriques ot ’on privilégiera
les nombres réels.

I11.1. Définitions et premiers exemples

I11.1.a. Définitions

Définition III.1.1. Soit n > 1. On appelle équation linéaire & n inconnues x1,...,Ty,
une équation de la forme

(E) > ajz;=b,
j=1

ol ai,as, ..., an et b sont fixés dans K. Les scalaires a1, as, . . . , a, sont appelés coefficients
de I’équation, b est le second membre. Lorsque b = 0, on dit que I’équation est homogeéne.

n
Remarque 111.1.2. La notation Z ajx; dans (E) signifie 121 4+ aszo + ... + apxy. Il est
j=1
impératif de maitriser ce type de notation.

Définition IT1.1.3. L’ensemble des solutions de (E) est 'ensemble des (z1, o, ..., x,)

n
de K" tels que Z ajz; = b. C’est donc un sous-ensemble de K".
j=1

Ezxemple 111.1.4.
3x1 + a0 —4x3 =2

est une équation linéaire non-homogeéne a 3 inconnues.
—tx1 + (2 + ’i):IZQ —4x3=0
est une équation linéaire (complexe) homogeéne a 3 inconnues.
21‘% + xox3 — 433‘% =1

n’est pas une équation linéaire.

1. David C. Lay. Algébre linéaire : Théorie, exercices et applications. Troisiéme édition, 2004
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III. Systémes linéaires

Définition III.1.5. Si p > 1, on appelle systéme linéaire & p équations et n inconnues
un ensemble de p équations linéaires ayant les mémes n inconnues :

a117¢1 + a12x2 + . .. + a1pxy = by

a91x1 + agere + ... + agn T, = by

(S)

ap1T1 + AT + ... + appTn = by

Les scalaires a;j, 1 <7 < p, 1 < j < n sont encore appelés les coefficients du systéme.
Il est d’usage d’utiliser le premier indice pour numéroter les lignes et le deuxiéme indice
pour numeéroter les colonnes. Le p-uplet b = (by,...,by,) est appelé second membre du
systéme. Lorsque tous les b; sont nuls (on dit encore que b est nul), on dit que le systéme
est homogéne.

L’ensemble des solutions de (S) est le sous-ensemble de K" formé des (z1,...,z,) qui
vérifient toutes les équations de (S). On cherche a résoudre le systéme (S), c’est a dire
décrire précisément cet ensemble.

Remarque I11.1.6. On peut réécrire le systéme (S) sous forme abrégée :
n
Vi:1...p, Zaij:nj:bi.
j=1

Remarque 111.1.7. Lorsque le nombre d’inconnues n est petit, on note souvent x, y, z, t
(au lieu de z1, x2,...) ces inconnues pour alléger les notations.

Donnons quelques exemples simples.

Ezemples 111.1.8.
17(z+2y) = V7243
T+ z
2
est un systéme linéaire non-homogeéne, & 2 équations et 3 inconnues, que 1’on peut écrire
sous la forme (S) (avec x = x1, y = 9, 2 = x3) :

=12.

172434y — V72 =3

1 1
-z 4+ Oy + 52:12.

2
Ici a;1 = 17, a1 = 34, a13 = —V/7, as1 = 3, azp = 0, asg = 3, by = 3 et by = 12. Le
systéme :

ryz+7=0

x4+ 2y =3.

n’est pas linéaire (la premiére équation ne peut pas étre mise sous la forme d’une équation
linéaire). L’équation :

(I11.1) (x4+y—3°+@2c+y+22%=0
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n’est pas linéaire. Toutefois, si 'on cherche & résoudre cette équation sur R, elle est
équivalente au systéme linéaire :
rT+y=3
20 +y = —2.

Remarquons que dans le cas K = C, I’équation (III.1) ne peut pas étre ramenée & un
systéme linéaire.

FEzercice 111.1.9. Mettre les systémes linéaires suivants sous la forme (S). Déterminer p,
n, et les parameétres a;; et b;.

(111.2) 3r+y=4z+3
' y =z
(IT1.3) T1+ 29 =29+ 23 =23+ 24 =0.

Les systémes linéaires apparaissent dans tous les domaines d’applications des mathé-
matiques (économie, industrie...) Dans les applications, p et n sont souvent trés grands,
et on ne peut pas résoudre le systéme “a la main”. Il existe évidemment de nombreux
logiciels informatiques qui en sont capables. Les buts de ce chapitre sont :

— savoir résoudre “a la main” un systéme lorsque p et n sont petits;

— comprendre une méthode de résolution d’un systéme général, la méthode du pivot

de Gauss;

— en déduire quelques propriétés de la structure de l’ensemble des solutions. Cette

structure sera précisée au Chapitre V, a travers la notion d’espace vectoriel.
On commence par donner des exemples de résolutions de systémes linéaires & une ou deux
équations et une ou deux inconnues, puis une notation commode (la notation matricielle)
avant de dégager une méthode générale.

I11.1.b. Exemples de petits systémes linéaires
Une équation a une inconnue

On fixe (a,b) € K2. On considére I'équation :
(I11.4) ax = b.

Alors :

- Sia#0,x= g est la seule solution de (I1I1.4).

— Sia=0et b= 0, 'équation (II1.4) s’écrit 0 = 0 et tous les x € K sont solutions.

— Sia=0etb+#0, 'équation (I11.4) s’écrit b =0, il n’y a donc pas de solution.
Remarque 111.1.10. L’ensemble des solutions est ou bien vide, ou bien réduit & un seul
élément, ou bien infini. Nous verrons plus tard (proposition I11.2.28 p. 50) que cette
propriété persiste dans le cas d’un systéme linéaire général.
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Une équation, deux inconnues

On considére maintenant I’équation linéaire :
(IIL.5) ar + by = c.

Supposons d’abord (a, b) # (0,0). Si K = R, on sait que (II1.5) est I'équation d’une droite
du plan R? et il y a une infinité de solutions. Si K = R ou K = C, on peut résoudre le
systéme algébriquement :

— si b# 0, on peut réécrire (II.5) y = 7 — 7z, et 'ensemble des solutions est

{(z.5-32) ek}

On dit qu’on a paramétré cet ensemble (z est le paramétre).
— sib=0et a# 0, ’équation s’écrit z = ¢/a et 'ensemble des solutions est donné par
{(Z:v), yeR}.
Lorsque (a,b) # (0,0) il y a donc une infinité de solutions.
Si (a,b) = (0,0), 'équation (IIL.5) s’écrit simplement 0 = ¢ : il y a une infinité de
solutions (tous les couples (x,7) € K?) si ¢ = 0, et aucune solution si ¢ = 0.

Remarque 111.1.11. Dans ce cas, quelles que soient les valeurs de a,b et ¢, I’équation
(II1.5) a ou bien une infinité de solutions, ou bien pas de solution du tout (mais jamais
un nombre fini, non nul de solutions : comparer avec la remarque I11.1.10).

Remarque 111.1.12. Si (a,b) # (0,0), il y a une infinité de solutions et I’ensemble des
solutions est décrit avec un seul parameétre (si K = R, cet ensemble est une droite).
Lorsque (a,b,c) = (0,0,0), 'ensemble des solutions est infini, mais il faut 2 paramétres
pour le décrire (si K = R, c’est un plan).

Deux équation, deux inconnues. Opérations sur les lignes

On considére maintenant un systéme de la forme :

+awpy=>
(HI.6) { 11T + a12y 1

a21x + agy = ba.

Lorsque K = R, (a11,a12) # (0,0) et (a21,a2) # (0,0), (II1.6) décrit 'ensemble des
points d’intersection de deux droites D; et Dy du plan R%. On a donc trois cas :

— Les droites D et Ds ne sont pas parallélles : elles ont un unique point d’intersection,
et (II1.6) n’a qu’une seule solution.

— Les droites D; et Dq sont paralléles. Le systéme (I11.6) n’a pas de solution, sauf si D;
et Dy sont confondues, auquel cas le systéme a une infinité de solutions (1’ensemble
des coordonnées des points de la droite Dy = Ds).

On donne maintenant trois exemples que 1'on va résoudre algébriquement, sans utiliser
d’argument géométrique.
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Ezxemple 111.1.13.

) { 3x4+2y=8 (L)

2 +5y =9 (L2).
Eliminons I'inconnue “2” de la deuxiéme ligne & 'aide de la premiére ligne :

3r+2y=238
(I11.8) 0 <5 B :) )= <9 _ 136> (Ls) — %(Ll).

La notation (Lg) — 2(L1) & la deuxiéme ligne (on écrira parfois (Lg) < (L2) — 2(L1))
signifie que ’on a remplacé la deuxiéme ligne par la différence de la deuxiéme ligne et du
produit de % par la premiére ligne.

3r+2y=28
(I11.9) { Y

y=1 2 (La).

La notation %(Lg) a la deuxiéme ligne signifie qu’on a multiplié cette ligne par 13—1 On
écrit aussi (La) < £ (L2). Une fois connue la valeur de y il suffit de la substituer dans
(L1) pour obtenir la valeur de x : on obtient 3x = 8 — 2 = 6, i.e. © = 2. Le systéme
(II1.7) a donc pour unique solution (2,1) (en d’autres termes, 'ensemble des solutions
est le singleton {(2,1)}).

On peut aussi conclure, a partir de (II1.9), en utilisant des opérations sur les lignes :

3r =06 L1)—2(L =2 1p
(I11.10) { ! =2l s { ! ()
y=1 y=1

Ezemple 111.1.14.

3r+2y=28
(IIL.11) ey

6x + 4y = 20.
On élimine z comme dans l'exemple I11.1.13

3r+2y=38

(IIL.12) ey

0=4 (L2)—2(L1).
Il n’y a pas de solution.
Ezxemple 111.1.15.

3r+2y=28
(IT1.13) ey

6x + 4y = 16.
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On utilise la méme stratégie :

3z 42y =8
(I11.14) v
0=0 (L2)—2(Ly).

La deuxiéme équation est toujours vraie. Le systéme (II1.13) est donc équivalent a I’équa-
tion, 3z + 2y = 8. Il y a, comme pour 1’équation (IIL.5) lorsque (a, b) # (0,0), toute une

droite de solutions, I’ensemble
8 2
- — = K;.
{<3 32472/) » Y € }

I1l1.1.c. Notation matricielle

Une matrice p X n est un tableau de nombre a p lignes et n colonnes. Nous étudierons
les matrices de maniére plus systématique dans le chapitre IV de ce cours.

Lors des manipulations sur les lignes des exemples précédents, on peut gagner du temps
en décidant de ne pas noter les variables :

Définition I11.1.16. On appelle matrice des coefficients du systéme (S) la matrice pxn :

ay] a2 ... Qip
asr a2 ... Qao2n
ap1 AaA22 ... Qpn

et matrice augmentée la matrice p x (n+ 1) :

ailr; a2 ... Qain b1
a1 agy ... Qa9n bg
apl asy ... apn bm

(le trait vertical, facultatif, permet de séparer les coefficients du systéme du second
membre).

On peut reprendre les opérations précédentes en notation matricielle. Par exemple, les
manipulations sur les lignes de I’exemple I11.1.13 s’écrivent :

3 2|8 3002 8
2 5|9 0 5—3 — 8 (L)-2m)

3 2 8 3 0 6| (L1)-2(L2) 1 0 2
0 1 1] 2(L2) 0 1 1 0 1 1

11
ce qui signifie bien x = 2, y =1 (cf (II1.10)).
Exercice 111.1.17. Résoudre le systéme

20 4+y =5
(IT1.15) { Y
r—y=1

wl=

(L1)

en utilisant la notation matricielle.
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I11.2. Méthode du pivot

On veut formaliser et généraliser la méthode précédente pour résoudre des systémes
linéaires quelconques. On commence par donner quelques définitions.

I11.2.a. Systémes équivalents. Opérations élémentaires

Définition III.2.1. Deux systémes linéaires ayant le méme nombre d’inconnues sont
équivalents lorsqu’ils ont le méme ensemble de solutions.

Ezxemple 111.2.2. Les systémes suivants sont équivalents :

+y=0 +y=0
(IIL.16) vy et {0

En effet, ensemble des solutions de ces deux systémes est {(1,—1)}. Les deux systémes
suivants ne sont pas équivalents :

+y=0 +y=0
(II1.17) {x Y of {m Y
y=-1 r=-—1

En effet, 'ensemble des solutions du premier systéme est {(1,—1)}, 'ensemble des solu-
tions du deuxiéme systéme est {(—1,1)}.

Définition II1.2.3. On appelle opération élémentaire sur un systéme (ou sur les lignes
d’une matrice) I'une des trois opérations suivantes :
i. L'échange de deux lignes (L;) et (Lj), parfois noté (L;) <> (L;).
ii. La multiplication d’une ligne par un scalaire k € K non nul, appelé cadrage, parfois
noté (L;) « k(L;).

iii. L’ajout & une ligne du multiple d’une autre ligne par un scalaire k, appelé rempla-
cement, parfois noté (L;) < (L;) + k(L;).

Le lecteur est invité a vérifier que toutes les opérations réalisées dans les exemples
de la partie III.1 sont des opérations élémentaires au sens de la définition I11.2.3. Par
exemple, l'opération conduisant a (II1.8) est un remplacement, celle conduisant a (I11.9)
un remplacement.

Remarque 111.2.4. 1l revient bien siir au méme de faire des opérations élémentaires sur un
systéme d’équations linéaires, ou sur les lignes de la matrice augmentée de ce systéme.

Les opérations élémentaires ne changent pas I’ensemble des solutions :

Proposition ITI1.2.5. Soient (S) et (S°) deux systémes linéaires ayant le méme nombre
d’inconnues et d’équations. On suppose que (S’) peut étre obtenu a partir de (S) par une
série d’opérations élémentaires. Alors (S) et (S°) sont équivalents.
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III. Systémes linéaires

Démonstration. Par une récurrence simple, il suffit de montrer qu'une seule opération
élémentaire ne change pas I’ensemble des solutions.

C’est évident si cette opération élémentaire est ’échange de deux lignes.

Si k est fixé, non nul, alors ky =0 <= y = 0. Le cadrage (multiplication d’une ligne
par un scalaire non nul) ne change donc pas ’ensemble des solutions.

Il reste & traiter le cas du remplacement, i.e. 'opération (L;) < (L;)+k(L;), ou i # j,
k € K. En ignorant les lignes autres que la ¢-iéme et la j-iéme, qui ne changent pas, on
est amené & montrer que les deux systémes

;11 +...+ AinLyp — bi (Lz)
aj171 + ...+ ajpnTy, = bj (Lj)

et
anz1 + ...+ apTn = b; (L)
;121 + ... + QjnZp + k‘(aﬂxl + ...+ am$n) = bj + kb; (L;)
sont équivalents, c’est a dire que x = (x1,...,xy) vérifie (L;) et (L;) si et seulement si il

vérifie (L;) et (L).
On suppose d’abord que x vérifie (L;) et (L;). Alors

;171 + ajoT2 + ... + ajnTy +k (aﬂxl “+ ajoro + ...+ aml‘n) = bj + kb;,

=b; par (Lj) =b; par (L;).

ce qui montre (L7).
Supposons réciproquement que x vérifie (L;) et (L;) Alors

aj1x1+ajra+. . FajinTy = aj1x1 + ajoxe + ...+ ajnty + Kk (anz1 + apze + ...+ ainty)

=b;+kb; par (L)

— k‘ (ailxl + ;29 4+ ...+ amIn) = bj,

=b; par (L;)
doit (L;). O

Avertissement 111.2.6. Pour passer d’un systéme linéaire & un systéme équivalent, il est
trés fortement conseillé de s’en tenir & des opérations élémentaires au sens de la défini-
tion (II1.2.3). Des opérations sur les lignes mal choisies peuvent changer I'ensemble des
solutions. Une erreur typique est de réaliser simultanément deux remplacements de la
forme (L;) < (L;) + k(L;j) et (Lj) < (L;) + k'(L;). Par exemple :

(II1.18) donne : ¢ 3 1

Les deux systémes ci-dessus ne sont pas équivalents : le premier a pour unique solution

(%, %), le deuxiéme a une infinité de solutions : {(%,y) , Y € K} Remarquons que les
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deux opérations simultanées (La) + (L2) + 5(L1) et (L1) + (L1) + 2(L2) ne peuvent
pas s’écrire comme deux remplacements successifs. Le lecteur est invité & méditer cet
exemple : pratiquement toutes les erreurs dans les résolutions de systéme, en dehors des
fautes de calcul, sont de cette forme la.

111.2.b. Forme échelonnée

On définit maintenant une classe de matrices correspondant a des systémes dont on
peut décrire I'ensemble des solutions sans aucun calcul supplémentaire. Le but de la
méthode du pivot sera de se ramener a ce type de matrice.

Définitions

Définition III.2.7. Soit A une matrice p x n. Une ligne nulle de A est une ligne de
A formée uniquement de zéros. On appelle élément de téte d’une ligne non nulle de A
I’élément non nul le plus a gauche de cette ligne. On dit que A est sous forme échelonnée
(ou simplement échelonnée) lorsque les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

i. Toutes les lignes non nulles sont situées au-dessus des lignes nulles.

ii. L’élément de téte de chaque ligne non nulle se trouve dans une colonne (strictement)
& droite de ’élément de téte de la ligne précédente.

On dit que A est sous forme échelonnée réduite (ou simple échelonnée réduite) quand de
plus les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

iii. L’élément de téte de chaque ligne non nulle vaut 1.

iv. L’élément de téte de chaque ligne non nulle est le seul coefficient non nul de sa

colonne.

Remarque 111.2.8. Le point ii implique que tous les éléments de la matrice situés sous un
élément de téte sont nuls.

Définition III.2.9. On dit qu'un systéme linéaire est sous forme échelonnée (respec-
tivement échelonnée réduite) quand sa matrice augmentée est sous forme échelonnée
(respectivement échelonnée réduite).

Ezemples 111.2.10. La matrice A = [§9] n’est pas échelonnée (i n’est pas vérifice).

. 345 3 , D
La matrice B = 123 n’est pas échelonnée (cette fois, ii est faux).
) 1237 , ) . , el g
La matrice C' = [8 0 3] est échelonnée, mais pas échelonnée réduite (iii et iv sont faux).
. [120] , B . , s e
La matrice D = 8 8 61 est échelonnée, mais pas échelonnée réduite (iii est faux).
. (1207 , P
La matrice £ = 001 est échelonnée réduite.
. r+2z2=1 ) .
Le systéme est sous forme échelonnée réduite.
y+3z2=2
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III. Systémes linéaires

Ezemples 111.2.11. Le premier systéme de (II1.10) est sous forme échelonnée non réduite,
le dernier systéme de (II1.10) est sous forme échelonnée réduite.

Le systéme (I11.12) est sous forme échelonnée non réduite.

Le systéme (II1.14) est sous forme échelonnée non réduite. Aprés multiplication de la
premiére ligne par %, on obtient la forme échelonnée réduite équivalente :

L2 8
T4+ —y=—-
373

0=0.

Dans ce systéme la deuxiéme ligne 0 = 0 est bien str superflue.

Ezercice 111.2.12. Déterminer si les systémes suivants sont sous forme échelonnée (res-
pectivement sous forme échelonnée réduite) :

i. Un systéme a une seule équation.

To+x3 =2 . r1+x3 =2
, puis
T1+2x3=3 To+x3=3

il.

iii.

(2) 3 7(1) ;1 :13 01 01 2 0 01 0 2 3 1
00 00 BE 1 0 0 4 31, 0001 0 -3 -2
00 00 0 0 0 1 2 3 0 00O0O0 O 0
iv.
y e 2r+y+z2z=1
y=2 y+2z=-1
(51) ;o (S2) . (S zHy+2z=—1
Z:3 :—4
r—z=-—4
-0 -0

(cf correction p. 55).

Application aux systémes linéaires

Définition II1.2.13. Le systéme (S) est dit compatible si il a au moins une solution et
mcompatible si il n’a pas de solution.

On peut décrire facilement I’ensemble des solutions d’un systéme linéaire (S) dont la
matrice augmentée A est sous forme échelonnée réduite. On rappelle que si (S) est un
systéme & p équations et n inconnue, la matrice A est une matrice p x (n + 1) (i.e. un
tableau de nombres avec p lignes et n + 1 colonnes).

On distingue deux cas.

— Premier cas. Si la colonne la plus a droite (la n + 1-éme colonne) de A contient
un élément de téte (forcément égal & 1) cela se traduit par une équation 0 = 1,
tautologiquement fausse, ce qui montre que le systéme n’a pas de solution. Le systéme
(S) est incompatible.
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II1.2. Méthode du pivot

— Deuziéme cas. Supposons que la colonne de droite de A ne contient aucun élément
de téte. Dans ce cas, le systéme est compatible. Donnons une méthode pour décrire
I’ensemble des solutions. L’élément de téte de chaque ligne non nulle, situé sur une
des n premiéres colonnes, correspond donc a une des inconnues z1, ... x,. On appelle
variable de base du systéme toute inconnue x; telle que la j-iéme colonne contient
un élément de téte non nul. On appelle variable libre ou parameétre les autres incon-
nues. Chaque ligne non nulle donne une expression d’une des variables de base en
fonction des paramétres. En faisant varier les paramétres dans K, on obtient exacte-
ment I’ensemble des solutions du systéme. On dit que l'on a obtenu une description
paramétrique de ’ensemble des solutions. Dans ce cas, le nombre de lignes non nulles
est exactement le nombre de variable de bases. Le nombre de paramétre est donc
n—p.

On peut maintenant donner une définition plus précise de la résolution d’un systéme

linéaire : résoudre le systéme (S), c’est donner une description paramétrique de ’ensemble
des solutions.

Remarque 111.2.14. Un cas particulier de systéme compatible est donné par un systéme
dont la matrice sous forme échelonnée réduite a autant de lignes non nulles qu’il y a
d’inconnues. Dans ce cas, toutes les variables sont des variables de base, et il n'y a
qu’une seule solution, dont les coordonnées x1, o, ..., x, sont données par les valeurs de
la colonne de droite.

Remarque 111.2.15. 11 n’est pas nécessaire de mettre un systéme sous forme échelonnée
réduite pour savoir si il est compatible ou non : une forme échelonnée non réduite convient
tout aussi bien. Par le méme raisonnement que précédemment, un systéme sous forme
échelonnée est compatible si et seulement si la colonne de droite de sa matrice augmentée
ne contient aucun élément de téte.

Lorsque le systéme est compatible, la forme échelonnée réduite est commode pour
décrire I’ensemble des solutions.

Ezemple 111.2.16. On suppose que la matrice augmentée du systéme (S) est

3 0 4
2 0 3
0 1

1
0
0 5

O = O

C’est une matrice de forme échelonnée réduite, dont les éléments de téte sont les “1” en
gras. La colonne de droite ne contient aucun élément de téte : le systéme est compatible.
Les variables de base (correspondant aux numeéros des colonnes des éléments de téte) sont
1, To et x4. Le seul paramétre est x3. On obtient la description paramétrique suivante
de ’ensemble des solutions :

1 =4—1x3, 19 =3 —2x3, x4 =5, z3 € K.
En d’autres termes, I'ensemble des solutions de (S) est :

{(4 —x3,3 — 2I3,$3,5), xr3 € K}
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Ezxemple 111.2.17. Supposons que le systéme a pour matrice augmentée

1 3 4 5)
0 01 1
0 00 2

Cette matrice est sous forme échelonnée (non réduite). Le 2 en bas & droite est un élément
de téte situé sur la derniére colonne : le systéme n’a pas de solution, car la derniére ligne
se lit 0 = 2.

Exemple 111.2.18. Supposons que le systéme a pour matrice augmentée :

1 2 0 -1 4
001 2 -5
000 O 0
000 O 0

Cette matrice est sous forme échelonnée réduite, et le systéme est compatible. Les va-
riables de base sont x1 et x3, et les variables libres x5 et x4. L’ensemble des solutions
est

{ (4 — 229 + 24,29, —5 — 224, 24), (T2,24) € KQ}.

Ezxercice 111.2.19. Dire si les systémes de l'exercice II1.2.12; lorsqu’ils sont sous forme
échelonnée réduite, sont compatible. Donner alors une description paramétrique de 1’en-
semble des solutions.

(cf correction p. 55).
La proposition suivante permet de compter le nombre de paramétres d’un systéme sous
forme échelonnée réduite. Elle découle des arguments précédents.

Proposition I11.2.20. Un systéme compatible sous forme échelonnée réduite avec n
inconnues et p’ équations non nulles se décrit avec n—p' paramétres. En d’autres termes,
si le systéeme est sous forme échelonnée réduite, on a :

nombre d’inconnues — nombre d’équations = nombre de degrés de liberté.

Cette propriété persiste lorsque le systéme est sous forme échelonnée non réduite (cf
Remarque 111.2.29).

FEzercice 111.2.21. Dire si chacune des matrices suivantes est sous forme échelonnée (res-
pectivement sous forme échelonnée réduite). Le systéme dont c’est la matrice augmentée
est-il compatible ? Si c’est le cas, donner une description paramétrique de I’ensemble des

solutions.
1 2 3 —4 4 1 0 0 -3 1
a)égg_ig b)0112—5 C)01032
00 0 0 0 ’ 0 20 0 0]’ 0 01 4 0
0 00 0 3 000 0 0

(cf correction p. 55).
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I11.2.c. Méthode du pivot de Gauss

Nous venons de voir qu’un systéme linéaire dont la matrice augmentée est sous forme
échelonnée réduite peut étre résolu trés facilement. Nous allons maintenant montrer que
toute matrice peut étre mise sous cette forme par un nombre fini d’opérations élémentaires
sur les lignes. On utilise une méthode appelée méthode du pivot ou du pivot de Gauss,
qui suit exactement la stratégie ébauchée au Chapitre II1.1 (cf §I11.1.b). Le nom de cette
méthode est un hommage au mathématicien allemand Carl Friedrich Gauss (1777-1855),
mais elle était déja connue des mathématiciens chinois du ler siécle de notre ére. D’aprés
Wikipedia “Elle est référencée dans I'important livre chinois Jiuzhang suanshu ou Les
Neuf Chapitres sur ’art mathématique, dont elle constitue le huitiéme chapitre, sous le
titre Fang cheng (la disposition rectangulaire)”.

Soit A une matrice (p, N) (p lignes, N colonnes). On veut transformer A en une matrice
échelonnée réduite par une série d’opérations élémentaires sur les lignes. La méthode
est divisée en une phase de descente (permettant d’obtenir une matrice échelonnée qui
n’est pas forcément réduite) et une phase de remontée. Pour illustrer cette méthode, on
I’applique & la matrice

1 2 4 7
A=12 4 8 14
1 0 -2 3

On décrit la méthode pour une matrice générale. Dans le cas d’un systéme linéaire a n
inconnues et p équations, A est la matrice augmentée du systéme, de taille p x (n + 1)
(et donc N =n+1).

Phase de descente
Cette phase est divisée en 4 étapes, que 'on doit éventuellement réaliser plusieurs fois.

FEtape 1 : choiz du pivot. On appelle colonne pivot la premiére colonne non nulle?. On
choisit sur cette colonne un élément non nul, appelé pivot. Dans notre exemple, la colonne
pivot est la premiére colonne. On peut choisir comme élément pivot le 1 en haut & gauche
(en gras).

1 2 4 7
A= 1|2 4 8 14
1 0 -2 3

Etape 2. On échange la premiére ligne avec la ligne de 1’élément pivot. Le pivot devient
ainsi ’élément de téte de la premiére ligne. Dans notre exemple, I’élément pivot est déja
situé sur la premiére ligne : cette étape ne modifie pas la matrice.

Etape 3. En ajoutant aux autres lignes un multiple adéquat de la premiére ligne, on
annule tous les coefficients de la colonne pivot autre que le pivot. Dans notre exemple,

2. c’est a dire la colonne la plus & gauche qui n’est pas composée uniquement de zéros
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III. Systémes linéaires

cela donne
1 2 4 7
0 0 0 0 (L2)—2(L1) .
0 —2 -6 —4 (L3)—(L1)

Etape 4. Si la matrice obtenue est sous forme échelonnée, la phase de descente est termi-
née. Sinon, on applique les étapes 1 a 4 a la matrice a laquelle on a enlevé la premiére
ligne.
Revenons a notre exemple. La matrice A a 3 lignes. On applique les étapes 1 & 4 a la
0 0 O 0
0 -2 -6 —4
En pratique, on continue & écrire cette premiére ligne, que ’on ignore.
1 2 4 7
Etape 1’ : On considére donc la matrice |0 0 0 0. La colonne pivot (pre-
0 -2 —6 —4
miére colonne non nulle lorsqu’on ignore la premiére ligne) est la deuxiéme colonne. On
doit choisir comme pivot le —2, situé a la troisiéme ligne de cette colonne.

matrice A’ = [

} obtenue & partir de A en enlevant la premiére ligne.

Etape 2’ : on échange la 2¢éme et la 3éme ligne, la matrice obtenue est

1 2 4 7
(I11.19) 0 -2 —6 | —4
0 0 0 0

Etape 3’ : les coefficients de la colonne pivot (la deuxiéme colonne) autre que le pivot
sont déja nuls, il n’y a donc rien & faire. Rappelons que l'on ignore la premiére ligne.
Il n’y a donc que le coefficient situé a la troisiéme ligne de cette deuxiéme colonne &
considérer. Ce coefficient est bien égal a zéro.

Etape 4’ : la matrice obtenue est échelonnée : on arréte ici la phase de descente.

Si A est une matrice échelonnée p x N, et (ag,...,ayn) sont N + 1 scalaires tels que
ag # 0, la matrice

ago a ... anN

(ou tout autre matrice obtenue & partir de B en rajoutant des colonnes de zéros a sa
gauche) est une matrice échelonnée (p+ 1) x (N + 1). De cette remarque, et du fait que
toute matrice ayant une seule ligne est échelonnée, on déduit que la phase de descente de
la méthode du pivot aboutit bien, aprés un certain nombre? de passages par les étapes
1 & 4, & une matrice échelonnée.

Pour obtenir une matrice échelonnée réduite, on a besoin de deux étapes supplémen-
taires, qui constituent la phase de remontée.

3. auplusp—1
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II1.2. Méthode du pivot

Phase de remontée

Etape 5 : cadrage. On multiplie chaque ligne non nulle par I'inverse de son élément de téte,
de telle maniére que ’élément de téte de la nouvelle ligne vaut 1. Dans notre exemple :

7
2 —1(L2)
0

S O =

2
1
0

O W

Etape 6 : on ajoute a chaque ligne un multiple de la derniére ligne non nulle, pour que la
colonne au-dessus de 1’élément de téte de la derniére ligne ne soit composée que de zéros.
On répéte cette opération avec I'avant-derniére ligne, etc, jusqu’a la deuxiéme ligne. Sur
notre exemple :

1 0 -2 3 | (L1)-2(L1)

01 3 2

00 O 0

Par construction, la matrice obtenue & l'issue de la phase de remontée est bien une
matrice échelonnée réduite : on a transformé en 1 tous les éléments de téte, et en 0 tous
les coefficients situés au dessus d’un élément de téte. On a montré :

Théoréme I11.2.22. Soit A une matrice. Alors A peut-étre transformée par des opéra-
tions élémentaires sur les lignes, en une matrice échelonnée réduite.

Mentionnons que I'on peut en fait démontrer I'unicité de la forme échelonnée réduite :

Théoréme I11.2.23. Soit A et B deux matrices échelonnées réduites. Supposons que B
puisse étre obtenue & partir de A par des opérations élémentaires sur les lignes. Alors

A=B.

On omet la démonstration, cf par exemple David C. Lay 4, annexe A.

Ezercice 111.2.24. Programmer dans votre langage informatique préféré la méthode du
pivot de Gauss. Tester votre programme sur ’exemple précédent.

Remarque 111.2.25. Nous avons décrit la méthode du pivot pour une matrice, il est pos-
sible de I'appliquer exactement de la méme fagon sur un systéme linéaire. On peut donc
résoudre un systéme linéaire par la méthode du pivot directement ou en passant par la
notation matricielle. Ces deux facons de faire sont bien stir parfaitement équivalentes.

Remarque 111.2.26. On déduit de 'exemple donné une description paramétrique de ’en-
semble des solutions du systéme :

r+2y+4z="7
2 +4y+ 8z =14
r—2z=3

4. David C. Lay. Algébre linéaire : Théorie, exercices et applications. Troisiéme édition, 2004
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dont la matrice augmentée est la matrice A. Le systéme est compatible : il n’y a pas
d’élément de téte sur la derniére colonne de la matrice échelonnée réduite obtenue. Il y a
deux variables de base, = et y, et une variable libre z. L’ensemble des solutions est donné
par

{34 22,2 - 3z,2), z € K}.

Remarque 111.2.27. La compatibilité du systéme peut se vérifier a la fin de la phase de
descente, sur la forme échelonnée non réduite (II1.19).

En combinant la méthode du pivot de Gauss avec la description de I’ensemble des
solutions d’un systéme sous forme échelonnée réduite, on obtient la propriété suivante,
qui généralise la remarque II1.1.10 & tous les sytémes linéaires :

Proposition II1.2.28. L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire est vide, ou réduit
a un seul élément, ou infini.

Remarque 111.2.29. La phase de remontée du pivot de Gauss montre que tout systéme
sous forme échelonnée est équivalent & un systéme sous forme échelonnée réduite avec le
méme nombre de lignes non nulles. Si (S) est un systéme compatible sous forme échelonnée
a n inconnues et p’ équations non nulles, ’ensemble des solutions se décrit donc avec
exactement n — p’ paramétres.

Ezxercice 111.2.30. Combien de paramétres faut-il pour décrire chacune des systémes sui-
vants 7

224+ 3y =4 T+2y+z=2
r+y+z=1

(S1) (S2) y+z=1 (S3) r+y=1
Yy+2z=2

z=2 y+z=1

(cf correction p. 56).

Remarque 111.2.31. Il y a plusieurs variantes (parfaitement équivalentes) de la méthode du
pivot que nous venons de décrire. On peut par exemple échanger les étapes 5 et 6. On peut
aussi réaliser I’étape de cadrage 5 pendant la phase de descente. Dans tous les cas il est
important de n’utiliser que des opérations élémentaires sur les lignes (cf 'avertissement
I11.2.6). Ceci est particuliérement important lorsque ’on cherche a résoudre des systémes
avec parameétres (cf §II1.3 p. 53).

Récapitulons la méthode générale de résolution d’un systéeme linéaire décrite dans ce

chapitre :

— Appliquer la phase de descente de la méthode du pivot de Gauss a la matrice aug-
mentée du systéme. On obtient une matrice échelonnée.

— Déterminer si le systéme est compatible : si la colonne de droite contient un élément
de téte, le systéme n’est pas compatible (i.e. il n’y a pas de solution). Sinon il est
compatible.

— Si le systéme est compatible, appliquer la phase de remontée du pivot de Gauss.
On obtient une matrice échelonnée réduite. On peut alors donner une description
paramétrique de I’ensemble des solutions a I’aide de cette matrice échelonnée réduite.
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Donnons un autre exemple. On considére le systéme :

—x1 4+ 39 + 4 = —6
2x1 — 619 — 24 = 12
1 —3x9 +3x3+ 624 =1
—3x1 + 922 + 3x3 + 924 = —21

(5)

Appliquons la méthode du pivot & sa matrice augmentée :

-1 3 0 1 —6
2 -6 0 -2 12
1 -3 3 6 1

-3 9 3 9 —21

Phase de descente

Etape 1 : choix du pivot. La colonne pivot est la premiére colonne. Le pivot est le —1
en gras.

Etape 2 : la premiére ligne est déja la ligne pivot.

Etape 3 :
-1 3 0 1 —6
00 0 O 0 (L2)+2(L1)
00 3 7 -5 (L3)+(L1)
00 3 6 -3 (L4)—3(L1)

Etape 4 : on repasse a I'étape 1 en ignorant la premiére ligne.

Etape 1’ : la colonne pivot est la troisiéme colonne. On choisit le 3 sur la quatriéme
ligne de cette colonne comme élément pivot.

Etape 2’ : on échange la ligne pivot avec la deuxiéme ligne (i.e. la “premiére” ligne de
la matrice constituée des trois derniéres lignes)

-1 3 01 —6
0 0 3 6 -3 (Lq)
00 3 7 -5
0 0 0O 0 (L2)

Etape 3’ :
-1 3 0 1 —6
0 0 3 6 -3
0 0 01 -2 (L3)—(Lz)

0000 0

Etape 4’ : la matrice obtenue est échelonnée. La phase de descente est terminée. On
remarque que la colonne de droite ne contient aucun élément de téte : le systéme est
compatible. On passe a la phase de remontée pour obtenir une matrice échelonnée réduite.

Phase de remontée
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III. Systémes linéaires

Etape 5 :
1 -3 0 -1 6 —(L1)
0 01 2| -1 1(Ly)
0 00 1 -2
0 0 0 0 0
Etape 6 : on utilise la ligne (L3) pour annuler les éléments de la troisiéme colonne au-

dessus de ’élément de téte :

1 -3 00 4 (L1)+(L3)
0 010 3 (L2)—2(Ls)
0 0 01 -2
0O 0 0O 0

La matrice obtenue est sous forme échelonnée réduite. Il n’y a qu'une seule variable libre,
2.
Une description paramétrique des solutions est donnée par :

{(3$2 + 4, 29,3, —2), T9 € K}
Ezxercice 111.2.32. Résoudre le systéme

20 — 2y — 4z = —12
—r+y+3z2=9
z—y+z=23.

I11.2.d. Systéme de Cramer

Les coeflicients (a;;) d'un systéme linéaire (S) étant fixés, la compatibilité de (S) dépend
en général de son second membre (b;). On présente ici un cas particulier, appelé “systéme
de Cramer” pour lequel le systéme est compatible quelques soient les (b;).

Proposition I11.2.33. Soit (S) un systéme linéaire de n équations a n inconnues. Sup-
posons que (S) a une et une seule solution. Alors tout systéme obtenu a partir de (S) en
changeant seulement le second membre a une seule solution.

Définition IT1.2.34. Un systéme (S) vérifiant les hypothéses de la proposition 111.2.33
est appelé systéme de Cramer.

Remarque 111.2.35. Le fait d’étre un systéme de Cramer ne dépend pas du second membre
du systéme, mais seulement de ses coefficients.

Preuve de la proposition I11.2.33. Par des opérations élémentaires sur les lignes, on peut,
d’aprés la méthode du pivot de Gauss, se ramener & un systéme sous forme échelonnée
réduite (S’) ayant le méme ensemble de solutions que (S). Soit p’ le nombre de lignes non
nulles de ce systéme. Le systéme étant compatible, le nombre de paramétres permettant
de décrire I’ensemble des solutions est, d’aprés la proposition II1.2.20, n — p’. Mais on ne
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peut pas avoir n — p’ > 1, sinon ’ensemble des solutions serait infini. On a donc n = p’ :

la forme échelonnée réduite du systéme a n lignes non nulles, aucune ligne nulle, aucune
équation de la forme 0 = 1 et s’écrit donc :

r1 = b/l

x9 = UL
(I11.20) RS

xn =0,

Lorsque l'on change le membre de droite du systéme (S) sans toucher au membre de
gauche, on ne change que le membre de droite du systéme (II1.20), puisque ce dernier est
obtenu par des opérations élémentaires sur les lignes qui ne mélangent jamais le membre
de gauche et le membre de droite des équations. Ceci montre que tout systéme obtenu a
partir de (S) en ne changeant que le membre de droite n’a qu’'une seule solution. O

Remarque 111.2.36. De maniére équivalente, on pourrait définir un systéme de Cramer
comme un systéme a n équations et n inconnues qui a une forme échelonnée réduite du
type (I11.20).

Exercice 111.2.37. Dire avec le moins de calculs possibles si les systémes suivants ont une
unique solution, pas de solution ou une infinité de solutions. On identifiera en particulier
les systémes homogeénes et les systémes de Cramer. Les systémes (51), (S2) et (S3) ont
pour inconnues x,y et z. Les systémes (S4) et (S5) x,y, z et t.

z+3y+z=2 z+3y+z=4 T+ 3y+z=-17
(S1)8 xz4+y+2z2=-5, (S2)4 z+y+2z=1, (S3)8 x+y+2z=2
r+3y+2z2=2 r+3y+22=3 r+3y+22=5

r+2y+z+1t=0
(S4) r+y—z+5t=3, (S5) z=2y+2t=3z+4(z+y)=6x+y+z+1.
2r+y+2z2+4t=1

(cf correction p. 56).

I11.3. Systéme avec parameétres

On considére parfois une famille de systémes (S)) dépendant d’un paramétre \. Le
but est de résoudre le systéme selon les valeurs de A. Il faut traiter ce type de probléme
avec précaution. Une erreur classique est de diviser une équation par une quantité, dé-
pendant de A, qui s’annule pour une certaine valeur de A\. On donne ici deux exemples
de résolutions détaillées.

Ezercice 111.3.1. Résoudre, selon la valeur de A € R, le systéme suivant :
x4+ (2X\—6)y — 22 = -7
(ITI.21) —z+ (AA—12)y — 2z = —11
T+ B=Ny+2z2=5
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III. Systémes linéaires

Correction. On applique la méthode du pivot de Gauss.

r+B-Ny+2z=5 (L3)
—z+ (AN —12)y — 2z = —11
—x4+2\=6)y —2z2=-7 (Ly)
r+B3-ANy+2z=5
(=9+3\)y=—6 (L2)+ (L1)
(=3+Ny=-2 (L3)+(L1)

On remarque que les lignes (L2) et (L3) du dernier systéme sont équivalentes. Précisé-
ment, (Lg) vaut exactement 3(L3). Le systéme (II1.21) est donc équivalent a

(111.22) { T+ @B-ANy+22=5

(=3+ Ny =-2
Ce systéme est sous forme échelonnée. En regardant le coefficient de y dans la deuxiéme

ligne, on voit qu’il faut distinguer deux cas.

ler cas : A = 3. La deuxiéme ligne de (II1.22) s’écrit 0 = —2. Le systéme n’a pas de
solution.

2éme cas : A # 3 On obtient :

{ x+22=3 (L1)+ (La)

(=3+ Ny =—-2

En prenant x et y comme variable de base et z comme paramétre, on obtient que ’en-
semble des solutions est {(3 — 2z, 37%, z), z € R}.

Ezercice 111.3.2. Résoudre, selon la valeur de A € R, le systéme de matrice augmentée :

1 —(1+X) A—4
(IT1.23) -2 242\ 12 — 4\
2 —2A —4 42X
Correction.
I —(1+2X) A—4
0 0 4 —2) (L2)4+2(L1)
0 2 4 (L3)—2(L1)

Le systéme obtenu est presque sous forme échelonnée (il suffirait d’échanger les lignes 2
et 3). La ligne 2 se lit 4 — 2\ = 0. On distingue deux cas :

ler cas : A # 2. La ligne 2 est contradictoire. Le systéme n’est pas compatible.

2eme cas : A = 2. La ligne 2 se lit 0 = 0. En notant = et y les variables, le systéme est
équivalent & :
x—3y =—2et 2y =4,

soit (z,y) = (2,4).
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Remarquons que 'on peut parfois ramener un systéme non-linéaire 4 un systéme li-
néaire avec parametre :

FExercice 111.3.3. En utilisant les exercices précédents, résoudre les systémes

—$1+(2$2—6)1‘3—21‘4:—7 x—(l—l—z)y:z—4
(S1) R —x1 + (dwy — 12)x3 — 224 = —11 (S2) —2x+ (24 22)y =12 — 4z
21+ (3—mo)x3+ 214 =5 20 — 2zy = —4+ 2z

(cf correction p. 57).

I11.4. Réponse a certains exercices

Exercice 111.2.12

i. Une matrice & une ligne est toujours sous forme échelonnée. Elle est sous forme éche-
lonnée réduite si et seulement si son premier coefficient non nul vaut 1. L’équation
(ou le “systéme” & une équation) correspondant est sous forme échelonnée réduite
si et seulement si le coefficient de la premiére variable qui apparait dans le systéme

vaut 1.
. . : R 011 2 .\ R
ii. La matrice du premier systéme est 101 3 | celle du deuxiéme systéme
1 01 2 . , , , s
est 01 1 3 | Le premier n’est pas sous forme échelonnée. Le deuxiéme

est sous forme échelonnée (non réduite). On peut donc tranformer, en échangeant
I’ordre des variables, un systéme non-échelonné en un systéme échelonné.

ili. échelonnée non réduite/ non échelonnée / échelonnée réduite.
iv. échelonné réduit/ échelonné non réduit / non échelonné.

Exercice 111.2.19

ii. L’ensemble des solutions du deuxiéme systéme est donné par : {(27$3, 3—x3,x3), T3 €
K}.

iii. L’ensemble des solutions du systéme dont la matrice augmentée est la troisiéme
matrice est donné par {(:L’l,l‘g, 1 —2x5 — 3xg, —2 + 3¢, x5, 76), (1,22, 25, 26) €
K.

iv. Le systéme (S7) a évidemment pour unique solution (1,2, 3).

Exercice 111.2.21

La matrice a) est sous forme échelonnée. La derniére colonne ne contient pas d’élé-

ment de téte : le systéme est compatible. Pour décrire I’ensemble des solutions, ont

peut facilement mettre la matrice sous forme échelonnée réduite (par le remplacement
(L1) < (L1) + 2(L2)). On obtient la matrice (en omettant la derniére ligne, inutile, qui

signifie 0 = 0) :
1 2 30 4
0001 2|
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III. Systémes linéaires

Une description paramétrique de ’ensemble des solutions est donnée par :
{(4 — 2x9 — 313, T2, T3, 2), (xQ,.%'g) S KQ}.

La matrice b) n’est pas sous forme échelonnée. La derniére ligne de cette matrice
signifie 4 = 0 : le systéme n’est pas compatible.
La matrice c) est échelonnée réduite. L’ensemble des solutions est :

{(1 + 3x4,2 — 3wy, —4x4,24), T4 € K}

Exercice I11.2.30

Les systémes (S7) et (S2) sont sous forme échelonnée et compatibles (il est facile de
trouver une solution en fixant y pour le premier et z pour le deuxiéme). Le systéme (5)
a 3 inconnues et 2 lignes non nulles, on décrit ’ensemble des solutions avec 3 —2 =1
paramétre. Le systéme (S2) a 3 inconnues et 3 équations : on décrit 'ensemble des
solutions avec 3 — 3 = 0 paramétre : il a une unique solution.

Le systéme (S3) n’est pas sous forme échelonnée. De fait, la ligne (L) est la somme
des lignes (Lg) et (L3). Il est équivalent au systéme (S%) obtenu en retirant la ligne (L3)
au systéme (S3). Ce systéme (S%) est échelonné, on peut décrire 'ensemble des solutions
de (S3) avec 3 — 2 = 1 paramétre.

Exercice I11.2.32 : il y a une infinité de solutions. L’ensemble des solutions peut s’écrire

{(z,2,3), x € K}.

Exercice I11.2.37
Par les remplacements (Ly) < (L2) — (L1) et (Ls) < (L3) — (L1), on voit que le
systéme (.S7) est équivalent au systéme

rT+3y+z=2
—2y+z=-7
z=0

Ce dernier systéme est un systéme échelonné compatible & trois équations non nulles
pour trois inconnues : c’est donc un systéme de Cramer, qui a une unique solution. De
plus, par la Proposition I11.2.33 sur les systémes de Cramer, tout systéme obtenu & partir
de (S1) en ne changeant que le second membre sont aussi des systémes de Cramer : on
en déduit que (S2) et (S3) sont des systémes de Cramer (et ont donc chacun une et une
seule solution).

Le systéme (Sy) est un systéme homogéne avec 3 équations et 4 inconnues. Il a donc
une infinité de solutions. Le systéme (S5) est équivalent a :

r—(2y+2t)=0
x—3z—4(zx+y)=0
r—(6r+y+z+1)=0
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C’est donc aussi un systéme homogéne & 3 équations et 4 inconnues : il a une infinité de
solutions.

Exercice 111.3.3

Les deux systémes proposés ne sont pas des systémes linéaires, mais se raménent & des
systémes linéaires en fixant une des variables.

Si l'on fixe xg, le systéme (S7) est un systéme linéaire d’inconnues (z1,zs,z4). Plus
précisément, c’est exactement le systéme (II1.21) avec z = x1, y = x3, 2 = x4 et le
paramétre A = xo. L’ensemble des solutions est donné par la résolution du systéme
(IT1.21) :

2
{(3—21’4,(112,,:114) , xQER\{g}, JZ4€R}.
3 — x9

Si l'on fixe z, le systéme (S2) est un systéme linéaire. Plus précisément, c’est le systéme
d’inconnue (z,y), dont la matrice augmentée est donnée par (I11.23) avec z = A. On
déduit de la résolution de ce systéme que 'unique solution du systéme (S2) est (z,y,2) =
(4,2,2).

o7
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