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. Les nombres complexes

Pour les deux premiers chapitres, le lecteur pourra consulter le livre de Liret et Mar-

tinais!.

I.1. Les nombres réels ne suffisent pas

l.1.a. L'équation du second degré a coefficients réels

Dans de nombreux problémes on rencontre une équation du type :
(E) azx® +bx+c=0,

d’inconnue réelle x, avec a, b, c des réels et a # 0. Pour résoudre une telle équation du
second degré & une inconnue, on écrit

b b
ax2+bx+c:a<x2+x+c> :a<x2+2x+c)
a a 2a a

et on reconnait le début du développement de

_1_3 2— 2+2£ + i ?
v 2a -7 2a$ 2a
PV (2N e LB b dac
™ 2a a " % 4a? '

On note A le discriminant b? — 4ac. Puisque a est non nul, 'équation (E) est équivalente
a sa forme canonique :

b\2 A

et on distingue trois cas :

d’ou

11) a®+bzx+c=a =a

1. Frangois Liret et Dominique Martinais. Algébre Ire année - Cours et exercices avec solutions.
Dunod, deuxiéme édition, 2003
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VA

2
A
— Premier cas : si A > 0, on peut écrire : — = () et I’équation (E) devient :

4a? 2a
b VA b VA

Il y a alors 2 solutions distinctes

—b— VA b+ VA
xlzT et T9g = ————

On peut factoriser az? + bz + c. D’aprés (I.1) on a :
az® 4+ bz + ¢ = a(z — 21)(z — x9).
b 2
— Deuxiéme cas : si A = 0, 'équation (F) devient a (x + 2> = 0. Elle admet
a
b
une seule solution (double) z¢ = o et on a la factorisation :
a
2 _ 2
ax” 4+ br + ¢ = a(x — o)

— Troisiéme cas : si A <0, o0n a :

2 4 b+ L2 2+_A
ax xr cC=a X - —
2a 4a?

strictement positif car A<0

On en déduit que I’équation (E) n’a pas de racine réelle et que ax? 4 bx + ¢ ne peut
pas se factoriser (sur R). Plus précisément, on ne peut pas écrire ax? + bz + ¢ =
a(x — x1)(x — x2) avec x1,x2 € R.

Exemples 1.1.1.

a. Résoudre 22?2 — 87 + 6 = 0. Peut-on factoriser 222 — 8z + 67
Le discriminant de cette équation est A = (—8)2 —4 x 2 x 6 = 16 = 42 > 0. Les

wzlethZM:B.Onendéduit:

solutions sont donc x1 =
! 2% 2 2 % 2

222 — 81 + 6 = 2(x — 1)(x — 3).

b. Résoudre 322 — 122 + 12 = 0. Peut-on factoriser (sur R) 322 — 122 + 127

Le discriminant de cette équation est A = (—12)%2 — 4 x 3 x 12 = 0. Elle admet une

. —12
seule solution g = ——— =2 et on a:
2x3

322 — 122 + 12 = 3(x — 2)%
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c. Résoudre 222 + 8z + 9 = 0. Peut-on factoriser (sur R) 222 + 8z + 97

Le discriminant de cette équation est A =82 —4x2x 9= -8 < 0.
Il n’y a donc pas de solution réelle et 222 + 8x + 9 ne peut pas se factoriser (sur R).

FExercice 1.1.2. Résoudre :
1
622—2—-1=0, 322-2V3z+1=0, 5:c2+2:c+5:0.

Peut-on factoriser 7

I.1.b. Un peu d’histoire

Nous venons de voir que toutes les équations de degré 2 n’admettent pas nécessairement de
racine réelle. En particulier, 'équation simple 22 = —1 soit :

224+1=0

n’admet pas de solution dans les nombres réels. Pour y remédier, les mathématiciens ont introduit
un nombre dit imaginaire noté i tel que i = —1 et construit les nombres complexes.

L’introduction de ces nouveaux nombres remonte au XVI¢™¢ siécle. Les algébristes italiens de
Puniversité de Bologne (Del Ferro, Tartaglia, Cardan, ...), ont découvert les formules permettant
de résoudre les équations polynomiales du troisiéme degré, comme par exemple

22 —Tr+6=0.

Ils ont constaté un fait qui leur a paru incompréhensible. Chaque fois qu’une équation de ce type
posséde trois solutions réelles, comme 1, 2 et -3 pour ’équation précédente, les formules qui leur
permettaient de calculer ces solutions faisaient intervenir des racines carrées de nombres négatifs.
Ils ont alors considéré ces racines carrées comme nouveauxr nombres qu’ils ont appelés nombres
impossibles. Néanmoins l'introduction de ces nouveaux nombres ne s’est pas faite sans mal.

La suite est tirée de Images, imaginaires, imaginations, une perspective historique pour l’in-
troduction des nombres complexes IREM, éd. Ellipse. p. 157.

En 1637, Descartes dans sa Géométrie, propose d’accepter comme solution d’une équation non
seulement les nombres négatifs, mais aussi ceux qui pourraient comporter une racine carrée d’un
nombre négatif. Il justifie ceci par un théoréme qui ne sera vraiment démontré qu’au XIX™¢
siécle et qui deviendra le théoréme fondamental de I'algébre :

Une équation de degré n admet n solutions, si on accepte les négatives, celles
qui comportent une racine carrée d’un nombre négatif et les multiplicités.

La construction rigoureuse des nombres complexes n’a été achevée qu’a la fin du XVIII®™¢
siécle. La notation définitive est due & Euler. Dans Eléments d’algébre il écrit en 1774 en s’ins-
pirant des régles de calcul pour les racines carrées des nombres positifs :

Maintenant comme —a signifie autant que +a multiplié par —1, et que la racine carrée d’un
produit se trouve en multipliant ensemble les racines des facteurs, il s’ensuit que la racine de a
multiplié par —1, ou \/—a, est autant que \/a multiplié par v/—1.

Or \/a est un nombre possible ou réel, par conséquent ce qu’il y a d’impossible dans une
quantité imaginaire, peut toujours se réduire & /—1. Par cette raison donc, /—4 est autant que
V4 multiplié par v/—1 et autant que 2../—1, a cause de /4 égale & 2. Par la méme raison /—9
se réduit a v/9../—1, ou 3v/—1 et /—16 signifie 4y/—1.

De plus comme +/a multipliée par Vb fait Vab , on aura v/6 pour la valeur de v/—2 multipliée
par v/—3.
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FEzxercice 1.1.3.

a. D’aprés la définition, & quoi est égal (v/—1)27
En appliquant les régles du calcul algébrique calculez v—1 . v/—1.
Ces deux résultats sont-ils compatibles ?

b. Euler écrit aussi v/—2.4/—3 = v/6! Or, suivant la démarche d’Euler, on va écrire
V=243 =V2/=1./3/-1=V2V/3.(V=1)? = .. = ..

Ces deux égalités sont-elles compatibles ?

Il est donc difficile d’utiliser la notation /—a pour un réel a > 0, et de continuer & utiliser
les régles de calcul connues pour les nombres positifs. Euler va lui-méme s’apercevoir de ces
contradictions. Aussi décidera-t-il de noter par ¢ (début d’imaginaire ou impossible) la quantité
qu’il notait v/—1.

On peut tout de suite noter la régle suivante :

La notation racine carrée \/~ ne s’utilise qu’avec des nombres réels positifs

I.2. Forme cartésienne d’un nombre complexe, addition et
multiplication

I.2.a. Rappel : produit cartésien de deux ensembles

Définition I.2.1. Soit A et B deux ensembles. Le produit cartésien A x B est ’ensemble
des couples (a,b) avec a € A et b € B. On note A? = A x A.

En particulier R? est 'ensemble des couples de réels (z,y). L’ordre est important : par
définition, (z,y) = (2/,y’) si et seulement si x = 2’ et y = ¢/. Ainsi, (1,2) # (2,1).

.2.b. Construction des nombres complexes

Nous avons vu qu’il a été nécessaire d’introduire des nombres ayant un carré négatif.
Pour ce faire, on va construire un ensemble muni de deux opérations, I’ensemble des
nombres complexes, qui contient les nombres réels et des nombres dits imaginaires, dont
le nombre 4 vérifiant 2 = —1.

Par définition, C (I’ensemble des nombres complexes) est 'ensemble R? muni des deux
opérations suivantes.

— Addition :

(z,y) + (&) = (= + 2",y +v).

— Multiplication :

(z,9)-(,y) = (z2’ — yy', 2y’ + ya').

Si z = (x,y) € C, le nombre réel = est appelé partie réelle de z et noté Rez. Le
nombre réel y est appelé partie imaginaire de z et noté Im z. Par définition, deux nombres
complexes z et 2z’ sont égaux lorsque leurs parties réelle et imaginaire sont égales.
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Un nombre complexe de la forme (x, 0) est dit réel et simplement noté x, ce qui permet
d’identifier R & un sous-ensemble de C. En effet, I’addition et la multiplication complexes
restreintes aux nombres réels coincident avec ’addition et la multiplication réelles :

(2,0) + (2/,0) = (z +2/,0), (2,0).(a,0) = (z2’,0).

Un nombre complexe de la forme (0,y) est appelé nombre imaginaire pur et noté iy.
Le seule nombre réel et imaginaire pur est le nombre (0,0), noté simplement 0. On note
1 le nombre complexe 1¢. Par définition de la multiplication sur les nombres complexes,
ona:

i2 = —1.

Compte tenu de l'identification précédente et de la définition de ’addition complexe,
tout nombre complexe s’écrit (x,y) = x+iy : cette écriture est appelée forme cartésienne
d’un nombre complexe. Elle est unique : si z,2’,y et ¥’ sont des nombres réels,

x—l—iy:x/—i—iy/ <= (mzx/ety:y/).

On utilisera désormais systématiquement la notation z + iy, au lieu de (z,y).

Pour récapituler, on peut oublier la construction précédente, et décrire C comme suit.
Les nombres complexes sont les nombres z = x + iy ot = (la partie réelle de
2) et y (la partie imaginaire de z) sont des nombres réels, et i> = —1. Ils
s’additionnent et se multiplient de la maniére suivante :

(1.4) (x+iy) + (@' +iy) =+ 2" +i(y +9)
(L5) (x +ay).(2" + i) =z’ —yy' +i(zy’ + ya’).

Remarque 1.2.2. Le produit 2.z’ de deux nombres complexes z et 2’ est aussi noté 2z’ ou
/
z2x 2.

I.2.c. Propriétés de I'addition et de la multiplication

Toutes les propriétés de 'addition et de la mutiplication dans R (commutativité, asso-
ciativité, distributivité...) restent vraies dans C. Ainsi, il est facile de vérifier que (a faire
au moins une fois) :

. z40=04z=2z2,1z=21=zet 02=20=0.
. z+2' =242 et 22/ =22
i, 24+ 2+ 2")=(z4+ 7))+ 2" et 2(22") = (22/)2".
iv. z(2/ 4+ 2") = 22" + 22"
Remarque 1.2.3. On peut écrire la somme (respectivement le produit) de trois nombres

complexes z, 2’ et 2", sans parenthése : z+ 2’ + 2" (respectivement z 2’ 2”). Ces notations
ne sont pas ambigués du fait de I'associativité de 'addition et de la multiplication iii.
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Remarque 1.2.4. 11 est inutile d’apprendre par coeur la formule (I1.5) définissant la mul-
tiplication de deux nombres complexes. Elle se retrouve immédiatement en utilisant les
propriétés précédentes et le fait que i2 = —1 :

(v +iy) (2’ +iy)) = 2’ +iyx’ + xiy) +iyiy = 2’ — gy +i(xy + 2'y).

Remarque 1.2.5. La formule du binéme ainsi que les formules des sommes de suites arith-
métiques et géométriques découlent des propriétés standard de 'addition et de la multi-
plication : elles restent vraies pour des nombres complexes. Ces formules sont & savoir.
Elles sont rappelées en appendice (cf 1.7.b, 1.7.c).

I.2.d. Représentation dans le plan
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, e, ?2)

i. Par construction de C (I.2.b plus haut), le nombre complexe z de forme cartésienne
x + iy est naturellement associée au point M de coordonnées (z,y).

M est l'image ponctuelle de z et z est 'affize de M.

ii. On associe aussi le nombre complexe z de forme cartésienne x + 7y avec le vecteur
T =OM = ze{ +yes. ¥ est Uimage vectorielle de z et z est Uaffize du vecteur .

Par définition, deux nombres complexes sont égaux s’ils ont méme partie réelle et méme
partie imaginaire.

r+iy=a' +iy sietseulementsi x=2aety=1,

c’est & dire si et seulement si leurs images (ponctuelle ou vectorielle) sont confondues.

On peut facilement interpréter géométriquement I’addition sur C. Etant donnés deux
nombres complexes z = x + iy et 2/ = x’ + iy, si on note ¥ et ¥’ les vecteurs du plan
complexe d’affixes z et 2/, le nombre z+ 2’ est affixe du vecteur +7" (la somme s’obtient
par la loi du parallélogramme) (c.f. figure 1.1 p. 7).

I.3. Autres opérations sur les nombres complexes

On a vu la définition de l'addition et la multiplication de deux nombres complexes.
On définit ici d’autres opérations sur ces nombres : opposé, différence, conjugaison et
module.

I.3.a. Opposé, difference de nombres complexes

Pour tout z = z 4+ yi € C, le nombre complexe —1z = —z 4 (—y)i est I'unique nombre
complexe 2’ tel que z + 2/ = 0; ce nombre complexe est [’opposé de z et on le note
simplement —z. La différence z — 2’ de deux nombres complexes, est alors définie par
z—2 =z+(-72).
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1.3.b. Conjugaison et module

Définition I1.3.1.

Si z € C, z = Rez, y = Imz, le nombre complexe Z = = — yi est appelé le complexe
conjugué de z.

Le nombre réel positif |z| = y/22 + y? est appelé le module de z.

La conjugaison est une involution :

|
I
N

Un calcul simple (a faire) montre :
(1.6) 12)? = 2Z.
Par ailleurs

2P =0 <= z=0ety=0 < 2=0.

Interprétation géométrique

Soit z un nombre complexe, d’affixe M. Le conjugué z de z a pour affixe M’, I'image
de M par la symétrie d’axe Ox. Le module de z est la distance OM (cf figure 1.1 p. 7).

iZ=-y+ix s -

Yoo Z=z-1y

FIGURE I.1. — Le plan complexe : coordonnées cartésiennes
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Compatibilité avec I'addition et la multiplication

— Concernant la conjugaison on a :

i 242 =24+7 e z2=2z7.
Z+z z2—Z
21
ili. z = Z si et seulement si z est réel.

1. Rez = et Imz=

iv. z = —Z si et seulement si z est imaginaire pur.

Les preuves sont laissées au lecteur. On retiendra que la conjugaison est compatible
avec les opérations (propriétés i), et permet avec les trois derniéres relations de
déterminer si un nombre complexe est réel ou imaginaire pur.

— Concernant le module, on a déja vu que |z|? = 2z (1.6), on a aussi :

v. |[Rez| <|z|, |Imz|<|z|] et [z]=]Z]
vi. 2.2/ = |z|.|7|.

vil. |24 2| <|z| + |7/], (inégalité triangulaire).
viil. ||z] = ||| < |z = #/|.

Le module est donc compatible avec le produit et le quotient (propriété vi). Par contre,
on a seulement une inégalité pour la somme, I'inégalité triangulaire vii.

Démonstration. — La propriété v s’obtient par des calculs directs.
— Pour vi on peut par exemple utiliser (I1.6) et la propriété i.
— La démonstration de I'inégalité triangulaire n’est pas directe :

Onaavec (L6) : [z+2']* = (2+2) (2 4+ 2) = (2+2)(2+72) = [2[*+|/* + 22 + 27
Or par i 22’ = z2/. Donc par ii,
27 + 27 = 27 + 27 = 2Re(2Z') < 2|2Z'| = 2|2||7|.
Ainsi, on obtient avec la premiére égalité
|2+ 2" < [z + |22+ 202]'] = (2] + [2'])?

ce qui donne l'inégalité triangulaire puisque deux nombres positifs sont dans le

méme ordre que leurs carrés (car la fonction o — 2 est croissante sur RT).
— La derniére inégalité viii se déduit de la précédente, en écrivant z = (z — 2’) + 2/.
O

I.3.c. Inverse et quotient

Inverse d'un nombre complexe non nul

Proposition 1.3.2. Pour tout nombre compleze z € C\ {0}, il existe un unique 2z’ € C

tel que zz' = 1. De plus, 2/ = ﬁi.

Remarque 1.3.3. L’expression #Z dans la proposition désigne le produit du nombre réel

—L_ (bien défini, car |z| est un réel non nul) par le nombre complexe Z.
|z‘2 9
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Démonstration. Commencons par montrer I'unicité. Soit z € C non nul, et 2’ tel que
2z’ = 1. En multipliant par Zz et en utilisant la formule (I1.6) 2z = |z|?, on obtient
|z]22' = z. On multiplie ensuite par le nombre réel #, ce qui donne

1
/ —
(L.7) Z = —|Z|22.

Si 2’ est un inverse de z, il est donc obligatoirement donné par la formule (I1.7) ce qui

donne 'unicité.

Réciproquement, en utilisant encore la formule (1.6), on a bien z ‘Z%E =1. ]

Définition I.3.4. Pour tout nombre complexe z non nul, 'unique 2’ tel que 2z’ = 1 est

. 1
appelé inverse de z et noté —.
z

Corollaire 1.3.5. Si 22’ =0 alors z =0 ou 2’ = 0.

Démonstration. Supposons zz' = 0 et z # 0. En multipliant ’équation zz’ = 0 par 1/z

on obtient 2’ = 0. O

Quotient

— Siz, 2’ eCetsiz #0,1 tient d ! noté = est défini - ><l
12,2 et siz , le quotient de z par 2’ noté — es emparzl_z E

— Meéthode pour trouver la forme cartésienne d’un quotient :
siz=ux+1y, 2/ =2’ + iy # 0 alors
z 27 (x + iy) (2 — i)

427 (@)@ — i)

_za' +yy +i(a'y — ay)

a (@) + (y)?

_ w4y L dy—ay
C@P @

— Compatibilité avec la conjugaison et le module Si 2,2z’ € C avec 2’ # 0, alors
Z z z z — -
(=)== —| = u (ceci découle des formules ab = ab et |ab] = |al|b]
z! z/ 2! |2’|
appliquées a a = 2/, b= 5

Exercices

Exercice 1.3.6. Calculer i/ dans chacun des cas suivants :
z
iz2=1—1i, 2/ =v2+2i.
. z2=1—14, 2/ =1+1iV3.
fii. 2= —vV3—1i, 2/ =i.
iv. 2=3+21, 2 =3 — 2i.
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Solution du premier cas :
L—i  _ (=9)(V2-v2%) _ V2-V2+i(-vV2-V2) V2
V22 (V2 +V2i) (V2 - V20) V2i V2 2’
FExercice 1.3.7.
a. Soit M un point du plan d’affixe z # 0. Construire le point M’ d’affixe 1/z.

soit réel 7

b. Comment faut-il choisir z pour que Z =

c. Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que (z+1)(Z—14) soit un imaginaire
pur.

I.4. Forme polaire d’'un nombre complexe

l.4.a. Rappels

Pour repérer un point M dans le plan, on peut utiliser les coordonnées cartésiennes
(x,y), mais aussi les coordonnées polaires (r, ) ou r est la longueur du segment OM et

— =
6 est une mesure de 'angle (Ox, OM).
Les relations entre coordonnées cartésiennes et coordonnées polaires sont :

xr=rcosf et y =rsinb.
Tout nombre complexe z = x4y peut donc s’écrire sous la forme z = r(cos 0+i sin ),
avec 7 un nombre réel positif.
.4.b. Définition

— Cette écriture z = r(cos @ + isinf) avec r > 0 est appelée la forme polaire de z.
— 1 = /2% + y? est exactement le module de z.
— 0, noté arg(z) , est un argument de z. Remarquons que 6 est défini modulo 27.

Notation I.4.1. On note a =b mod 27 (ou a = b mod 27) quand
dk € Z, a = b+ 2km.

l.4.c. Propriétés

— Egalité : deux nombres complexes non nuls, exprimés sous forme polaire, sont égaux
si et seulement s’ils ont méme module et si leurs arguments différent de 2k, ou &
est un nombre entier.

— Produit : si z1 = ri(cosf) +isinfy) et zo = ra(cosfs + i sin ) sont deux nombres
complexes non nuls, exprimés sous forme polaire, le calcul de leur produit donne

z129 = rira| cos by cos By — sin 0 sin O3 + i (cos 0y sin Oa + cos b, sin 6;) ]

= riro(cos(61 + 02) + isin(61 + 62)),

10
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par des formules trigonométriques classiques. On en déduit les relations :

(1.8) |z129| =]21| | 22| et arg(zi1z2) = arg(z1) + arg(ze) mod 2.
, 1 1 1 o« Pastia o L
Siz#0 |—-|= T et arg(—) = —arg(z) mod 27 (d’aprés l'égalité z — = 1).
z z z
— Conjugaison : si z # 0, arg(z) = — arg(z) mod 27.
Ceci découle immédiatement des formules cos(—6) = cos 8, sin(—0) = —sin 6.

— Méthode pour trouver la forme polaire d’'un nombre complexe z = x + yi # 0 : si

ainsi :

z
6 est un argument de z, on a : z = |z|

— = |z| +1
|| VaZ+y?r o a4 y?

T
coslh) = ——— et sinf = Y

/22 + 42 /22 42
Ezercice 1.4.2. Ecrire sous forme polaire : 1 —4, —1+14, i, 1+iv/3, —v/3 —1i.
I.4.d. Ecriture exponentielle de la forme polaire

; LN
iz=rel(e+ 2 )

F1GURE 1.2. — Le plan complexe : coordonnées polaires

Par convention, on note tout nombre complexe de module 1 sous la forme

cosf +isinf = e,

Cette exponentielle complexe vérifie les mémes régles de calcul que ’exponentielle réelle.
Par (1.8), on a :

(1.9) eHloth) — giagih,

Pour représenter un nombre complexe sous forme polaire, on utilisera désormais I’écriture
exponentielle :

11
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(c.f. figure 1.2 p. 11). Avec cette écriture, les différentes propriétés que nous avons rencon-
trées s’écrivent (7,71, 72 sont des nombres réels strictement positifs, 6, 61, 62 des nombres
réels) :

R » . =Ty
e et = e { 01 = 02 (mod 27 )
— conjugaison : eif = ¢~
— module : |re| =r
— produit : (r; €01 (ry €2 =y 101102

. ry el L g
— quotient : pour rg #0, —— = — et(01—02)

ro €2 T

T K T

s
. % —2i— —i— . i
Exercice 1.4.3. Ecrire sous forme cartésienne : 2¢ 6, 3¢ 3, e 6, 3¢™, /3e 4.

I.4.e. Formule d’Euler

Si @ € R on ala formule d’Euler :

eif 1 =it it _ it
COSHZT et Sinﬁzi

Démonstration. On a cosf = Ree® et sinf = Ime” ; on obtient les dites formules en
utilisant la relation ii p. 8. O

Linéarisation de cos™ 8 et sin" 0

Linéariser cos™f# ou sin™ #, c’est en donner une expression qui ne contient aucun

produit de fonctions circulaires. Cette opération est possible, en développant cos™ 6 =

6739 + e—ie n
<2) a l'aide de la formule du binéme (proposition 1.7.4 p. 19).
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1.4. Forme polaire d’un nombre complexe

Exemple 1.4.4.

o — ¢t 4 —if 3 _ (eie + 677;9)3
2 23
1 . . . . . .
== |:e319 + 362196—29 + 38106—219 + €—3z6':|

1 . . ) .
:73 [6319 + 6—319 + 3(619 + e—z@):|

\V]

2
1 3
=1 cos 30 + 1 cos
5 oi0 _ o—if 3 (eie _ 677;9)3
Sin = et
24 2343
-1

= [esw _ 30 _ 3(6w _ e—w)
2

-1 3
:T Sin30 + Z Sin9

Ezercice 1.4.5. Linéariser cos* 6, sin® @ et cos® #sin? 6.

1.4.f. Formule de Moivre

On établit par récurrence que, pour tout n € N, ? = (eie)" , soit :
Pour tout n € N, cosnf + isinnf = (cosf + isinf)".

C’est ce qu’on appelle la formule de De Moivre.

Application de la formule de Moivre

Calcul de cosn @ et sinn @ en fonction de cos @ et sin 6.
C’est 'opération inverse de la linéarisation.

Pour la réaliser, on utilise le fait que cosn 6 est la partie réelle (et sinné la partie
imaginaire) de (cosf + isin @)™, que 'on développe a 'aide de la formule du binéme.

Exemple pour n = 3 :

cos 30 + i sin 30 =(cos § + isin 0)*
=c0s> 0 + 3i cos® O sin 0 + 3i° cos O sin® 6 + 5 sin® 0

= cos® 0 — 3cosfsin® @ + i(3 cos? O sin § — sin® 9).
En identifiant les parties réelles et imaginaires des deux membres, on obtient

cos 30 = cos® 6 — 3 cos O sin? 0

sin 30 =3 cos® O sin § — sin® 6.

13



I. Les nombres complexes

Si on le souhaite, on peut améliorer ces égalités en utilisant cos? 6 + sin?6 = 1, ce qui
donne alors

cos 30 =4 cos® 6 — 3cos b

sin 30 =3 sin 6 — 4sin> 0.

Exercice 1.4.6. Ecrire cos46, sin46 et cos 30sin 20 en fonction de puissances de cosf et
sin 6.

1.5. Racines n'*™ d’'un nombre complexe

1.5.a. Cas général

Définition I.5.1. Soit zp € C et n € N*, on appelle racine ni®Me dy nombre complexe
zp tout nombre complexe w tel que w" = zy.

2 . . . .
Par exemple 7(1 +1) est une racine carrée de 4, ¢ est une racine carrée de —1 et donc

2
\2[(1 + i) est une racine quatriéme de -1.

Les racines n'*™M®S de z; sont les nombres complexes w solutions de 1’équation en z :
2" — 20 =0.

Le nombre 0 est la seule racine ni®M€ de 0 car : 2" = 0 < |2 =0« |z|" =0«
|2l =0< 2=0.

Proposition 1.5.2. Tout nombre complexe zo non nul posséde exactement n racines
ntemes distinctes. De plus si poe'® est la forme polaire de zg, elles sont de la forme

., 0,
we = Ypo e tn2 | ke {01, ,n— 1}

Démonstration. On cherche tous les nombres complexes w = r e’ qui vérifient I’équation
W = poet?. Daprés la propriété d’égalité de deux nombres complexes, sous forme
polaire, on a :
re™tt = py e — " =py et Tk eZ nt=0y+2%kmr
90 2km

< r=Ypy e kel t=—+—.
n n

(4%

v 2m)

Ainsi pour tout k € Z, le nombre complexe wy, = /poe’ est racine et toutes les
racines sont de cette forme.

Montrons qu’il n’y a, en fait, que n racines distinctes : posons t = %0 + %2% pour
0 < k < n — 1. Chaque re'** est racine, et ils sont deux & deux distincts : en effet,

supposons que re'tk = relt k£ {, alors (t, —t;) = 2p, soit k — £ = pn pour un certain

14



I.5. Racines n'*™° d’un nombre complexe

p € Z. Mais comme 0 < k, ¢ <n—1,ona |k —¢ <n-—1, donc |p|n < n—1, ce qui force
p=0.

Il reste & montrer que toutes racines n'®¢ de zy est de la forme wj,avec 0 < j <n-—1.
Soit wyg une telle racine, d’argument t; = %0 + %271, k € Z. Alors avec la division
euclidienne de k par n, il existe 0 < k' < n —1et p € Z tels que k = np + k', et
I’argument t; s’écrit donc %0 + %27}' + p27. Ainsi

i K i K
Wy = /*poez(n+n27r+p27r) _ npoez(nJrnQﬂ’) = Wy,

ce qui achéve la preuve. O

Ezemple 1.5.3 (Calcul des racines carrées de 1 —1i). 1 —i = V2eT5. Si 2 = re' est

. . 1 T N . PN
solution de 22 = 1 — i alors 22 = r2e?? = \/2e7%1. D’aprés ce qui précéde, on a deux

solutions :
. T LT
21 = V2e'E et 29 = V/2e'F
I.5.b. Racines ni®™es de I'unité.

On s’intéresse ici au cas ol zg = 1 c’est & dire aux solutions complexes de 1’équation
en z

2" —1=0.
La précédente proposition nous donne :

Proposition 1.5.4. Le nombre 1 posséde exactement n racines n'¢"¢S distinctes :

wyy = €in 2" ke{0,1,--- ,n—1}

Propriété

Si wy, est une racine ni®Me de Punité autre que 1 (soit k non multiple de n), alors

I+wp+wp+-+wp =0

Pour la preuve, il suffit d'utiliser la formule de la somme d’une suite géométrique (1.19)
rappelée dans I’appendice p. 20. Puisque wy # 1 et w;! =1, on a :

n
1—wy

1+%+@+m+%*:1LU
- Wk

Lorsque k = 1 on obtient la formule :

1+wi+wr+---4+wp—1 =0.

15



I. Les nombres complexes

Cas particulier : racines cubiques de |'unité

D’aprés 1.5.2 , les racines cubiques de D'unité sont 1, e%7/3 | ¢%7/3 Par convention,

on pose
j — eQiTF/?).

On en déduit : j2 = j = e%™/3. On retiendra que les racines cubiques de 1'unité sont :

1, jet j2 et quelles vérifient la relation

1+j+5%=0.

Exercices

Ezercice 1.5.5. Soit z un nombre complexe non nul et d une racine n'°™M€ de z.

Montrer qu’il suffit de multiplier d par les racines ni®Mes e Pynite pour obtenir les

racines n'®™MeS de 2.

FEzxercice 1.5.6. Déterminer les racines cubiques de —8.

I.56.c. Racines carrées d'un nombre complexe, sous forme cartésienne

Etant donné un nombre complexe zy = x¢ -+ iy, on cherche les nombres complexes

2z = x + iy tels que 22 = 2.

Comme 22 = 2% — 42 + 2izy, on obtient les équations
{:1:2 - 2 = 9
2zy = yo.

2

Remarquons par ailleurs que si 22 = zg alors |z|2 = |2o| c’est & dire que 22 + y? = |2|.
On est donc amené a résoudre le systéme

i — y — )
2zy = yo.
d'oit 22 = xo + | 20| _ |z0| + Re 2o ot 12 — |z0] — o _ |z0] — Re 2o
2 2 .

Comme on a toujours | Rezg| < |z, >0e > 0, on peut

2
donc calculer leur racine carrée dans R. On trouve

o |z0|+Re zo
r = £/
o |z0|—Re 2o
y = o/ eSRezx

La condition 2zy = yg = Im 2y permet de déterminer les signes +. Ainsi, si Imzg > 0
alors zy > 0 donc z et y sont de méme signe. Les solutions sont

Z:xﬂ-y:\/|zo!+2Rezo+i\/!zo|—2Rezo ot Z:—\/|ZO‘+2ReZO—Z'\/|Z0’_QReZO_
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1.6. Equation du second degré a coefficients complexes

Par contre, si Im 25 < 0 alors xy < 0 donc x et y sont de signe opposé. Les solutions sont

z::E_H-y:\/\Zof+2Rez0_i\/zo|—2Rezo ot z:_\/]zo\+2Rez0+i\/\z0]—2Rez0.

Ces formules ne sont évidemment pas a savoir, par contre la méthode est & connaitre.

Ezemple 1.5.7 (retour au calcul des racines carrées de 1 — 7). Si z = x + iy est solution
de 22 = zg alors 22 = (22 — 9?) + 2izy = 1 — 4.

1
On en déduit : 22 —y2 =1 et 2y = —5
Par ailleurs, |2|2 = |1 — i| donne 22 + y% = /2.

/1 2 -1 2 -1 2
Ontrouvex2:1+T*ﬁsoit1::i +2xfety2:;\fsoity::|: —12_\f
Enfin, comme 2xy = —1, x et y sont de signe opposé.

Ainsi, les solutions sont

21 = 1+\/§— ¢ et 2o =— 1+\/§+ ! .
Y ST NG) Y T NG)

(comparer avec le résultat de I’exemple 1.5.3).

1.6. Equation du second degré a coefficients complexes

Proposition 1.6.1. Soient a,b,c € C, avec a # 0. Alors équation az> +bz +c = 0
admet deux solutions complezes (qui peuvent étre identiques).

On procéde comme dans le cas réel :

(L.10) 2 bz 4 ( +b>2 L ( +b)2 2~ dac
. c=alz+—) ——+c=allz+—) —————
@z : 2a 4a 2a 4a2 |’
donc az? + bz 4 ¢ = 0 est équivalent &
b, A
2 _ = )
(Z+2a) 4a2 ’

ot A est le discriminant A = b — 4ac. On distingue deux cas :
— Si A # 0, alors A = b? — 4ac admet deux racines carrées complexes distinctes,
notées ¢ et —4§. Alors les solutions sont

(L.11) = i+i t 29 = i—i
’ 1 2a 2ae22— 2a 2a

et elles sont distinctes.
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I. Les nombres complexes

— Si A =0, alors
b
2a

est racine double ('expression racine double est définie rigoureusement dans le
prochain chapitre sur les polynémes).
Les formules (I.11), (I.12) sont a retenir.

(1.12)

Remarque 1.6.2. Dans le cas particulier des coefficients réels, A € R. Si A > 0,1l y a
deux racines réelles distinctes, si A < 0, § = iv/—A et il y a deux racines complexes
conjuguées.
Ezemple 1.6.3. Résoudre I’équation 22 — (24 1)z — 1 + 7i = 0.
Calcul du discriminant : A = (2 +1i)? —4(—1+ 7i) = 7 — 24i. On cherche un complexe
§ = x + iy tel que 62 = A. On utilise la méthode vue en I.5.c.
(x4+iy)?=7—24i <= (22 —y? =7 et 22y=-24)
En rajoutant 'égalité des modules : 22 + y? = /49 + 576 = /625 = 25,

on obtient le systéme

2?2 +y?> =25 2 =16 r==+4
-y =7 & =9 & y =43
ry = —12 ry = —12 ry = —12.
Par conséquent, A admet deux racines carrées : § =4 —3i et —9 = —4 + 31.

Les solutions de I’équation sont :

b+ 24i+4-3i

z1 = :—1+2i.

g iea _hd_2+i—d+si
2% 2 ToTteRE T T 2

|.7. Appendice : quelques rappels

I.7.a. Principe du raisonnement par récurrence

Supposons que 'on veuille prouver qu’'une propriété P, dépendant d’un entier n, est
vraie pour tout n > ng.

On procéde en 2 étapes :

— Initialisation. On montre que la propriété P, est vraie.

— Hérédité. On montre : si P, est vraie pour un entier n, alors P,y1 est vraie.

Cette méthode est la méthode de récurrence simple, mais parfois, elle est insuffisante
et il faut utiliser une récurrence généralisée, dans laquelle la seconde étape est remplacée
par :

— Hérédité. Pour tout n > ng, si la propriété Py est vraie pour tous les entiers k

compris entre ng et n , alors P,41 est vraie.

Ezercice 1.7.1. Démontrer par récurrence (simple) sur n les propriétés suivantes :
Vn>0, 2">n; Vn >4, n!>2"
ou n! (lire factorielle n) est défini par

00l=1, Yn>0, (n+1)!=(n+1)n!
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1.7. Appendice : quelques rappels

leen!l=12...n.

1.7.b. Formule du bindme

On rappelle que les coefficients du bindmes (}}) sont définis par (7) = (1) =1, (}) =0
si k <0etsik>n,etlarelation :

(L13) <Z)_<Z:1>+<”;1> 0<k<n.

Remarque 1.7.2. On note parfois CF au lieu de (Z)

On calcule les coefficients du binéme & ’aide du triangle de Pascal : on met des 1 sur
le bord du triangle, et chaque élément est la somme des deux éléments situés au-dessus
de lui. Ainsi

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1

le coefficient (2) est le k-iéme élément de la n-iéme ligne (les lignes sont comptées & partir
de 0, de méme que les éléments de chaque ligne, par exemple (g) = 15).

Si n et k sont des entiers tels que 0 < k < n, les coefficients du binéme peuvent aussi
étre définis par la formule suivante

(1.14) (Z) - k'(?ﬁkj)'

Ezercice 1.7.3. Démontrer (I.14) par récurrence généralisée sur n + k. On utilisera en
particulier la formule (I.13).

On a alors la formule du bindéme de Newton sur C :

Proposition 1.7.4. Soient 2,2/ € C, n € N,
" /n
nn __ k. _\n—k
(z+2") _,;_O(k)Z(Z) :

La preuve se fait par récurrence sur n, comme dans le cas ol z et 2’ sont réels. Elle est
laissée au lecteur.

19



I. Les nombres complexes

I.7.c. Suites arithmétiques et géométriques

Une suite arithmétique (u,)nen est une suite définie par une relation de récurrence de
la forme :

(I.15) Upt1 = Uy +a, nEN

ot a est un nombre (réel ou plus généralement complexe) fixé, appelé raison de la suite
(uy). Par une récurrence élémentaire (a faire!), on peut montrer

Up = Uy +na, néeN.

La somme des termes d’une telle suite est donnée par la formule :

M 0<p<g.

(1.16) doun=(g-pt+ Lt 0<p<

n=p
On peut retenir que la somme des termes d’une suite arithmétique est égale au nombre
de termes ¢ —p-+ 1 multiplié par la moyenne % du premier terme et du dernier terme.
Ezercice 1.7.5. Démontrer par récurrence (sur ¢ > p, p étant fixé) la formule (1.16).

Exemple 1.7.6.

8
B45+T+... +17=> (2k+1)=8x
k=1

3+ 17

5 = 80.

FEzercice 1.7.7. Calculer 2?220(3j +5).

Une suite géométrique (v,)nen est une suite définie par une relation de récurrence de
la forme :

(117) Un+1 = b'l)n,

ot le nombre complexe non nul b est encore appelé raison de la suite (v,). On démontre,
a nouveau par récurrence :
vy = b"y, mneN.

Si b =1, la suite est constante. Lorsque b # 1, la somme de ses termes est donnée par la
formule

q _
1 — poptl
(L.18) D ta= g xuwl, 0<p<q,

qui se déduit immédiatement de la formule

bN+1

(1.19) Zb"— -
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Pour démontrer (I.19) remarquer que cette formule est équivalente a
N
(1=b)> b =1-b"",
n=0

N+1

N N
L=b)> b= "= bpr=1-0"".
n=0 n=0 n=1

Ezxercice 1.7.8. On considére un échiquier de 64 cases. On pose 1 grain de blé sur la
premiére case, 2 grains sur la deuxiéme, 4 sur la troisiéme et ainsi de suite, en doublant
le nombre de grains de blé & chaque nouvelle case. Combien y aura-t-il de grains de blé
sur I’échiquier une fois les 64 cases remplies ?

Les formules (I1.16) et (I1.19) sont a retenir.
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II. Les polyn6mes

Dans ce chapitre, la lettre K désigne R ou C. Les éléments de K sont appelés “nombres”
ou “scalaires”.

11.1. Définitions

Il.1.a. Polynédmes comme suites finies

Un polynéme P sur K (ou a coefficients dans K) est la donnée d’une suite (an)n>0
d’éléments de K telle qu’il existe un entier p > 0 avec

vYn >p, a,=0.

Les nombres a,, sont appelés les coefficients de P. Le plus grand nombre d tel que ag # 0
est appelé degré de P et noté deg P ou deg(P). Le coefficient a4 correspondant a ce degré
est appelé coefficient dominant de P. Le polynéme (an)n>0 tel que a, = 0 pour tout n
est appelé le polynéme nul et noté 0. Par convention deg(0 = —o0.

Ezemple 11.1.1. La suite (1,2,0,0,0,...) est un polynéme de degré 1 (ap = 1, a1 = 2, les
... signifient que a,, =0 si n > 2).
La suite (2"),>0 n’est pas un polynome.

I1.1.b. Addition

Soit P = (an)n>0 €t @ = (bp)n>0 deux polynémes. La somme P + Q de P et @Q est
par définition la suite (a, + by )n>0. C’est aussi un polynéme. Ceci définit une addition
sur I’ensemble des polyndémes, qui est commutative et associative :

P+Q=Q+P, (P+Q +R=P+(Q+R).

Du fait de ’associativité, on peut noter sans ambiguité P + @) + R la somme de trois
polynémes.

Proposition I1.1.2. Soit P et QQ deux polynomes a coefficients dans K.
deg(P + Q) < max(deg P, deg Q).

Si deg P # deg @,
deg(P + Q) = max(deg P, deg Q).
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II. Les polynémes

Démonstration. Soit n = deg P, p = deg Q. On a donc :

n p
P:Zaka, Q:Zkak avec an # 0, b, #0.
k=0 k=0

Supposons d’abord p = n. Alors

P+Q= Z(ak -+ bk)Xk,
k=0

ce qui montre que le degré de P+ (@ est exactement n = deg P = deg @ (si a,+by, # 0) ou
strictement plus petit que n (si a,, + b, = 0). On a donc bien, dans ce cas, deg(P + Q) <
max(deg P, deg Q).

Supposons maintenant n # p. Pour fixer les idées, on suppose n > p. On note by = 0
si k > p. Alors, par définition de 'addition des polynémes,

P+Q= Z(ak + b)) X*.
k=0

Le coefficient de X™ est a, + b, = a,,. Le polyndéme P + @) est donc exactement de degré
n = max(deg P, deg ). Le cas n < p se traite de la méme maniére. O

I1.1.c. Indéterminée

On s’empresse d’adopter une notation plus commode que la notation (a,)n>o pour
désigner les polynomes. On fixe une lettre, généralement X, appelée indéterminée. Soit
P = (apn)n>0 un polynome de degré d. On note ce polyndme :

d
(I1.1) P=aX"+ a1 X"+ +aX+ag=) a;X7.
j=0

Ezemple 11.1.3. Le polynoéme (1,2,0,0,0,...) est noté 2X + 1. Le polynéme
(0,0,0,9,4,0,3,0,0,0,...)

est noté 3X64+0X5 +4X*4+9X3+0X2+0X 40 ou plus simplement 3X5 +4X*4+9X3.

Dans (II.1), les puissances sont rangées dans l'ordre décroissant. On peut aussi les
ranger dans l'ordre croissant. De fait, par la définition et la commutativité de ’addition
des polynémes, on a :

adXd + ad_le_l +...tai X+ag=ag+ X +...+ ad_le_l + adXd.
Notation 11.1.4. L’ensemble des polyndémes a coefficients dans K et d’indéterminée X est

noté K[X]. Un polynéme P est parfois noté P(X) lorsqu’on veut insister sur le fait que
la lettre X désigne I'indéterminée.
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I1.1. Définitions

11.1.d. Multiplication

Soit P = Z?:o a; X7 et Q = Z?lzo b; X7 deux polynomes, d = deg P, d’ = deg Q. Par
définition, le produit PQ de P et () est le polynéme

d+d’
(IL.2) PQ=>Y | Y ard | X7.
j=0 \ k+l=j

Il s’obtient en développant 'expression ZZ:O apX* ZEIIZO be X’ et en utilisant les régles
de calcul usuelles sur I’addition et la multiplication, et la régle : X*X* = X*+¢,

Remarque 11.1.5. Dans 'expression (I1.2), ZkH:j signifie que la somme porte sur tous
les indices (entiers naturels) k et ¢ tels que k + ¢ = j. Par exemple :
Z arby = agbo + a1b1 + asby.
k+e=2
Il est trés important de maitriser ce genre de notation.

La formule
(I1.3) deg(PQ) = deg P + deg Q

découle immédiatement de la définition de la multiplication des polynomes. Le coefficient
dominant de PQ est agby. La multiplication des polynémes vérifient aussi les régles de
calcul usuelles :

Proposition I1.1.6. La multiplication des polyndémes est commutative, associative, et
distributive par rapport a l’addition : si P,Q, R € K[X],

PQ=QP, (PQ)R=P(QR) et P(Q+ R) = PQ + PR.

Démonstration. On ne démontre que l'associativité, la preuve des autres propriétés est

laissée au lecteur. Soit P = akX Q = Ze OngZ et R = Zm o CmX™ trois
polynémes. On doit vérifier
(IL.4) (PQ)R = P(QR).

En utilisant la définition de la multiplication, on obtient PQ = Zd1+d2 (Z k= akbg) X7
puis

d1+da+ds3 d1+da+ds

(PQ)R = Z S D anbe cmX’"i Z > agbeenX

e jH+m=r \ k+l=j r=0  k+l+m=r

De méme, QR = Zgi‘gdg’ > tim—s becm X° et donc

di+da+d3 di+da+d3
P(QR) = Z > ak<z bgcm)XTi Z > arbienX

= k+s=r l+m=s r=0 k+l+m=r
D'ott (PQ)R = P(QR). O
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II. Les polynémes

Ezxercice 11.1.7. Se convaincre des deux égalités v ci-dessus. On pourra commencer par
écrire explicitement ces égalités d; = do = dg = 1.

En pratique, pour calculer le produit de deux polynémes, on n’utilise pas
directement la formule (I1.2), mais simplement les régles de calcul usuelles.
Par exemple :

(XP+2X2 —1)(X2+7) = X*X? +7X3 + 2X2X? 4 14X2 - X? -7
= X°4+7X%3 42X +13X2 7.

I.2. Premiéres propriétés

11.2.a. Division euclidienne

Théoréme I1.2.1. Soient A et B deux polynémes de K[X], avec B non nul. Il existe un
unique polynoéme Q et un unique polynome R dans K[X] tels que :

A=QB+R deg(R) < deg(B).

Définition I1.2.2. Lorsque R = 0 dans le théoréme ci-dessus, c’est a dire lorsqu’il existe
Q@ dans K[X] tel que A = @B, on dit que B divise A, que A est divisible par B, ou que
B est un diviseur de A.

Démonstration. Ezistence Lorsque A = 0, on peut choisir Q = 0 et R = 0. Supposons A
non nul, et notons A = ap X" +ap_ 1 X" '+ ...+ a1 X +ag, B= b, XP + bp_lXp_1 +
o+ 01X + by, avec n = deg A, p = deg B. On commence par montrer :

Lemme 11.2.3. Soit A € K[X] tel que deg A > deg B. Il exists Q € K[X] tel que
(115) deg(A — BQ) < deg A.

Preuve du lemme. Soit d le degré de A. Onnote A = Zi 0 apX"*. On pose @ = &—dXd_p

Le polynome Q B est de degré d — p+ p = d, et son coefficient dominant (le coeﬂiment
Se X9 est a’;l X b, = a4. On en déduit comme annoncé que A-— BQ est au plus de degré
—1. U

Pour montrer l'existence de @ et R, on construit deux suites finies (A4;)j—o..s et
(Qj)j=1..s7 en posant Ag = A et en définissant les A;,Q;, j > 1 par récurrence de la
maniére suivante. Soit j > 0 tel que A; est connu.

— ou bien deg(A4;) < deg(B), on pose J = j et on arréte la construction ;
— ou bien deg(A;) > deg(B). On pose alors Q41 = Q, Ajp1=A; — BQjy1, ol Q
est donné par le lemme avec A= Aj.
Par (I1.5), la suite deg(A;) est strictement decrmssante Puisque c’est une suite d’éléments
de NU{—o00}, la construction précédente doit s’arréter pour un certain J. On a deg(Ay) <
deg(B) et Aj = Aj11 + BQj41 pour tout j < J — 1. On en déduit :

A=Ay=A1+BQ1=A+BQ2+BQ1=...=A;+B(Q1+... + Q).
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On a bien obtenu une division euclidienne de A par B, de quotient Q = Q1+ ...+ Qs
et de reste Aj.

Urgsg;;)sons que A= QB+ R=5SB+T, o les degrés de R et T sont strictement
inférieurs a celui de B. On en tire :
(IL.6) R-T=(S-Q)B et deg(R—T) < deg(B).
On montre @) = S par 'absurde. Si @ # S, alors deg(S — @) > 0. Donc
deg((S — Q) B) = deg(S5 — Q) + deg(B) > deg(B),

ce qui contredit (I1.6).
Donc @ =S5, doun QB+ R=SB+T=QB+T,doa R=T. O

En pratique, pour calculer le quotient et le reste de la division euclidienne d’un poly-
noéme par un autre, on calcule les suites A;, (); de la démonstration précédente en posant
la division euclidienne

Ezemple 11.2.4. Division de X3 +2X2 + X +1 par X? 41

X3 4+ 2X?2 + X + 1 X241
- X3 - X X +2
2X7? + 1
— 2X? - 2
— 1
Le résultat s’écrit : X3 +2X2 + X +1= (X2 +1)(X +2) - 1.

Quotient : X + 2, reste : —1.
Dans cet exemple, ona Q1 = X, A =2X2+1, Q=2 et Ay = —1.

Ezercice 11.2.5. Effectuer la division euclidienne de A par B dans les cas suivants :
A=X*-2X?2 _X+1,B=X%2+X;
A=X644X*— X241, B=X?>+1.

11.2.b. Fonctions polynomiales
Définition I1.2.6. On appelle fonction polynomiale sur K toute fonction de la forme
]3:K—>K:x»—>anaz"+an_1xn71—|—-~+a2x2+a1x+a0,

ou les coefficients (a;);j—o.., sont dans K. Le polynéme P = a, X" + A X" T4
as X2 + a1 X + ag est appelé polynome associé a la fonction P.

Remarque 11.2.7. 11 faut toujours avoir en mémoire la différence entre la fonction polyno-
miale P (et sa variable x) et le polynéme P (et son indéterminée X); méme si, lorsqu’il
n'y a pas de confusion possible, on omet d’écrire le symbole™ . B

Ainsi, pour tout a € K, on notera désormais P(a) la valeur prise par la fonction P au
point a.
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Proposition I1.2.8. Le reste de la division euclidienne d’un polynéme P par X — « est
le polynome constant égal ¢ P(«).

Démonstration. La division euclidienne de P par X — « s’écrit :
P=(X —a)Q+ R avec deg(R) < 1.

Puisque deg(R) < 1, le polynéme R est une constante ¢ et P(«) = c. O

I1.2.c. Polynéme dérivé

Définition I1.2.9. Soit P = a, X™ 4+ -+ + a1 X 4 ap un polynéme sur K. On appelle
polynome dérivé de P le polynéme :

n—1
P = ’I’Laan_l + (7’L — 1)an,1X”_2 + -4 2a0X + a1 = Z(Z + 1)al-+1Xi.
i=0
On note P, P, P®W ..., P%¥) la suite des polynomes dérivés successifs. On pose enfin

PO — p.
Exemple 11.2.10. Soit P = 5+iX? +4X3. Alors P’ = 2iX +12X?, P" = 2i + 24X etc...

Proposition I1.2.11. Soient P,Q € K[X]. Alors

(IL.7) deg P > 1 = deg(P’) = deg(P) — 1

(IL.8) P'=0 < P est constant

(11.9) AP+ puQ) = AP +uQ', P,QeK[X], ,peK
(I1.10) (PQ) =P'Q+ PQ'.

Démonstration. La propriété (I11.7) se déduit immédiatement de la définition du degré et
du polynome dérivé.

Preuve de (11.8). Soit P = Yp_,ar X" un polynome de degré n. Alors

n
P=0 <= ) kaX"'=0 < Vke{l,...,n}, ax =0.
k=1

En particulier, si n > 1, a,, = 0, une contradiction. Donc n = 0 ou n = —o0, ce qui
signifie exactement que P est constant.
La preuve de (I1.9) est directe et laissée au lecteur.

Preuve de (I1.10). On commence par prouver (II.10) lorsque P = X™, n > 0. On note

p
Q=Y bx*, p=deg(Q).
k=0
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Alors , ,
Pr=nXx""' Q= kXt PQ=> bXF"
k=0 k=0
et donc
P P p
P/Q + PQ/ _ ankxk-i-n—l + Z kbkxk-‘rn—l _ Z(k + n)kak’—l-n—l _ (PQ)I
k=0 k=0 k=0

On démontre maintenant le cas général. On commence par remarquer que si N > 1,
Py, ..., Py sont des polynomes et Aj,... Ay des scalaires, alors (I1.9) et une récurrence
élémentaire nous donnent :

N ! N
(I1.11) <Z )\kPk> - Z APy
k=1 k=1

Supposons P non nul (sinon le résultat est évident). On note P = Y }_,ap X" avec
n = deg(P). Par (II.11),

n

(PQ) =) ax(X*Q)
k=0

=3 a[(XQ+ X' = Y ahX1Q+ Y X Q = PQ+ PQ,

k=0 k=0 k=0

ce qui termine la preuve. O

I1.3. Racines

I1.3.a. Cas général

Définition I1.3.1. Soit P € K[X]. On dit que « € K est une racine (ou un zéro) de P
lorsque P(a)) = 0.

Théoréme I1.3.2. Soit P € K[X]|. Un élément o de K est racine de P si, et seulement
si, P est divisible par X — «.

Démonstration. D’aprés la proposition 11.2.8 P = Q (X — «) + P(«a). Par conséquent P
est divisible par X — « si, et seulement si, P(«) = 0. O
Exercice 11.3.3. Soit P le polynéme sur R défini par P = X3 — X2 — 3X + 3.

a. Déterminer une racine évidente de P.

b. En déduire une expression de P sous la forme d’un produit d’'un polynéme de degré
1 par un polynéme de degré 2.

c. En déduire ’ensemble des racines de P.
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Définition II.3.4. Soit P € K[X], « € K et r € N*. On dit que « est une racine d’ordre
r, ou de multiplicité , de P si P = (X — a)"Q avec Q(«a) # 0.

D’apreés le théoréeme I1.3.2, une racine est toujours de multiplicité au moins 1.

Lorsque r = 1, on dit que la racine est simple.

Lorsque 7 = 2, on dit que la racine est double.
Ezemple 11.3.5. Le polynéme P = 3(X — 1)?(X —4)(X +4)3 a pour racines 1, et —i. 1
est une racine double, ¢ est une racine simple, et —i est une racine d’ordre 3.

Un trinébme complexe du second degré de discriminant non nul a deux racines simples.
Un triné6me du second degré de discriminant nul a une racine double.

Définition I1.3.6. On dit que le polynéme P a exactement n racines comptées avec
leur ordre de multiplicité (ou avec multiplicité) lorsque la somme des multiplicités de ses
racines est exactement n.

Ezemple 11.3.7. Le polynéme P de I'exemple I1.3.5 a 3 racines distinctes, mais 6 racines
comptées avec leur ordre de multiplicité.
Avertissement 11.3.8. 11 y a donc deux maniéres de compter le nombre de racines d’un
polynéme. L’expression “le polynéme P a n racines” est ambigiie et ne doit jamais étre
utilisée sans précision supplémentaire.
Remarque 11.3.9. Si P a r racines et Q a s racines (comptées avec leur ordre de multipli-
cité), alors PQ a r+ s racines (comptées avec leur ordre de multiplicité). Cette propriété
n’est plus valable lorsque ’on compte les racines distinctes des polyndémes.
Ezemple 11.3.10. Si 'on compte les racines avec multiplicité, le polynéme P = (X — 1)2
a deux racines, le polynémes @@ = (X — 1) a 1 racines, et le polynéme PQ a bien 2 + 1
racines.

Mais P, Q et PQ ont chacun une seule racine distincte.

Théoréme I1.3.11. Soit P € K[X]. La racine o € K de P est de multiplicité r si et
seulement si, pour tout k entre 0 et r — 1, P®)(a) =0 et P (a) # 0.

Démonstration. Si a est racine de multiplicité r, alors P = (X — a)"Q avec Q(«a) # 0.
En dérivant, on obtient :

P=r(X-a)7'Q+ (X -a)Q =X -a) " (rQ+ (X - a)Q'),

de la forme (X — a)"71Q; avec Q1(a) = rQ(a) # 0. Donc, lorsque r > 1, P'(a) = 0.
En itérant la dérivation, on obtient :

pour tout k < r, P est de la forme (X — )" *Qy, avec Qp(a) # 0.

Donc lorsque k < 7, P®)(a) = 0. De plus P(") est de la forme Q, avec Q,(a) # 0 et
donc P (a) # 0.

Réciproquement, supposons P(a) = P'(a) = --- = PU"D(a) = 0 et P(")(a) # 0. Soit
s la multiplicité de a. D’aprés ce qui précéde
(I1.12) P(a)=...=Pt V() =0et P& (a) £0

On montre s = r par 'absurde :
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— si s > 7 alors, on aurait P(")(a) = 0 par (I1.12), ce qui est contraire aux hypo-
théses.
— si s < r alors, on aurait P(*)(a) = 0, contredisant (I1.12).
Donc s = 7 et « est de multiplicité r. O

11.3.b. Polynémes a coefficients complexes

Théoréme I1.3.12 (Théoréme de D’Alembert). (admis) Dans C[X], tout polynéme non
constant admet au moins une racine.

Corollaire I1.3.13. Tout polynéme P, de degré n >1, de C[X] admet exactement n
racines complexes (comptées avec leur ordre de multiplicité).

Démonstration. Par récurrence sur n. Dans toute la démonstration, les racines sont comp-
tées avec leur ordre de multiplicité.
— Initialisation : si n = 1, le résultat est immédiat.
— Heérédité : supposons que tout polynéme de degré n — 1 de C[X] admette exac-
tement n — 1 racines complexes.
Si P est un polynéme de degré n, d’aprés le théoréme de D’Alembert, il admet au
moins une racine a.
Il existe donc @, de degré n-1, tel que P = (X — «)Q. D’apreés 'hypothése de ré-
currence, () admet n-1 racines aq , ..., a,_1. Par conséquent, P admet les n racines
O, 01 5.y Op—1.
O

11.3.c. Polynémes a coefficients réels

Puisque R C C, un polyndéme a coefficients réels peut étre considéré comme un poly-
nome a coefficients complexes. Pour un tel polynéme P, si a € C, on a P(«a) = P(@).
La proposition suivante donne les propriétés des racines complexes d’un polynéme réel :

Proposition I1.3.14. Soit P € R[X]. Si a € C est racine de P, alors @ l’est aussi. De
plus, o et @ ont méme ordre de multiplicité.

Démonstration. Soit  Pordre de multiplicité de a. On a donc P*)(a) = 0 pour tout k
entre 0 et 7 — 1, et P")(a) # 0. Donc, P (@) = P®)(a) = 0 = 0 pour tout k < r —1

et P (@) = P (a) #0. O

Corollaire I1.3.15. Tout polynome P, de degré n > 1, de R[X] admet au plus n racines
réelles (comptées avec leur ordre de multiplicité).

Corollaire I1.3.16. Tout polynéme P, de degré impair de R[X] admet au moins une
racine réelle.

Démonstration. En effet, un nombre complexe « est réel si et seulement si a = @. Il
découle donc de la proposition 11.3.14 que les racines complexes non réelles de P peuvent
se ranger par pair de méme multiplicité. Il y a donc un nombre pair de racines complexes
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non réelles (comptées avec leur ordre de multiplicité). Puisque, par le corollaire 11.3.13,
P a exactement deg(P) racines, le nombre de racines réelles de P est impair, et donc non

nul. O

FExercice 11.3.17. Donner une autre démonstration du corollaire I1.3.16, en étudiant la
fonction polyndéme associée & P et en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires.

Proposition I1.3.18. Soient f et g deux fonctions polynomiales sur K, définies par
f(x) =apz™ + -+ a1z +ag et g(z) = bpaP + - -- + byz + by, avec ap # 0 et by, #0. Si
Ve eK, f(z)=yg(),

alors p =n et a; = b; pour tout 1.

Démonstration. S’il existait i tel que a; # b;, la fonction polynomiale f — g serait de
degré k > i. Elle aurait au plus k racines et ne serait donc pas nulle. Ce qui est contraire
a I’hypotheése. O
Ezercice 11.3.19.

a. Montrer que 7 est racine double du polynéme P = X604+ X543X44+2X34+3X?+ X +1.

b. Déterminer les réels a et b tels que le polynome P = X5 +aX*+bX3 —bX%? —aX —1
admette 1 comme racine de plus grande multiplicité possible.

I1.4. Polynémes irréductibles

I1.4.a. Cas général

Définition I1.4.1. Un polyndéme P non constant qui vérifie la condition :
si P est produit de deux polynomes de K[X], 'un des deux est constant

est dit srréductible dans K[X].
Par convention, les polynémes constants ne sont pas irréductibles.

Ezemple 11.4.2. Un polynoéme de degré 1 est irréductible.

Théoréme 11.4.3. Dans K [X], tout polynéme P non constant se décompose en produit
de polyndmes irréductibles

Démonstration. Par récurrence sur le degré n de P :
Initialisation. Sin =1 alors le polynome est irréductible.

Hérédité. Supposons que tout polynéme de degré < n soit produit de polynémes irréduc-
tibles.
Soit P un polynome de degré n.
— Si P est irréductible, le résultat est obtenu.
— Si P n’est pas irréductible, P = P, P, avec deg (P;) > 1 et deg (P) > 1.
deg (P1)+deg (P2) = deg (P) = ndoncdeg (P;) < netdeg(FP2) < n. Par hypothése
de récurrence P; et P sont tous les deux produits de polynémes irréductibles donc
P est aussi produit de polynémes irréductibles.
O
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11.4.b. Polynémes irréductibles de C[X]

Théoréme I1.4.4. Les polyndémes de degré 1 sont les seuls polyndémes irréductibles de
C[X].

Démonstration. D’aprés le théoréme de d’Alembert, tout polynome P, de degré > 2,
admet au moins une racine a € C. P est donc divisible par (X — «), et il n’est pas
irréductible. O

Corollaire I1.4.5. (Décomposition dans C[X]). Soit P un polynéme de degré n >1 de
C[X]. Sa décomposition en produit de facteurs irréductibles est de la forme :

P=X(X—-o)" (X —ap)" avec ri+..+rp=n,

ot aq,. ..oy sont les racines distinctes de P, r1,. .. ,rp leurs multiplicités et X le coefficient
dominant de P.

I.4.c. Polynémes irréductibles de R[.X]

Théoréme I1.4.6. Les seuls polynomes irréductibles de R[X]| sont
— les polynomes de degré 1
— les polynoémes de degré 2, dont le discriminant est strictement négatif

Démonstration. — Si P est de degré 1, il est irréductible.

— Si P est un polynéme de degré 2 avec A < 0, il est irréductible. Sinon, il se
décomposerait en produit de deux polynomes, chacun de degré 1 :P = (aX +
b) (cX + d). Il aurait deux racines ( distinctes ou confondues ), et son discriminant
serait > 0. Contradiction.

— Si P est un polynéme de degré 2 avec A > 0, il admet deux racines réelles
( distinctes ou confondues ) et s’écrit P = a (X — a1) (X — a2). Il n’est pas
irréductible.

— Si P est un polynome de degré n > 2, d’aprés le théoréme de d’Alembert, il
admet au moins une racine o € C
— Ou bien a € R, P est divisible par (X — «) , et il n’est pas irréductible.

— Ou bien a ¢ R alors @ est aussi racine de P.
(X —a)(X —a) = (X? = 2Re () X + a@) est un polynome & coefficients réels.
On fait la division euclidienne dans R[X] : P = (X? —2Re (o)X + aa)Q + R
avec deg R < 1. Or R(a) = R(@) =0 et a # @. Donc R = 0.
Par conséquent, P n’est pas irréductible dans R[X] car divisible par un poly-
nome de degré 2.

O]

Corollaire I1.4.7. Décomposition dans R[X]
Soit P un polynome de degré n >1 de R[X]. Sa décomposition en produit de facteurs
wrréductibles est de la forme :

P=A(X —ay)" (X =) (X2 + B1X + 7)™ (X7 4 X+ )™
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avec 7141y +2(s1 4t sp)=n et f7—4y, <0 pour i=1,---k

Ezxemple T1.4.8. X3 + X = X(X%2+1) = X(X +i)(X —1)
La décomposition dans C[X] est X (X +i)(X —1)
La décomposition dans R[X] est X (X2 +1).

Ezercice 11.4.9. Décomposer en produit de facteurs irréductibles dans R[X] le polynome
P=X*-2X34+14X? - 18 X + 45 sachant qu’il admet 1 + 27 comme racine.

Correction. P est divisible par (X —1—24)(X —1+2i) = X2 — 2X + 5. En effectuant
la division euclidienne on obtient P = (X2 —2X +5)(X? + 9) qui est bien le produit de
deux polynoémes irréductibles de R[X]. La décomposition dans C[X] s’en déduit immé-
diatement :

P=(X—1-2i)(X —1+24)(X — 3)(X + 3).

Exercice 11.4.10. Décomposer en produit de facteurs irréductibles le polynéme X3 + 1
dans R[X] puis dans C[X].
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[Il. Systémes linéaires

La référence principale pour ce chapitre est le livre de David C. Lay !

On appellera nombre ou scalaire un nombre réel ou complexe. On posera K = R
ou K = C l'ensemble de ces nombres. Le choix des nombres réels ou complexes est
indifférent dans ce chapitre, sauf pour les interprétations géométriques ot ’on privilégiera
les nombres réels.

I11.1. Définitions et premiers exemples

I11.1.a. Définitions

Définition III.1.1. Soit n > 1. On appelle équation linéaire & n inconnues x1,...,Ty,
une équation de la forme

(E) > ajz;=b,
j=1

ol ai,as, ..., an et b sont fixés dans K. Les scalaires a1, as, . . . , a, sont appelés coefficients
de I’équation, b est le second membre. Lorsque b = 0, on dit que I’équation est homogeéne.

n
Remarque 111.1.2. La notation Z ajx; dans (E) signifie 121 4+ aszo + ... + apxy. Il est
j=1
impératif de maitriser ce type de notation.

Définition IT1.1.3. L’ensemble des solutions de (E) est 'ensemble des (z1, o, ..., x,)

n
de K" tels que Z ajz; = b. C’est donc un sous-ensemble de K".
j=1

Ezxemple 111.1.4.
3x1 + a0 —4x3 =2

est une équation linéaire non-homogeéne a 3 inconnues.
—tx1 + (2 + ’i):IZQ —4x3=0
est une équation linéaire (complexe) homogeéne a 3 inconnues.
21‘% + xox3 — 433‘% =1

n’est pas une équation linéaire.

1. David C. Lay. Algébre linéaire : Théorie, exercices et applications. Troisiéme édition, 2004
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Définition III.1.5. Si p > 1, on appelle systéme linéaire & p équations et n inconnues
un ensemble de p équations linéaires ayant les mémes n inconnues :

a117¢1 + a12x2 + . .. + a1pxy = by

a91x1 + agere + ... + agn T, = by

(S)

ap1T1 + AT + ... + appTn = by

Les scalaires a;j, 1 <7 < p, 1 < j < n sont encore appelés les coefficients du systéme.
Il est d’usage d’utiliser le premier indice pour numéroter les lignes et le deuxiéme indice
pour numeéroter les colonnes. Le p-uplet b = (by,...,by,) est appelé second membre du
systéme. Lorsque tous les b; sont nuls (on dit encore que b est nul), on dit que le systéme
est homogéne.

L’ensemble des solutions de (S) est le sous-ensemble de K" formé des (z1,...,z,) qui
vérifient toutes les équations de (S). On cherche a résoudre le systéme (S), c’est a dire
décrire précisément cet ensemble.

Remarque I11.1.6. On peut réécrire le systéme (S) sous forme abrégée :
n
Vi:1...p, Zaij:nj:bi.
j=1

Remarque 111.1.7. Lorsque le nombre d’inconnues n est petit, on note souvent x, y, z, t
(au lieu de z1, x2,...) ces inconnues pour alléger les notations.

Donnons quelques exemples simples.

Ezemples 111.1.8.
17(z+2y) = V7243
T+ z
2
est un systéme linéaire non-homogeéne, & 2 équations et 3 inconnues, que 1’on peut écrire
sous la forme (S) (avec x = x1, y = 9, 2 = x3) :

=12.

172434y — V72 =3

1 1
-z 4+ Oy + 52:12.

2
Ici a;1 = 17, a1 = 34, a13 = —V/7, as1 = 3, azp = 0, asg = 3, by = 3 et by = 12. Le
systéme :

ryz+7=0

x4+ 2y =3.

n’est pas linéaire (la premiére équation ne peut pas étre mise sous la forme d’une équation
linéaire). L’équation :

(I11.1) (x4+y—3°+@2c+y+22%=0
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n’est pas linéaire. Toutefois, si 'on cherche & résoudre cette équation sur R, elle est
équivalente au systéme linéaire :
rT+y=3
20 +y = —2.

Remarquons que dans le cas K = C, I’équation (III.1) ne peut pas étre ramenée & un
systéme linéaire.

FEzercice 111.1.9. Mettre les systémes linéaires suivants sous la forme (S). Déterminer p,
n, et les parameétres a;; et b;.

(111.2) 3r+y=4z+3
' y =z
(IT1.3) T1+ 29 =29+ 23 =23+ 24 =0.

Les systémes linéaires apparaissent dans tous les domaines d’applications des mathé-
matiques (économie, industrie...) Dans les applications, p et n sont souvent trés grands,
et on ne peut pas résoudre le systéme “a la main”. Il existe évidemment de nombreux
logiciels informatiques qui en sont capables. Les buts de ce chapitre sont :

— savoir résoudre “a la main” un systéme lorsque p et n sont petits;

— comprendre une méthode de résolution d’un systéme général, la méthode du pivot

de Gauss;

— en déduire quelques propriétés de la structure de I’ensemble des solutions. Cette

structure sera précisée au Chapitre V, & travers la notion d’espace vectoriel.
On commence par donner des exemples de résolutions de systémes linéaires & une ou deux
équations et une ou deux inconnues, puis une notation commode (la notation matricielle)
avant de dégager une méthode générale.

I11.1.b. Exemples de petits systémes linéaires
Une équation a une inconnue

On fixe (a,b) € K2. On considére I'équation :
(I11.4) ax = b.

Alors :

— Sia#0,z= % est la seule solution de (II1.4).

— Sia=0et b=0, 'équation (II1.4) s’écrit 0 = 0 et tous les = € K sont solutions.

— Sia=0etb+#0, 'équation (I11.4) s’écrit b =0, il n’y a donc pas de solution.
Remarque 111.1.10. L’ensemble des solutions est ou bien vide, ou bien réduit & un seul
élément, ou bien infini. Nous verrons plus tard (proposition I11.2.27 p. 50) que cette
propriété persiste dans le cas d’un systéme linéaire général.
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III. Systémes linéaires

Une équation, deux inconnues

On considére maintenant I’équation linéaire :
(IIL.5) ar + by = c.

Supposons d’abord (a, b) # (0,0). Si K = R, on sait que (II1.5) est I’équation d’une droite
du plan R? et il y a une infinité de solutions. Si K = R ou K = C, on peut résoudre le
systéme algébriquement :

— si b # 0, on peut réécrire (IIL5) y = § — o, et 'ensemble des solutions est

{(z.5-32) vek}.

On dit qu’on a paramétré cet ensemble (x est le paramétre).
— sib=0et a # 0, I'équation s’écrit x = c/a et 'ensemble des solutions est donné
par {(5,y), y €R}.
Lorsque (a,b) # (0,0) il y a donc une infinité de solutions.
Si (a,b) = (0,0), 'équation (IIL.5) s’écrit simplement 0 = ¢ : il y a une infinité de
solutions (tous les couples (z,7y) € K?) si ¢ = 0, et aucune solution si ¢ = 0.

Remarque 111.1.11. Dans ce cas, quelles que soient les valeurs de a,b et ¢, I’équation
(IIL.5) a ou bien une infinité de solutions, ou bien pas de solution du tout (mais jamais
un nombre fini, non nul de solutions : comparer avec la remarque I11.1.10).

Deux équation, deux inconnues. Opérations sur les lignes

On considére maintenant un systéme de la forme :

(HI.6) a11% + a2y = by
(HI.7) 21T + a2y = bo.

Lorsque K = R, (a11,a12) # (0,0) et (a21,a2) # (0,0), (II1.6) décrit 'ensemble des
points d’intersection de deux droites D; et Dy du plan R%. On a donc trois cas :

— Les droites D; et D2 ne sont pas parallélles : elles ont un unique point d’intersection,
et (II1.6) n’a qu’une seule solution.

— Les droites D; et Dy sont paralléles. Le systéme (I11.6) n’a pas de solution, sauf si D;
et Dy sont confondues, auquel cas le systéme a une infinité de solutions (1’ensemble
des coordonnées des points de la droite Dy = Ds).

On donne maintenant trois exemples que 1'on va résoudre algébriquement, sans utiliser
d’argument géométrique.

Exemple 111.1.12.

(111.8)

3r+2y=8 (Ly)
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1I1.1. Définitions et premiers exemples

Eliminons I'inconnue “2” de la deuxiéme ligne & 'aide de la premiére ligne :

3r+2y=38
(I1L9) - <5 ) g) Yo <9 . 136> (L)~ 2 (L),

La notation (L2) — 2(L1) a la deuxiéme ligne (on écrira parfois (L) < (L2) — 2(L1))
signifie que 'on a remplacé la deuxiéme ligne par la différence de la deuxiéme ligne et du
produit de % par la premiére ligne.

{3x+2y:8

(IIL.10)
Yy = 1 %(Lz).

Une fois connue la valeur de y il suffit de la substituer dans (L) pour obtenir la valeur

de z : on obtient 3x = 8 — 2 = 6, i.e. z = 2. Le systéme (I11.8) a donc pour unique

solution (2,1) (en d’autres termes, I’ensemble des solutions est le singleton {(2,1)}).
On peut aussi conclure, & partir de (I11.10), en utilisant des opérations sur les lignes :

3z =6 Ly)—2(L =2 L
(IIL.11) v F=2be) s v st
y=1 y=1

Exemple 111.1.13.

3r+2y=28
(I11.12) Y

6x + 4y = 20.
On élimine z comme dans I'exemple 111.1.12

3r+2y=38

(IIL.13) ey

0=4 (L2)—2(L1).
Il n’y a pas de solution.
Ezemple 111.1.14.

3r+2y=28
(I11.14) Y

6z + 4y = 16.
On utilise la méme stratégie :

3r+2y=38

(IIL.15) ey

0=0 (L2)—2(L1).

La deuxiéme équation est toujours vraie. Le systéme (I11.14) est donc équivalent & I’équa-
tion, 3x 4+ 2y = 8. Il y a, comme pour ’équation (I11.5) lorsque (a,b) # (0,0), toute une
droite de solutions, I’ensemble

{@:,4— gx), v e K}.
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III. Systémes linéaires

I11.1.c. Notation matricielle

Une matrice p X n est un tableau de nombre & p lignes et n colonnes. Nous étudierons
les matrices de maniére plus systématique dans le chapitre II de ce cours.

Lors des manipulations sur les lignes des exemples précédents, on peut gagner du temps
en décidant de ne pas noter les variables :

Définition I11.1.15. On appelle matrice des coefficients du systéme (S) la matrice pxn :

aip a2 ... Qin
asr a2 ... Qaon
ap1 a2 ... Qpn

et matrice augmentée la matrice p X (n+1) :

ay] a2 ... Qinp b1
asr a2 ... Qao2n b2
ap1 AaA22 ... QOpn bm

(le trait vertical, facultatif, permet de séparer les coefficients du systéme du second
membre).

On peut reprendre les opérations précédentes en notation matricielle. Par exemple, les
manipulations sur les lignes de I’exemple II1.1.12 s’écrivent :

ol st eyl

2 5|9 0 5—% -8B -2

3 2 8 30 6| (L1)—2(L2) 1 0 21 (L)
0 1 | 1] 2w 01 |1 01 |1

ce qui signifie bien z =2, y = 1 (cf (II1.11)).

Exercice 111.1.16. Résoudre le systéme

2e+y=>5
(II1.16) { Y
r—y=1

en utilisant la notation matricielle.

I11.2. Méthode du pivot

On veut formaliser et généraliser la méthode précédente pour résoudre des systémes
linéaires quelconques. On commence par donner quelques définitions.
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II1.2. Méthode du pivot

I11.2.a. Systémes équivalents. Opérations élémentaires

Définition III.2.1. Deux systémes linéaires ayant le méme nombre d’inconnues sont
équivalents lorsqu’ils ont le méme ensemble de solutions.

Ezxemple 111.2.2. Les systémes suivants sont équivalents :

+y=0 +y=0
(IIL.17) {x Y et {x Y

En effet, 'ensemble des solutions de ces deux systémes est {(1,—1)}. Les deux systémes
suivants ne sont pas équivalents :

+y=0 +y=0
(IIL.18) Y et {7
y=—1 r=—1

En effet, 'ensemble des solutions du premier systéme est {(1,—1)}, 'ensemble des solu-
tions du deuxiéme systéme est {(—1,1)}.

Définition II1.2.3. On appelle opération élémentaire sur un systéme (ou sur les lignes
d’une matrice) I'une des trois opérations suivantes :

i. L’échange de deux lignes (L;) et (L;), parfois noté (L;) <> (L;).
ii. La multiplication d’une ligne par un scalaire k € K non nul, appelé cadrage, parfois
noté (L,) — k(Lz)
iii. [’ajout & une ligne du multiple d’une autre ligne par un scalaire k, appelé rempla-
cement, parfois noté (L;) <— (L;) + k(L;).

Le lecteur est invité a vérifier que toutes les opérations réalisées dans les exemples
de la partie III.1 sont des opérations élémentaires au sens de la définition I11.2.3. Par
exemple, l'opération conduisant a (II11.9) est un remplacement, celle conduisant a (I11.10)
un remplacement.

Remarque 111.2.4. 1l revient bien stir au méme de faire des opérations élémentaires sur un
systéme d’équations linéaires, ou sur les lignes de la matrice augmentée de ce systéme.

Les opérations élémentaires ne changent pas I’ensemble des solutions :

Proposition II1.2.5. Soient (S) et (S°) deux systémes linéaires ayant le méme nombre
d’inconnues et d’équations. On suppose que (S’) peut étre obtenu a partir de (S) par une
série d’opérations élémentaires. Alors (S) et (S’) sont équivalents.

Démonstration. Par une récurrence simple, il suffit de montrer qu'une seule opération
élémentaire ne change pas I’ensemble des solutions.

C’est évident si cette opération élémentaire est ’échange de deux lignes.

Si k est fixé, non nul, alors ky =0 <= y = 0. Le cadrage (multiplication d’une ligne
par un scalaire non nul) ne change donc pas ’ensemble des solutions.
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III. Systémes linéaires

Il reste & traiter le cas du remplacement, i.e. 'opération (L;) < (L;)+k(L;), ot i # j,
k € K. En ignorant les lignes autres que la i-iéme et la j-iéme, qui ne changent pas, on
est amené & montrer que les deux systémes

ai1x1 + ...+ apry, = b; (Lz)
121+ ...+ QjpTy = bj (Lj)

et
11 + ...+ @qipnxy, = bl‘ (Lz)
121 + ...+ ajnTy + k(aﬂ:(}l + ...+ amxn) = bj + kb; (L;)
sont équivalents, c’est a dire que = (x1,...,x,) vérifie (L;) et (L;) si et seulement si il

vérifie (L;) et (L).
On suppose d’abord que x vérifie (L;) et (L;). Alors

ajr1 + ajpxa + ...+ ajnty +k (a1 + appxe + ...+ ainn) = by + kby,

:bj par (Lj) =b; par (L;).

ce qui montre (L7).
Supposons réciproquement que z vérifie (L;) et (L;) Alors

aj1T1+aj2T2+. . . +AjnTy = aj121 + aj2T2 + ...+ ATy + Kk (ainw1 + aipza + . .. + GinTy)

=b;+kb; par (Lly)

—k(ainx1 + apra+ ...+ appz,) = by,

=b; par (L;)
d’ou (Lj). O]

Awvertissement 111.2.6. Pour passer d’un systéme linéaire & un systéme équivalent, il est
trés fortement conseillé de s’en tenir & des opérations élémentaires au sens de la défini-
tion (II1.2.3). Des opérations sur les lignes mal choisies peuvent changer ’ensemble des
solutions. Une erreur typique est de réaliser simultanément deux remplacements de la
forme (L;) < (L;) + k(L) et (L;) < (L;) + k'(L;). Par exemple :

T+ 2 =2 3r =2 (L1)+2(Ly)
(II1.19) donne : ¢ 3 1
x—y=0 5gczl (L2)+§(L1).

Les deux systémes ci-dessus ne sont pas équivalents : le premier a pour unique solution
(%, %), le deuxiéme a une infinité de solutions : {(%,y) , Y E K} Remarquons que les
deux opérations simultanées (Lg) < (L) + 3(L1) et (L1) < (L1) + 2(L2) ne peuvent
pas s’écrire comme deux remplacements successifs. Le lecteur est invité & méditer cet
exemple : pratiquement toutes les erreurs dans les résolutions de systéme, en dehors des

fautes de calcul, sont de cette forme la.
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II1.2. Méthode du pivot

111.2.b. Forme échelonnée

On définit maintenant un ensemble de matrice correspondant & des systémes dont on
peut décrire ’ensemble des solutions sans aucun calcul supplémentaire. Le but de la
méthode du pivot sera de se ramener a ce type de matrice.

Définitions
Définition III.2.7. Soit A une matrice p x n. Une ligne nulle de A est une ligne de
A formée uniquement de zéros. On appelle élément de téte d’une ligne non nulle de A
I’élément non nul le plus a gauche de cette ligne. On dit que A est sous forme échelonnée
(ou simplement échelonnée) lorsque les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

i. Toutes les lignes non nulles sont situées au-dessus des lignes nulles.

ii. L’¢lément de téte de chaque ligne non nulle se trouve dans une colonne (strictement)

a droite de ’élément de téte de la ligne précédente.

On dit que A est sous forme échelonnée réduite (ou simple échelonnée réduite) quand de
plus les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

iii. L’élément de téte de chaque ligne non nulle vaut 1.

iv. L’élément de téte de chaque ligne non nulle est le seul coefficient non nul de sa
colonne.

Remarque 111.2.8. Le point ii implique que tous les éléments de la matrice situés sous un
élément de téte sont nuls.

Définition III.2.9. On dit qu'un systéme linéaire est sous forme échelonnée (respec-
tivement échelonnée réduite) quand sa matrice augmentée est sous forme échelonnée
(respectivement échelonnée réduite).

Ezemples 111.2.10. La matrice A = [$ 9] n’est pas échelonnée (i n’est pas vérifiée).

. 345 . , .
La matrice B = 123 n’est pas échelonnée (cette fois, ii est faux).
: 123 ) , . ) f o f Tuiten (3is g s
La matrice C' = [8 0 %] est échelonnée, mais pas échelonnée réduite (iii et iv sont faux).
. [120] . . . , . L1
La matrice D = 004 est échelonnée, mais pas échelonnée réduite (iii est faux).
. (120] , P
La matrice £ = 001 est échelonnée réduite.
. r+2z=1 ) .
Le systeme est sous forme échelonnée réduite.
y+3z2=2

Ezemples 111.2.11. Le premier systéme de (II1.11) est sous forme échelonnée non réduite,
le dernier systéme de (II1.11) est sous forme échelonnée réduite.

Le systéme (I11.13) est sous forme échelonnée non réduite.

Le systéme (II1.15) est sous forme échelonnée non réduite. Aprés multiplication de la
premiére ligne par %, on obtient la forme échelonnée réduite équivalente :

L2, 8
T+ —y=—
373

0=0.
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III. Systémes linéaires

Dans ce systéme la deuxiéme ligne 0 = 0 est bien stir superflue.

Ezercice 111.2.12. Déterminer si les systémes suivants sont sous forme échelonnée (res-
pectivement sous forme échelonnée réduite) :

i.

ii.

iii.

1v.

Un systéme a une seule équation.

o+ 13 =2 itz =2
, puis
1 +x3=3

3 g _(1) ;1 ; 01 0 1 2 001 0 2 3 1
00 00 e 10 0 4 3|, 0001 0 -3 -2
00 00 0 0 01 2 3 000 0O O 0
rz=1 2r+y+z=1
e 2e+y+z=1
y=2 y+2z=-1
(51) ; (S2) : (S3) z4+y+2z=-1
z=3 z=—4
r—z=—4

(cf correction p. 55).

Application aux systémes linéaires

Définition III.2.13. Le systéme (S) est dit compatible si il a au moins une solution et
incompatible si il n’a pas de solution.

On peut décrire facilement 1’ensemble des solutions d’un systéme linéaire (S) dont la
matrice augmentée A est sous forme échelonnée réduite. On rappelle que si (S) est un
systéme a p équations et n inconnue, la matrice A est une matrice p x (n 4+ 1) (i.e. un
tableau de nombres avec p lignes et n + 1 colonnes).

On distingue deux cas.

— Premier cas. Si la colonne la plus & droite (la n + 1-éme colonne) de A contient
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un élément de téte (forcément égal a 1) cela se traduit par une équation 0 = 1,
tautologiquement fausse, ce qui montre que le systéme n’a pas de solution. Le
systéme (S) est incompatible.

Deuziéme cas. Supposons que la colonne de droite de A ne contient aucun élément
de téte. Dans ce cas, le systéme est compatible. Donnons une méthode pour décrire
I’ensemble des solutions. L’élément de téte de chaque ligne non nulle, situé sur
une des n premiéres colonnes, correspond donc & une des inconnues z1, ...x,. On
appelle variable de base du systéme toute inconnue z; telle que la j-ieme colonne
contient un élément de téte non nul. On appelle variable libre ou parameétre les
autres inconnues. Chaque ligne non nulle donne une expression d’'une des variables
de base en fonction des paramétres. En faisant varier les paramétres dans K, on



II1.2. Méthode du pivot

obtient exactement ’ensemble des solutions du systéme. On dit que ’on a obtenu
une description paramétrique de 'ensemble des solutions. Dans ce cas, le nombre
de lignes non nulles est exactement le nombre de variable de bases. Le nombre de
paramétre est donc n — p'.
On peut maintenant donner une définition plus précise de la résolution d’un systéme
linéaire : résoudre le systéme (S), c’est donner une description paramétrique de I’ensemble
des solutions.

Remarque 111.2.14. Un cas particulier de systéme compatible est donné par un systéme
dont la matrice sous forme échelonnée réduite a autant de lignes non nulles qu’il y a
d’inconnues. Dans ce cas, toutes les variables sont des variables de base, et il n'y a
qu’une seule solution, dont les coordonnées x4, xo, ..., x, sont données par les valeurs de
la colonne de droite.

Remarque 111.2.15. 1l n’est pas nécessaire de mettre un systéme sous forme échelonnée
réduite pour savoir si il est compatible ou non : une forme échelonnée non réduite convient
tout aussi bien. Par le méme raisonnement que précédemment, un systéme sous forme
échelonnée est compatible si et seulement si la colonne de droite de sa matrice augmentée
ne contient aucun élément de téte.

Lorsque le systéme est compatible, la forme échelonnée réduite est commode pour
décrire I’ensemble des solutions.

Ezemple 111.2.16. On suppose que la matrice augmentée du systéme (S) est
3 0 4
2 0 3
0 1 5

o = O

1
0
0

C’est une matrice de forme échelonnée réduite, dont les éléments de téte sont les “1” en
gras. La colonne de droite ne contient aucun élément de téte : le systéme est compatible.
Les variables de base (correspondant aux numéros des colonnes des éléments de téte) sont
x1, x2 et x4. Le seul paramétre est x3. On obtient la description paramétrique suivante
de I’ensemble des solutions :

r1 =4 —1x3, 1o =3 —2x3, x4 =5, x3 € K.
En d’autres termes, I’ensemble des solutions de (S) est :
{(4 — 23,3 — 2x3, T3, 5), T3 € K} .

Exemple 111.2.17. Supposons que le systéme a pour matrice augmentée

1 3 4 5
0 01 1
0 00 2

Cette matrice est sous forme échelonnée (non réduite). Le 2 en bas a droite est un élément
de téte situé sur la derniére colonne : le systéme n’a pas de solution, car la derniére ligne
se lit 0 = 2.
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III. Systémes linéaires

Exemple 111.2.18. Supposons que le systéme a pour matrice augmentée :

1 2 0 -1 4
001 2 -5
000 O 0
000 O 0

Cette matrice est sous forme échelonnée réduite, et le systéme est compatible. Les va-
riables de base sont x1 et x3, et les variables libres o et z4. L’ensemble des solutions
est

{ (4 — 229 + 4,29, —5 — 224, 14), (T2,24) € K2}.

Ezercice 111.2.19. Dire si les systémes de ’exercice 111.2.12, lorsqu’ils sont sous forme
échelonnée réduite, sont compatible. Donner alors une description paramétrique de 1’en-
semble des solutions.

(cf correction p. 55).
La proposition suivante permet de compter le nombre de paramétres d’un systéme sous
forme échelonnée réduite. Elle découle des arguments précédents.

Proposition I11.2.20. Un systéme compatible sous forme échelonnée réduite avec n
inconnues et p' équations non nulles se décrit avec n—p' parameétres. En d’autres termes,
si le systéeme est sous forme échelonnée réduite, on a :

nombre d’inconnues — nombre d’équations = nombre de degrés de liberté.

Cette propriété persiste lorsque le systéme est sous forme échelonnée non réduite (cf
Remarque 111.2.28).

Ezercice 111.2.21. Dire si chacune des matrices suivantes est sous forme échelonnée (res-
pectivement sous forme échelonnée réduite). Le systéme dont c’est la matrice augmentée
est-il compatible 7 Si ¢’est le cas, donner une description paramétrique de ’ensemble des
solutions.

12 3 —4 A 100 -3 |1
123 -1 2 011 2| =5 010 3| 2
a) 0000 1120, b) oy o ol 90001 4]0
000 010 000 0 3 000 010

(cf correction p. 55).

I11.2.c. Méthode du pivot de Gauss

Nous venons de voir qu’un systéme linéaire dont la matrice augmentée est sous forme
échelonnée réduite peut étre résolu trés facilement. Nous allons maintenant montrer que
toute matrice peut étre mise sous cette forme par un nombre fini d’opérations élémen-
taires sur les lignes. On utilise une méthode appelée méthode du pivot ou du pivot de
Gauss, qui suit exactement la stratégie ébauchée en II1.1 pour la résolution des systémes
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II1.2. Méthode du pivot

a deux équations, deux inconnues. Le nom de cette méthode est un hommage au ma-
thématicien allemand Carl Friedrich Gauss (1777-1855), mais elle était déja connue des
mathématiciens chinois du ler siécle de notre ére. D’aprés Wikipedia “Elle est référencée
dans I'important livre chinois Jiuzhang suanshu ou Les Neuf Chapitres sur l’art mathé-
matique, dont elle constitue le huitiéme chapitre, sous le titre Fang cheng (la disposition
rectangulaire)”.

Soit A une matrice (p, N) (p lignes, N colonnes). On veut transformer A en une matrice
échelonnée réduite par une série d’opérations élémentaires sur les lignes. La méthode
est divisée en une phase de descente (permettant d’obtenir une matrice échelonnée qui
n’est pas forcément réduite) et une phase de remontée. Pour illustrer cette méthode, on
I’applique & la matrice

1 2 4 7
A=12 4 8 14
1 0 -2 3

On décrit la méthode pour une matrice générale. Dans le cas d'un systéme linéaire a n
inconnues et p équations, A est la matrice augmentée du systéme, de taille p x (n + 1)
(et donc N =n+1).

Phase de descente
Cette phase est divisée en 4 étapes, que I'on doit éventuellement réaliser plusieurs fois.

FEtape 1 : choiz du pivot. On appelle colonne pivot la premiére colonne non nulle?. On
choisit sur cette colonne un élément non nul, appelé pivot. Dans notre exemple, la colonne
pivot est la premiére colonne. On peut choisir comme élément pivot le 1 en haut & gauche
(en gras).

1 2 4 7
A=12 4 8 14
1 0 -2 3

Etape 2. On échange la premiére ligne avec la ligne de 1’élément pivot. Le pivot devient
ainsi ’élément de téte de la premiére ligne. Dans notre exemple, I’élément pivot est déja
situé sur la premiére ligne : cette étape ne modifie pas la matrice.

Etape 3. En ajoutant aux autres lignes un multiple adéquat de la premiére ligne, on
annule tous les coefficients de la colonne pivot autre que le pivot. Dans notre exemple,

cela donne
1 2 4 7

0 0 O 0 (L2)—2(L1) .
0 -2 —6 —4 (L3)—(L1)

Etape 4. Si la matrice obtenue est sous forme échelonnée, la phase de descente est termi-
née. Sinon, on applique les étapes 1 a 4 a la matrice a laquelle on a enlevé la premiére
ligne.

2. c’est a dire la colonne la plus & gauche qui n’est pas composée uniquement de zéros
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III. Systémes linéaires

Revenons a notre exemple. La matrice A a 3 lignes. On applique les étapes 1 4 4 4 la
0 0 O 0

0 -2 -6 —4
En pratique, on continue & écrire cette premiére ligne, que ’on ignore.
1 2 4 7
Etape 1’ : On considére donc la matrice |0 0 0 0. La colonne pivot (pre-
0 -2 —6 —4
miére colonne non nulle lorsqu’on ignore la premiére ligne) est la deuxiéme colonne. On
doit choisir comme pivot le —2, situé a la troisiéme ligne de cette colonne.
Etape 2" : on échange la 2¢me et la 3éme ligne, la matrice obtenue est

matrice A’ = [ } obtenue a partir de A en enlevant la premiére ligne.

1 2 4 7
(I11.20) 0 —2 —6 | —4
0 0 0 0

Etape 3’ : les coefficients de la colonne pivot (la deuxiéme colonne) autre que le pivot
sont déja nuls, il n’y a donc rien & faire. Rappelons que l’on ignore la premiére ligne.
Il n’y a donc que le coefficient situé a la troisiéme ligne de cette deuxiéme colonne &
considérer. Ce coefficient est bien égal & zéro.

Etape 4’ : la matrice obtenue est échelonnée : on arréte ici la phase de descente.

Si A est une matrice échelonnée p x N, et (ag,...,an) sont N + 1 scalaires tels que
ag # 0, la matrice

a a ... ayn

(ou tout autre matrice obtenue a partir de B en rajoutant des colonnes de zéros a sa
gauche) est une matrice échelonnée (p+ 1) x (N + 1). De cette remarque, et du fait que
toute matrice ayant une seule ligne est échelonnée, on déduit que la phase de descente de
la méthode du pivot aboutit bien, aprés un certain nombre?® de passages par les étapes
1 & 4, & une matrice échelonnée.

Pour obtenir une matrice échelonnée réduite, on a besoin de deux étapes supplémen-
taires, qui constituent la phase de remontée.

Phase de remontée

Etape 5 : cadrage. On multiplie chaque ligne non nulle par I'inverse de son élément de téte,
de telle maniére que ’élément de téte de la nouvelle ligne vaut 1. Dans notre exemple :

12 4|7
01 3 | 2| —la
00010

3. auplusp—1
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II1.2. Méthode du pivot

Etape 6 : on ajoute a chaque ligne un multiple de la derniére ligne non nulle, pour que la
colonne au-dessus de ’élément de téte de la derniére ligne ne soit composée que de zéros.
On répéte cette opération avec I’avant-derniére ligne, etc, jusqu’a la deuxiéme ligne. Sur
notre exemple :

1 0 -2 3| (L1)—2(L1)
0 1 3 2
0 0 0 0

Par construction, la matrice obtenue & l’issue de la phase de remontée est bien une
matrice échelonnée réduite : on a transformé en 1 tous les éléments de téte, et en 0 tous
les coefficients situés au dessus d’un élément de téte. On a montré :

Théoréme I11.2.22. Soit A une matrice. Alors A peut-étre transformée par des opéra-
tions élémentaires sur les lignes, en une matrice échelonnée réduate.

Mentionnons que I’on peut en fait démontrer I'unicité de la forme échelonnée réduite :

Théoréme 111.2.23. Soit A et B deux matrices échelonnées réduites. Supposons que B
puisse étre obtenue & partir de A par des opérations élémentaires sur les lignes. Alors
A=B0B.

On omet la démonstration, cf par exemple David C. Lay 4, annexe A.

Ezxercice 111.2.24. Programmer dans votre langage informatique préféré la méthode du
pivot de Gauss. Tester votre programme sur ’exemple précédent.

Remarque 111.2.25. Nous avons décrit la méthode du pivot pour une matrice, il est pos-
sible de I'appliquer exactement de la méme fagon sur un systéme linéaire. On peut donc
résoudre un systéme linéaire par la méthode du pivot directement ou en passant par la
notation matricielle. Ces deux fagons de faire sont bien siir parfaitement équivalentes.

Remarque 111.2.26. On déduit de 'exemple donné une description paramétrique de ’en-
semble des solutions du systéme :

r+2y+4z=7
2 +4y+ 8z =14
r—2z=3

dont la matrice augmentée est la matrice A. Le systéme est compatible : il n’y a pas
d’élément de téte sur la derniére colonne de la matrice échelonnée réduite obtenue. Il y a
deux variables de base, x et y, et une variable libre z. L’ensemble des solutions est donné
par

{(8422,2—-3z,2), z € K}.

Remarquons que la compatibilité du systéme peut se vérifier a la fin de la phase de
descente, sur la forme échelonnée non réduite (II1.20).

4. David C. Lay. Algébre linéaire : Théorie, exercices et applications. Troisiéme édition, 2004
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III. Systémes linéaires

En combinant la méthode du pivot de Gauss avec la description de ’ensemble des
solutions d’un systéme sous forme échelonnée réduite, on obtient la propriété suivante,
qui généralise la remarque II1.1.10 & tous les sytémes linéaires :

Proposition I11.2.27. L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire est vide, ou réduit
a un seul €lément, ou infini.

Remarque 111.2.28. La phase de remontée du pivot de Gauss montre que tout systéme
sous forme échelonnée est équivalent & un systéme sous forme échelonnée réduite avec le
méme nombre de lignes non nulles. Si (S) est un systéme compatible sous forme échelonnée
a n inconnues et p’ équations non nulles, I’ensemble des solutions se décrit donc avec
exactement n — p’ parameétres.

Exercice 111.2.29. Combien de paramétres faut-il pour décrire chacune des systémes sui-
vants 7

2r+3y=4 r+2y+z=2
r+y+z=1

(51) (S2) y+z=1  (S3) rt+y=1
y+2z=2

z =2 y+z=1

(cf correction p. 56).

Remarque 111.2.30. Il y a plusieurs variantes (parfaitement équivalentes) de la méthode du
pivot que nous venons de décrire. On peut par exemple échanger les étapes 5 et 6. On peut
aussi réaliser I’étape de cadrage 5 pendant la phase de descente. Dans tous les cas il est
important de n’utiliser que des opérations élémentaires sur les lignes (cf I'avertissement
II1.2.6). Ceci est particuliérement important lorsque ’on cherche a résoudre des systémes
avec paramétres (cf §I11.3 p. 53).

Récapitulons la méthode générale de résolution d’un systéme linéaire décrite dans ce

chapitre :

— Appliquer la phase de descente de la méthode du pivot de Gauss a la matrice
augmentée du systéme. On obtient une matrice échelonnée.

— Déterminer si le systéme est compatible : si la colonne de droite contient un élément
de téte, le systéme n’est pas compatible (i.e. il n’y a pas de solution). Sinon il est
compatible.

— Si le systéme est compatible, appliquer la phase de remontée du pivot de Gauss.
On obtient une matrice échelonnée réduite. On peut alors donner une description
paramétrique de I’ensemble des solutions & ’aide de cette matrice échelonnée ré-
duite.

Donnons un autre exemple. On considére le systéme :

—x1 4+ 32 + 4 = —6
2x1 — 610 — 224 = 12
1 —3x9 +3x3+ 64 =1
—3x1 + 922 + 323 + 924 = —21

(5)
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II1.2. Méthode du pivot

Appliquons la méthode du pivot & sa matrice augmentée :

-1 3 0 1 —6
2 -6 0 -2 12
1 -3 3 6 1

Phase de descente

Etape 1 : choix du pivot. La colonne pivot est la premiére colonne. Le pivot est le —1
en gras.

Etape 2 : la premiére ligne est déja la ligne pivot.

Etape 3 :
-1 3 0 1 —6
00 0 O 0 (L2)+2(L1)
00 3 7 -5 (L3)+(L1)
00 3 6 -3 (L4)—3(L1)

Etape 4 : on repasse a I'étape 1 en ignorant la premiére ligne.

Etape 1’ : la colonne pivot est la troisiéme colonne. On choisit le 3 sur la quatriéme
ligne de cette colonne comme élément pivot.

Etape 2’ : on échange la ligne pivot avec la deuxiéme ligne (i.e. la “premiere” ligne de
la matrice constituée des trois derniéres lignes)

-1 3 0 1 —6
0 0 3 6 -3 (La)
00 3 7 -5
00 0O 0 (L2)
Etape 3’ :
-1 3 0 1 —6
0 0 3 6 -3
0 0 0 1 —2 (L3)—(L2)
00 0O 0

Etape 4’ : la matrice obtenue est échelonnée. La phase de descente est terminée. On
remarque que la colonne de droite ne contient aucun élément de téte : le systéme est
compatible. On passe a la phase de remontée pour obtenir une matrice échelonnée réduite.

Phase de remontée

Etape 5 :
1 -3 0 -1 6 —(L1)
0 01 2 -1 1(Ly)
0 00 1 —2
0O 00 O 0
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III. Systémes linéaires

Etape 6 : on utilise la ligne (L3) pour annuler les éléments de la troisiéme colonne au-
dessus de I’élément de téte :

1 -3 00 4 (L1)+(L3)
0 010 3 (L2)—2(L3)
0 0 0 1 -2
0 0 0 0 0

La matrice obtenue est sous forme échelonnée réduite. Il n’y a qu’une seule variable libre,
xZ9.
Une description paramétrique des solutions est donnée par :

{(Bza +4,29,3,-2), x2 € K}.
FExercice 111.2.31. Résoudre le systéme
20 — 2y — 4z = —12
—r+y+32=9
z—y+z=3.

I11.2.d. Systéme de Cramer

Les coefficients (a;;) d'un systéme linéaire (S) étant fixés, la compatibilité de (S) dépend
en général de son second membre (b;). On présente ici un cas particulier, appelé “systéme
de Cramer” pour lequel le systéme est compatible quelques soient les (b;).

Proposition II1.2.32. Soit (S) un systéme linéaire de n équations a n inconnues. Sup-
posons que (S) a une et une seule solution. Alors tout systéme obtenu a partir de (S) en
changeant seulement le second membre a une seule solution.

Définition IT1.2.33. Un systéme (S) vérifiant les hypothéses de la proposition 111.2.32
est appelé systeme de Cramer.

Remarque 111.2.34. Le fait d’étre un systéme de Cramer ne dépend pas du second membre
du systéme, mais seulement de ses coefficients.

Preuve de la proposition I11.2.32. Par des opérations élémentaires sur les lignes, on peut,
d’aprés la méthode du pivot de Gauss, se ramener & un systéme sous forme échelonnée
réduite (S’) ayant le méme ensemble de solutions que (S). Soit p’ le nombre de lignes non
nulles de ce systéme. Le systéme étant compatible, le nombre de paramétres permettant
de décrire I’ensemble des solutions est, d’aprés la proposition II1.2.20, n — p’. Mais on ne
peut pas avoir n — p’ > 1, sinon ’ensemble des solutions serait infini. On a donc n = p’ :
la forme échelonnée réduite du systéme a n lignes non nulles, aucune ligne nulle, et s’écrit

donc :

Tr1 = bll

= b,

(I11.21) 2= n
Ty =0
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II1.3. Systéme avec parameétres

Lorsque 1'on change le membre de droite du systéme (S) sans toucher au membre de
gauche, on ne change que le membre de droite du systéme (II1.21), puisque ce dernier est
obtenu par des opérations élémentaires sur les lignes qui ne mélangent jamais le membre
de gauche et le membre de droite des équations. Ceci montre que tout systéme obtenu a
partir de (S) en ne changeant que le membre de droite n’a qu’une seule solution. O

Remarque 111.2.35. De maniére équivalente, on pourrait définir un systéme de Cramer
comme un systéme a n équations et n inconnues qui a une forme échelonnée réduite du
type (II1.21).

Exercice 111.2.36. Dire avec le moins de calculs possibles si les systémes suivants ont une
unique solution, pas de solution ou une infinité de solutions. On identifiera en particulier
les systémes homogeénes et les systémes de Cramer. Les systémes (S7), (S2) et (S3) ont
pour inconnues x,y et z. Les systémes (S4) et (S5) x,y, z et t.

r+3y+z=2 r+3y+z=4 r+3y+z=-—17
(S1)8 xz4+y+2z2=-5, (S2)¢ z+y+2z=1, (S3)8 xz4+y+2z=2
r+3y+22=2 r+3y+2z=3 r+3y+22=5

r+2y+z+1t=0
(S4) r+y—z+5t=3, (S5) z=2y+2t=3z4+4(zx+y)=6x+y+z+t.
2r+y+2z+4t=1
(cf correction p. 56).

I11.3. Systéme avec paramétres

On considére parfois une famille de systémes (S)) dépendant d’un parameétre \. Le
but est de résoudre le systéme selon les valeurs de A. Il faut traiter ce type de probléme
avec précaution. Une erreur classique est de diviser une équation par une quantité, dé-
pendant de A, qui s’annule pour une certaine valeur de A. On donne ici deux exemples
de résolutions détaillées.

Ezercice 111.3.1. Résoudre, selon la valeur de A € R, le systéme suivant :
—x4+ 2\ —6)y — 2z = -7
(I11.22) —z+ (4X—12)y — 2z = —11
r+B-Ny+2z=5
Correction. On applique la méthode du pivot de Gauss.
r+B-Ny+2z=5 (Ls)
—z+ (AN —12)y — 2z = —11
—x+ 2\ =6)y—2z2=-7 (L1)
r+B-Ny+2z=5
(=9+3\y=—-6 (L2)+ (L1)
(=34+Ny=-2 (L3)+(L1)
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III. Systémes linéaires

On remarque que les lignes (L2) et (L3) du dernier systéme sont équivalentes. Précisé-
ment, (L2) vaut exactement 3(L3). Le systéme (II1.22) est donc équivalent a

(111.23) { T+ (B-Ay+2z=5

(=3+ Ny =-2
Ce systéme est sous forme échelonnée. En regardant le coefficient de y dans la deuxiéme

ligne, on voit qu’il faut distinguer deux cas.

ler cas : A = 3. La deuxiéme ligne de (II1.23) s’écrit 0 = —2. Le systéme n’a pas de
solution.

2éme cas : A # 3 On obtient :

{ r+2z=3 (L1)+(L2)

(=34+ Ny =-2

En prenant x et y comme variable de base et z comme paramétre, on obtient que ’en-
semble des solutions est {(3 — 2z, %, z), z € R}.

Exzxercice 111.3.2. Résoudre, selon la valeur de A € R, le systéme de matrice augmentée :

1 —(1+2N) A—4
(I11.24) -2 242 12 — 4\
2 —2A —4 4+ 2\
Correction.
1 —(14X) A—4
0 0 4 -2\ (L2)+2(L1)
0 2 4 (L3)—2(L1)

Le systéme obtenu est presque sous forme échelonnée (il suffirait d’échanger les lignes 2
et 3). La ligne 2 se lit 4 — 2\ = 0. On distingue deux cas :

ler cas : A # 2. La ligne 2 est contradictoire. Le systéme n’est pas compatible.

2eme cas : A = 2. La ligne 2 se lit 0 = 0. En notant x et y les variables, le systéme est
équivalent & :
r—3y =—2et 2y =4,
soit (x,y) = (2,4).
Remarquons que l'on peut parfois ramener un systéme non-linéaire & un systéme li-
néaire avec parameétre :

Exercice 111.3.3. En utilisant les exercices précédents, résoudre les systémes

—x1 + (229 — 6)z3 — 204 = =7 r—(1+z2)y=2—-4
(S1) R —x1 + (dwy — 12)x3 — 224 = —11 (S2) —2x+ (24 22)y =12 — 4z
x1+ (3 —w2)x3+2x4=5 20 — 2zy = —4+ 2z

(cf correction p. 56).
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II1.4. Réponse a certains exercices

I11.4. Réponse a certains exercices

Exercice 111.2.12

i. Une matrice a une ligne est toujours sous forme échelonnée. Elle est sous forme éche-
lonnée réduite si et seulement si son premier coefficient non nul vaut 1. L’équation
(ou le “systéme” & une équation) correspondant est sous forme échelonnée réduite
si et seulement si le coefficient de la premiére variable qui apparait dans le systéme

vaut 1.
. . . R 011 2 L R
ii. La matrice du premier systéme est 10 1 3 | celle du deuxiéme systéme
1 01 2 . ) . , s
est 01 1 3 | Le premier n’est pas sous forme échelonnée. Le deuxiéme

est sous forme échelonnée (non réduite). On peut donc tranformer, en échangeant
I’ordre des variables, un systéme non-échelonné en un systéme échelonné.

iii. échelonnée non réduite/ non échelonnée / échelonnée réduite.
iv. échelonné réduit/ échelonné non réduit / non échelonné.

Exercice I11.2.19

ii. L’ensemble des solutions du deuxiéme systéme est donné par : {(2—1‘3, 3—x3,x3), x3 €

K}.
iii. L’ensemble des solutions du systéme dont la matrice augmentée est la troisiéme

matrice est donné par {(561,:62, 1 — 2x5 — 3x6, —2 + 3¢, T5, 76), (1,22, 75, T6) €

K.
iv. Le systéme (S7) a évidemment pour unique solution (1,2, 3).

Exercice I11.2.21
La matrice a) est sous forme échelonnée. La derniére colonne ne contient pas d’élé-
ment de téte : le systéme est compatible. Pour décrire ’ensemble des solutions, ont
peut facilement mettre la matrice sous forme échelonnée réduite (par le remplacement
(L1) < (L1) + 2(L2)). On obtient la matrice (en omettant la derniére ligne, inutile, qui
signifie 0 = 0) :
1 2 30 4
0 001 2
Une description paramétrique de I’ensemble des solutions est donnée par :
{(4 — 2wy — 3x3,72,73,2), (T2,73) € K2}~
La matrice b) n’est pas sous forme échelonnée. La derniére ligne de cette matrice
signifie 4 = 0 : le systéme n’est pas compatible.

La matrice c) est échelonnée réduite. L’ensemble des solutions est :

{(1 + 3x4,2 — 324, —41’4,$4), Ty € K}

95



III. Systémes linéaires

Exercice 111.2.29

Les systémes (S1) et (S2) sont sous forme échelonnée et compatibles (il est facile de
trouver une solution en fixant y pour le premier et z pour le deuxiéme). Le systéme (S7)
a 3 inconnues et 2 lignes non nulles, on décrit ’ensemble des solutions avec 3 —2 =1
paramétre. Le systéme (S2) a 3 inconnues et 3 équations : on décrit I'ensemble des
solutions avec 3 — 3 = 0 paramétre : il a une unique solution.

Le systéme (S3) n’est pas sous forme échelonnée. De fait, la ligne (L) est la somme
des lignes (Lg) et (L3). Il est équivalent au systéme (S%) obtenu en retirant la ligne (L3)
au systéme (S3). Ce systéme (S5) est échelonné, on peut décrire 'ensemble des solutions
de (S3) avec 3 — 2 = 1 paramétre.

Exercice I11.2.31 : il y a une infinité de solutions. L’ensemble des solutions peut s’écrire

{(z,z,3), x € K}.

Exercice I11.2.36
Par les remplacements (Lg) < (L2) — (L1) et (Ls) < (L3) — (L1), on voit que le
systéme (S7) est équivalent au systéme

r+3y+z=2
—2y+z=-7
z=0

Ce dernier systéme est un systéme échelonné compatible & trois équations non nulles
pour trois inconnues : c¢’est donc un systéme de Cramer, qui a une unique solution. De
plus, par la Proposition I11.2.32 sur les systémes de Cramer, tout systéme obtenu & partir
de (1) en ne changeant que le second membre sont aussi des systémes de Cramer : on
en déduit que (S2) et (S3) sont des systémes de Cramer (et ont donc chacun une et une
seule solution).

Le systéme (Sy) est un systéme homogéne avec 3 équations et 4 inconnues. Il a donc
une infinité de solutions. Le systéme (S5) est équivalent a :

r—(2y+2t)=0
x—3z—4(x+y)=0
r—(6r+y+z+1t)=0

C’est donc aussi un systéme homogéne & 3 équations et 4 inconnues : il a une infinité de
solutions.

Exercice 111.3.3

Les deux systémes proposés ne sont pas des systémes linéaires, mais se raménent a des
systémes linéaires en fixant une des variables.

Si l'on fixe 2, le systéme (S7) est un systéme linéaire d’inconnues (z1,z3,x4). Plus
précisément, c’est exactement le systéme (II11.22) avec z = x1, y = x3, 2 = x4 et le
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II1.4. Réponse a certains exercices

paramétre A = xo. L’ensemble des solutions est donné par la résolution du systéme
(I11.22) :

2
{(3—21’4,%2,,%4) , 1‘2€R\{3}, $4€R}.
3—:]32

Si 'on fixe z, le systéme (S2) est un systéme linéaire. Plus précisément, c’est le systéme
d’inconnue (z,y), dont la matrice augmentée est donnée par (I11.24) avec z = A. On
déduit de la résolution de ce systéme que l'unique solution du systéme (S2) est (z,y,2) =
(4,2,2).
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V. Introduction aux matrices

Référence : Liret-Martinais , chapitre 4.

Nous avons déja rencontré des tableaux de nombres, ou matrices. Nous allons étudier
ici ces matrices de maniére plus systématique, en définissant notamment des opérations
(additions, multiplications. ..) sur des ensembles de matrices. Les motivations de ce cha-
pitre sont d’une part de mieux comprendre les systémes linéaires, qui peuvent étre vus
comme des équations matricielles, d’autre part d’introduire des notions et des méthodes
utiles dans I’étude de I’algébre linéaire proprement dite qui sera 'objet de la suite du
cours.

Comme dans le chapitre précédent, on notera K =R ou C.

IV.1. Définitions. Opérations sur les matrices

IV.1.a. Définitions

Définition IV.1.1. Soient p et n deux entiers > 1. Une matrice p x n a coefficients dans
K est un tableau de nombres (c.a.d. d’éléments de K) a p lignes et n colonnes, que 1'on
note :

ailr a2 ... Qain

a1 agy ... Qa9n
A= . . . ’

apl Ap2 ... Gpp

ou A = [a;j]1<i<p, ou encore, quand il n'y a pas d’ambiguité sur p et n, A = [a;;]. Les
1<j<n

a;; € K sont_ziﬁpelés coefficients (ou éléments) de A. Le coefficient a;; est situé a la
i—eéme ligne et j—iéme colonne (le premier indice indique toujours la ligne, le deuxiéme
la colonne).

L’ensemble des matrices p x n est noté M, ,,(K), ou plus simplement M,, ,. Lorsque
p = n, on dit que la matrice est carrée. On note simplement M,,(K) (ou M,) au lieu
de M, ,(K) Pensemble des matrices carrées de taille n. On dit que deux matrices sont
de méme taille, ou de méme dimension lorsqu’elles ont le méme nombre de lignes et le
méme nombre de colonnes.

Exemples 1V.1.2. La matrice nulle de M,,,,(K) est la matrice dont tous les coefficients
sont nuls. Elle est notée 0.

1. Frangois Liret et Dominique Martinais. Algébre Ire année - Cours et exercices avec solutions.
Dunod, deuxiéme édition, 2003
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IV. Introduction aux matrices

(1 ¢ =5
3 4 T+1
B 2

est une matrice complexe 2 x 3 (attention ici i est le nombre compleze

tel que i = —1, ce n'est pas l'indice des lignes!)
[—1 0
7 3,1]| est une matrice réelle 3 x 2.

2 V3

Définition IV.1.3. On dit que deux matrices de méme taille A = [a;j]1<i<p et B =
1<j<n
[bij]1<i<p sont égales lorque tous leur coefficients sont égaux, i.e. Vi € {1,...,p}, Vj €
1<j<n
{1,...,n}, a;; = b;;. On note alors A = B.

Ezxemples IV.1.4. Les matrices B ﬂ et E 4} ne sont pas égales.
3 4
Les matrices [2i 4 j]1<i<z et |5 6| sont égales.
1<5<2 7 8

Définition IV.1.5. Une matrice colonne (ou un vecteur colonne) a p coefficients est un
élément de M1 (K).
Une matrice ligne (ou un vecteur ligne) a n coefficients est un éléments de M; ,,(K).

La j-iéme colonne de la matrice [a;;]1<i<p est la matrice colonne | . |, sa i-éme ligne
1<55<n :
Apj

la matrice ligne [ai aiz - ain |.

Z1

2
Notation IV.1.6. On identifie M, ; (K) & KP? en identifiant le vecteur colonne [ . ] au

zp
p-uplet (z1,x2,...,2p).

IV.1.b. Multiplication par un scalaire et additions

On définit maintenant deux opérations qui se font coefficient par coefficient.

Définition IV.1.7. Soit A € K et A € M, ,,(K). Le produit de A par A, noté AA, est
la matrice de M, ,,(K) obtenue en multipliant chaque coefficient de A par X : si A est la
matrice [a;;], AA est la matrice [Aaj;).

Définition IV.1.8. Soient A, B € M, ,(K) deux matrices. La somme de A et B, notée
A + B est la matrice de M, , obtenue en sommant les coefficients de A et de B deux a
deux : si A = [a;j] et B = [b;;], A+ B est la matrice [a;; + bjj].

Awertissement IV.1.9. La somme de deux matrices n’est définie que si ces matrices sont
de méme taille.
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Ezxemples TV.1.10.
1 3—1 341 10

17[8 _12}:[8 _1?;4], (B+i)|i —1|=|3i—-1 —3—i
0 —i 0 1-3:
4 7
1 -1 4 7 5 6 1 -1 , P
[2 5 ] + [_2 2] = {O 5] , [2 3 ] + [2 —2| n’est pas définie.
3 0
[i + jli<i<s + [20 — jli<i<3 = [3i]1<i<3.
1<5<2 1<5<2 1<5<2

Les propriétés suivantes découlent immédiatement des propriétés (commutativité, as-
sociativité, distributivité) de I’addition et de la multiplication sur K.
Proposition IV.1.11. Soient A, B € M, ,(K), A\, p € K.
i. (commutativité) A+ B =B+ A.
i. (associativité) (A+ B)+C = A+ (B+C) (on note leur valeur commune A+B+C).
iii. A(A+ B) = A+ AB.
- AMpA) = (M)A (on note la valeur commune ApA).
v. 0+ A=A
vi. A+ (-1)A =0.

Ezxercice IV.1.12. Démontrer les propriétés de la proposition.

~

¢

<

Notation I'V.1.13. On note —A la matrice (—1)A et A— B la somme A+ (—DB), appelée
différence de A et B.

IV.1.c. Transposition

Définition IV.1.14. La transposée de la matrice A = [a;]1<i<p € Mpn(K) est la
matrice [aji]lgi‘gn de M, ,(K). On la note *A. Les Coefﬁcientslgc{egfa i-éme ligne de A
sont ceux dellgaj %éme colonne de A, et inversement, les coefficients de la j-éme colonne

de A sont ceux de la j-éme ligne de A.

On rencontre aussi, en particulier dans les ouvrages en anglais, la notation A7 au lieu
de tA.
Avertissement 1V.1.15. Lorsqu’on transpose une matrice, on inverse le nombre de lignes
et le nombre de colonnes. Par exemple, la transposée d'une matrice ligne est une matrice
colonne et la transposée d’une matrice colonne est une matrice ligne. La transposée d’une
matrice 2 X 4 est une matrice 4 x 2 etc...

Ezxemples TV.1.16.

t _9 t

1 2 t

1 30 1 3 1 3
3 4 :[ } 3=1[2 3 4 [ ]:[ ]
0 s -2 45 ) 32 3 2
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IV. Introduction aux matrices

Le dernier exemple de matrice A est une matrice carrée qui vérifie A =4 : on dit que
A est symétrique.
On déduit immédiatement de la définition de la transposée :

Proposition IV.1.17. Soient A, B € M, »(K), A € K.

ftA)=A, YA+B)='A+'B, '(AA)=A'A

IV.1.d. Multiplication des matrices

La définition de la multiplication est plus délicate que celle des opérations précédentes,
et nous allons la diviser en deux étapes.

Multiplication d’'une matrice ligne par une matrice colonne

Définition IV.1.18. Soit A = [a;];<;<,, € M1,,(K) une matrice ligne et B = [b;], _,,, €
M, 1(K) une matrice colonne ayant le méme nombre de coefficients. Le produit AB de
A et B est le scalaire :

n
AB = Z ajbj =aiby + agby + ... + anb,.
j=1

Avertissement 1V.1.19. On ne peut pour 'instant multiplier qu'un vecteur ligne et un
vecteur colonne ayant le méme nombre de coefficients, et dans cet ordre.

Exemple 1V.1.20.
-1
3 4 5] | i |=-3+4i+10=7+4i.
2

Cas général

Définition IV.1.21. Soit A = [aijhgigp € Mpm(K) et B = [bij]lgign € Mn,q(K) deux
1<j<n 1<j<q
matrices telles que le nombre de colonnes de A est égal au nombre de ligne de B. Le

produit de A et B, noté AB, A.B ou A X B est la matrice de M, ,(K) dont le coefficient
(1,7) est le produit (au sens de la définition IV.1.18) de la i-éme ligne de A par la j-iéme
colonne de B.

Remarque 1V.1.22. On déduit immédiatement de la définition la formule du produit

matriciel suivante : si AB = [c¢;;]1<i<p, alors
1<j<q

(IVl) Cij = Zaz‘kbk]‘.
k=1
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Avertissement 1V.1.23. La matrice AB n’est définie que lorsque le nombre de colonnes
de A est égal au nombre de lignes de B. Le nombre de lignes de AB est le nombre de
lignes de A. Le nombre de colonnes de AB est le nombre de colonnes de B.

3,4) (4,2 (32

Exemples IV.1.24. Pour toute matrice A, 0.A = A.0 = 0. Ici 0 désigne n’importe quelle
matrice nulle de dimension appropriée. Attention : les trois 0 ne désignent pas forcément
les mémes matrices nulles!

2 371 3
4 5 2 0 | n’est pas défini.
7 -1 [2 -1
2 3 4 -9 0 2
45[_21_038(1]]—6—1504
7 -1 -9 3 07
3 6 3 —21 3
421 -7 1]=|8 4 —28 4
5 10 5 —35 5

En pratique, pour calculer le produit [¢;;] de deux matrices A et B, on peut les disposer
de telle maniére que le coefficient ¢;; a calculer soit aligné sur la i-éme ligne de A et la
j-iéme colonne de B :

-1 0
2 -3

0
0
2 3 4 -9 0
4 5 6 —15 0
7T —1] [-9 3 0

FExercice IV.1.25. On considére les matrices

- AN

. 1 2 3 0 0
A:[_lg f] B:B 141” _03], c=10 00|, D=|-3 —6
100 2 4

Donner les valeurs des produits et des carrés de ces matrices (16 opérations potentielles)
lorsqu’ils sont définis.

(cf réponses p. 79).
Soit n un entier > 1. On note I, la matrice de M, (K) dont la diagonale principale est
composée de 1 et dont tous les autres coefficients sont nuls :

(IV.2) In = 0ijhi<i<n, =1, i#j=0;=0.

1<5j<n
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IV. Introduction aux matrices

Ezxemple 1V.1.26.

100
=10 10|, I=
00 1

oS O O
S O = O
O = OO
— o O O

Proposition IV.1.27. Soient A € M, ,(K), alors

AL, = I[,A = A.
FEzercice IV.1.28. Démontrer la proposition précédente a 'aide de la formule (IV.1).
Définition IV.1.29. La matrice I, est appelée matrice identité.

On donne maintenant les propriétés de base de la multiplication matricielle :

Théoréme IV.1.30. Soient A, B et C des matrices.
i. Associativité : si A€ Mp,, B€ My, et C e Mgy,

(AB)C = A(BO).

On note simplement ABC' le produit des trois matrices.

1. Distributivité a gauche : si A€ My, et B,C € M, 4,

~

A(B + C) = AB + AC.

1

<

1. Distributivité a droite : si A,B € My, et C € My, 4,
(A+ B)C = AC + BC.

. SiAe Mpy,, BeMy,etek,

MAB) = (A\)B = A\B).

. S/L A € Mp/n, B S MTL,(]7
"(AB)="'B'A.

Démonstration. On démontre (i). Les preuves (plus simples) des autres propriétés sont
laissées au lecteur. Remarquons que les matrices (AB)C et A(BC) sont bien de méme
taille p x . On note

AB = [dijl1<i<p, (AB)C = leijli<i<p, BC = [fijli<i<n et A(BC) = [gij]1<i<p-
1<5<q 1<5<r 1<5<r 1<5<r

Notre but est de montrer

(IV3) Vi € {1, R ,p}, Vj € {1, ce ,’l“}, €ij = Gij-
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Par la formule du produit matriciel (IV.1),

n q q n
dij = auby, ey =Y dikckj = > Y airbuck
=1 k=1 k=1 (=1
q n n q r q
Jij = Z@k%y 9ij = Zawfzg' = Zaié begcrj = Z Z a;obekCrjs
k=1 =1 =1 k=1 k=1 (=1
dott (IV.3). O

Ezxercice IV.1.31. Refaire le calcul précédent lorsque p = ¢ = r = n = 2, sans utiliser le
symbole > .

FEzercice 1V.1.32. Démontrer les propriétés (ii), (iii), (iv), (v) du théoréme.

Remarque 1V.1.33. Soit A = [a] et B = [b] des matrices 1 x 1, avec a € K et b € K. Alors
A+ B = [a+b] et AB = ab. L’ensemble M;(K) muni de I’addition et de la multiplication
matricielles s’identifie & K, muni de I’addition et de la multiplication usuelles.

On termine cette partie par une mise en garde :
Avertissement 1V.1.34. Soient a,b € K. Alors

(IV.4) ab=0=a=00ub=0 (régularité de la multiplication scalaire)

(IV.5) ab = ba (commutativité de la multiplication scalaire).

Les propriétés analogues pour la multiplication matricielle sont fausses en générale (sauf
pour les matrices 1 X 1 qui sont des scalaires!) Par exemple :

o ollo o= o o] =
el S e

IV.1.e. Systémes linéaires et matrices

La multiplication matricielle permet une nouvelle interprétation des systémes linéaires.
Considérons un systéme linéaire & p équations et n inconnues :

a1171 + a12%2 + - - + ATy = b1

a2121 + agxe + - - + aTy = b
(S)

ap1T1 + apa®2 + - - + App Ty = bp.

Soit A = [aij]1<i<p la matrice des coefficients de (.5). On note

1Zj<n
b1 x1
bo T2
B=| |, x=
by Tn
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IV. Introduction aux matrices

Alors le systéme (S) est équivalent a 1’équation matricielle :
AX = B.

Ezxemple TV.1.35. Le systéme linéaire

2014+ 312 —x3=1
—x1 +x3 =25

est équivalent a 1’équation

IV.1.f. Formule du binéme

La formule du binéme (cf §1.7.b) reste vraie pour des matrices carrées, lorsque ces
matrices commautent.

Proposition IV.1.36. Soit A, B € M, (K) telles que
AB = BA.

Alors

(IV.6) (A+B)" = Zn: (Z) Akprk,

k=1

La démonstration, qui est exactement la méme que dans le cas scalaire, est laissée au
lecteur. On peut raisonner par récurrence sur n, en utilisant la formule (1.13).

Ezercice IV.1.37. Trouver deux matrices 2 x 2 A et B, qui ne commutent pas, et telles
que la formule (IV.6) soit fausse.

IV.2. Matrices inversibles : définitions et exemples

Le but de cette section et de la suivante est I’étude des matrices carrées inversibles pour
la multiplication matricielle. Cette section est consacrée a des définitions et des exemples
simples. En IV.3, nous verrons une méthode de calculs des inverses et une caractérisation
des matrices inversibles qui reposent largement sur la méthode du pivot de Gauss vue au
chapitre III.
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IV.2. Matrices inversibles : définitions et exemples

IV.2.a. Définition

Définition IV.2.1. Soit A € M,,(K) une matrice carrée. La matrice A est dite inversible
quand il existe des matrices B, C € M, (K) telles que

AB =CA=1,,
ou la matrice I,, est la matrice identité n x n définie en (IV.2).

Ezemple 1V.2.2. La matrice nulle de M, (K) n’est pas inversible. La matrice I,, est
inversible (I,, = I,, x I,). La matrice [$ 2] est inversible :

3 21[1 2] _[1 —2|[3 2]_,

11 |-1 3] |[-1 3]t 1] *
Proposition IV.2.3. Si A € M, (K) est inversible, il existe un unique B € M,,(K) tel
que

(IV.7) AB = BA = 1I,.

La matrice B est appelée inverse de A, et notée A~1. Lunicité signifie que si M € M,,(K)
vérifie MA = I, ou AM = I,,, alors M = A~ ".

En d’autres termes, si une matrice est inversible, I'inverse & gauche et I'inverse a droite
de cette matrice sont uniques et égaux.

Démonstration. 1l suffit de montrer que si AB = I, et CA = I,,, alors B = C'. La matrice
B donnée par la définition IV.2.1 vérifiera alors (IV.7), et sera bien unique au sens donné
par la proposition.

En multipliant & gauche 'égalité AB = I,, par C, on obtient

CAB=CIl,=C
~
In
et donc B = C (on a utilisé I'associativité de la multiplication matricielle). O]
Voici une propriété importante des matrices inversibles (cf 'avertissement 1V.1.34) :

Proposition IV.2.4. Soit A € M,,(K) une matrice inversible. Alors :

i. Si M € Myn(K),
MA=0= M =0.

ii. Si M € My p(K),
AM =0=— M = 0.

Remarque 1V.2.5. La proposition implique que si A est inversible, (0,0,...,0) est 'unique
solution du systéme homogéne AX = 0, X € K" qui a n solutions et n inconnues. En
d’autres termes, ce systéme est un systéme de Cramer. De fait, I'unique solution de
’équation matricielle AX = B est X = A™!'B.
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Démonstration. Démontrons (i), la démonstration de (ii) est similaire. On suppose donc
M A = 0. En multipliant & droite par A~!, on obtient

MAAt=04"1=0
—
In
et donc M = M1, = 0. O

On peut en déduire un exemple typique de matrice non-inversible :

Proposition IV.2.6. Soit A € M, (K). On suppose qu’une des colonnes, ou une des
lignes de A est nulle. Alors A n’est pas inversible.

Démonstration. On suppose que la i-éme ligne de A = [a;;] est nulle. Soit Y = [y;]i1<j<n
la matrice ligne de M ,,(K) dont tous les coefficients sont nuls, sauf le i-éme, qui vaut
1. Alors la matrice ligne Y A est nulle : en effet, le /-iéme coefficient de cette matrice est

donné par
n
> yrare =0,
k=1

car yr = 0 si k # ¢ par définition de Y, et a;y = 0 car la i-éme ligne de A est nulle. On
en déduit par la Proposition I1V.2.4 que A n’est pas inversible.

Dans le cas ou la j-iéme colonne de A est nulle, on fait le méme raisonnement en
multipliant A par la matrice colonne X € M, (K) dont tous les coefficients sont nuls,
sauf le j-iéme qui vaut 1. O

Exemple 1V.2.7. La matrice A = [jl)

contredisant la proposition 1V.2.4.

=1}
IN=T

) } n’est pas inversible. On a [010] A = [000],

On donne maintenant deux exemples ot il est facile de voir si une matrice est inversible
et, le cas échéant, de calculer son inverse.

IV.2.b. Matrices diagonales

Définition IV.2.8. On appelle matrice diagonale une matrice carrée [a;;]1<i<n dont les
1<j<n
coefficients en dehors de la diagonale principale {i = j} sont nuls. En d’autres termes :

z';éj:>aij:0.

Ezemples IV.2.9. Les matrices I,, et 0 € M, (K) sont diagonales.
Considérons les matrices

1 00 0 01 0100
A=10 2 0|, B=|[0 2 0] eC=1]0 0 2 0
0 0 3 300 000 3

La matrice A est diagonale. Les matrices B et C ne sont pas diagonales (C' n’est méme
pas carrée).
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Remarquons que la somme de deux matrices diagonales de méme taille est diagonale,
et que si A est diagonale, A = A. On note diag(A1, A2, ..., A,) ou diag(Aj)i<j<n la
matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont A1, Ag,...,A,. Par exemple

1
0
0

o N O

0
0| = diag(1,2,3) = diag(j)i<j<s, I = diag(1)i<j<n-
3

On peut calculer trés facilement le produit de deux matrices diagonales :

Proposition IV.2.10. Soit A = diag(A1, Ae,...,A\,) et B = diag(p1, po, ..., iyn) deux
matrices diagonales de méme taille. Alors

AB = diag(A1pi1, Aafpi2, - - . s Anpin).
La démonstration, facile, est laissée au lecteur (utiliser (IV.1)).

Corollaire IV.2.11. La matrice diagonale D = diag(\;j)i<j<n est inversible si et seule-
ment st Aj # 0 pour tout j € {1,...,n}. Dans ce cas,

D' = diag(l/)\j)lgjgn.

Démonstration. Si tous les A\; sont non nuls, il est facile de vérifier, en utilisant la pro-
position IV.2.10 que

diag(l/kj)lgjgn D =D diag(l/)\j)lgjgn = In.

Supposons qu’il existe k € {1,...,n} tel que A\, = 0. Alors la k-iéme ligne de D est nulle,

et donc par la Proposition IV.2.6, D n’est pas inversible. O
Exemples 1V.2.12. La matrice
1 00
A=10 ¢ O
0 0 3
est inversible, d’inverse
1 0 0
A'=10 —i 0
0 0 1/3

IV.2.c. Inversibilité des matrices 2 x 2

Proposition IV.2.13. Soit A = [‘é 3] une matrice 2x2. Alors la matrice A est inversible

: : -1_ _1 d —b
si et seulement si ad — be # 0. Dans ce cas, on a A~ = = [_C “ ]

Remarque TV.2.14. La quantité ad — bc est appelée déterminant de A. Le déterminant se
généralise a des matrices carrées de plus grande dimension.
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d —b

R, ] Par la formule du produit matriciel :

Démonstration. Soit B = [
AB = BA = (ad — be)I,.

Lorsque ad — bc = 0, on obtient AB = 0 et la proposition IV.2.4 montre que A n’est pas

inversible. Lorsque ad — bc = 0, on obtient

1 1
Aad—ch: ad—chA:I2’

. . . 9 1
ce qui montre que A est inversible, d'inverse ——-B. ]

Exercice IV.2.15. Inverser les matrices suivantes
-1 —47 -1 25 —-18 -19
27 1268 33 —824 701 740 |°
IV.2.d. Stabilité par multiplication et transposition

Proposition 1V.2.16. i. Soit A € My(K). Alors 'A est inversible si et seulement
si A est inversible. Dans ce cas, (*tA)~!1 =1(A71).

ii. Soient A, B € M,(K) deuz matrices inversibles. Alors AB est inversible et
(AB)"' =B tA~L

Démonstration. On montre d’abors (i). Supposons pour commencer que A est inversible.
On transpose les égalités :
AA Y =ATTA =1,

ce qui donne ({(AB) =!B!A) :
t(A—l)tA — tAt(A—l) _ tIn — In
Donc *A est inversible, d’inverse t(A_l).
Réciproquement, si *A est inversible, A = !(*A) est inversible par ce qui précéde, ce

qui conclut la preuve du point (i).
Pour montrer (ii), on utilise l’associativité de la multiplication :

ABB A '=ALLA ' =AA =],

et de méme
B 'A'AB=B'I,B=B'B=1,.
O

Avertissement 1V.2.17. 1l ne faut pas se tromper dans 'ordre des facteurs dans la formule
du (ii). Rappelons que la multiplication matricielle n’est pas commutative. On n’a donc
pas, en général (AB)~! = A=1B7L.
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IV.3. Opérations sur les lignes et inversion de matrices

Les matrices inversibles ont plusieurs caractérisations équivalentes. Pour le démontrer,
nous allons utiliser plusieurs notions déja vues au chapitre III du cours, consacré aux
systémes linéaires. En IV.3.a, on introduit des matrices élémentaires correspondant aux
opérations élémentaires du chapitre III. En IV.3.b on reparle de matrices échelonnées
réduites, et en I1V.3.c de la méthode du pivot de Gauss. Les matrices inversibles sont
caractérisées en IV.3.d, par le théoréme 1V.3.19. Le IV.3.e est consacrée a I'interprétation
matricielle des systémes de Cramer.

Les deux points les plus importants de ce chapitre sont 'inversion de matrice par la
méthode du pivot de Gauss et le théoréme I1V.3.19.

IV.3.a. Matrices élémentaires

On va montrer que les opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice, rencontrée
dans le chapitre sur les systémes linéaires, reviennent & des multiplications a gauche par
des matrices bien particuliéres, appelées matrices élémentaires. On commence par définir
ces matrices.

On fixe n > 2.

Définition IV.3.1. On appelle matrice élémentaire une matrice carrée n x n d’un des
trois types suivants.

Soient A € K\ {0} et k € {1,...,n}. La matrice de dilatation Dy (\) est la matrice
diagonale de M,,(K) dont le k-iéme coefficient diagonal vaut X et les autres coefficients
diagonaux valent 1.

Soient k,¢ € {1,...,n} avec k # ¢, et A € K. La matrice de transvection Ty¢(\) est la
matrice dont les coefficients diagonaux sont égaux a 1, le coefficient (k,¢) vaut A, et les
autres coefficients sont nuls.

Si k, 0 €{l,...,n} avec k # £, on note Ry, la matrice dont les coefficients diagonaux
valent 1, sauf les coefficients (k, k) et (¢,£), qui valent 0, les coefficients (k,¢) et (¢, k)
valent 1, et les autres coefficients sont nuls. La matrice Ry est donc obtenue, a partir de
I, en échangeant la ligne k et la ligne £. Remarquons que Ry, = Ryy. Les matrices Ry
sont parfois appelées matrices de transposition (& ne pas confondre avec la transposée

LA).

Exemples 1V.3.2. On suppose n = 3. Alors

A0 O 1 00 1 00 1 A0
Di(A)=10 1 0|, Dy(A)=1|0 X 0|, Ds(A\) =10 1 0|, Ti2(A)=10 1 0
0 0 1] 0 0 1] 0 0 A 0 0 1
[1 0 0] (1 0 0] (0 0 1] 0 1 0
T51(\)=10 1 0|, Re3=1{0 0 1|, Ri3=1{0 1 0f, Rizo=1{1 0 0
A 0 1] 0 1 0] 1 0 0] 0 0 1

Ezercice IV.3.3. Ecrire Da(\), Tos(N), Ty2(A), Ri3 quand n = 4.
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Proposition IV.3.4. Soit ¢ > 1 et A € M, 4(K).

i. Soient k € {1,...,n} et A # 0. La matrice Dx(\)A est obtenue a partir de A
en multipliant la k-iéme ligne de A par A. La multiplication & gauche par Dy ()
correspond donc a l'opération élémentaire, appelée cadrage et notée (Ly) < \(Lg)
dans le chapitre précédent du cours.

ii. Soient k, 0 € {1,...,n}, k # € et X\ # 0. La matrice Tye(\)A est obtenue a partir
de A en ajoutant a la k-ieme ligne de A le produit de X et la £-iéme ligne de A.
La multiplication & gauche par Tie(X) correspond donc a l'opération élémentaire,
appelée remplacement et notée (Ly) < (L) + A(Ly) dans le chapitre précédent du
cours.

iii. Soient k,¢ € {1,...,n}. La matrice RigA est obtenue a partir de A en échangeant
les lignes k et €. La multiplication & gauche par Ryy correspond donc a l'opération
élémentaire notée (L) <> (Lg) dans le chapitre précédent.

Remarque IV.3.5. On peut montrer? que la multiplication & droite par les matrices
élémentaires correspond a des opérations élémentaires sur les colonnes.

Ezxercice IV.3.6. Calculer en utilisant la formule du produit matriciel :

ail a2 a3
To1(N) |ag1 a2 a3
asy azz2 as3

et vérifier que la résultat est cohérent avec la proposition IV.3.4.

Preuve de la proposition 1V.3.4. On ne démontre que le point (ii). La démonstration des
autres points est laissée au lecteur.

On note A = [aij]lgign, TM = [bz‘j]lgign et TMA = [Cij]1§i§n~ On a donc
1<j<q 1<j<n 1<5<q

bii=1,1=1...n, bre = A, bij =0sii#jet (i,7) # (k,0).
Soient i € {1,...,n} et j € {1,...,q}. La formule du produit matriciel (IV.1) donne :

(IV.S) Cij = Z bira,«j.
r=1

Sii # k, by = 0 pour r # ¢, et b;; = 1. La formule précédente donne donc ¢;; = a;;. La
i-éme ligne de Ty A est donc exactement la i-éme ligne de A.

On considére maintenant le cas i = k. On a by, = 0 pour r ¢ {k, £}, bgr, = 1, et by = A.
La formule (IV.8) avec i = k s’écrit donc

Ckj = Qkj + Aagj,
et la k-iéme ligne de Ty, A :
[Ckla - ,qu] = [akl, - ,akq] + )\[agl, - ,agq} = (Lk) + )\(Lg),

en notant (Ly) et (Ly) la k-iéme et la f-iéme ligne de A. Le point (ii) est démontré. [

2. Par exemple en appliquant la proposition 1V.3.4 aux matrices transposées.
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FEzercice IV.3.7. En s’inspirant de la démonstration précédente, montrer les points (i) et
(iii) de la proposition IV.3.4.

Proposition IV.3.8. Les matrices Di(\) (A # 0), Te(X) (k # £) et Rye sont inversibles
et :

i (D)™ =Di (3)
i (The(N) ™" = The(=X) ;
iii. Ry, = Ry
Démonstration. Les matrices de dilatation étant diagonales, le point (i) découle immé-
diatement du Corollaire IV.2.11 (on peut aussi utiliser la proposition IV.3.4 comme dans

ce qui suit).
D’aprés la proposition 1V.3.4, la matrice

Tioe(N)Te (—A) = Tee( M) Tre (=) Iy
est obtenue & partir de la matrice I,, par les opérations :
(Lk) < (Lk) — AL,

puis
(Lk) — (Lk) + )\Lg.

Puisque k # ¢, on a donc bien? Ty (M) Tk (=) = I, et de méme Tiy(—=\)The (N) = I,
ce qui montre le point (ii).

D’apreés la proposition 1V.3.4, la matrice RgyRyy = Ri¢Ryel, est obtenue a partir de
I, en échangeant deux fois les lignes £ et k. C’est donc bien la matrice I,,, ce qui montre
le point (iii). O

Ezxercice 1V.3.9. Calculer lorsque n = 4, en utilisant la formule du produit ligne-colonne,
R24(17)Ro4(—17) et vérifier le point (IV.3.4).

IV.3.b. Matrices échelonnées réduites carrées

On renvoie au chapitre précédent ou & David C. Lay 4 pour la définition d’une matrice
échelonnée et d’une matrice échelonnée réduite. Le but de cette partie est de caractériser
les matrices échelonnées réduites carrées inversibles.

Définition IV.3.10. La matrice carrée A = [a;5] € My (K) est dite triangulaire supé-
rieure si tous les coefficients de A en dessous de la diagonale principale sont nulle. En
d’autres termes :

1§j<i§n:>aij:0.

3. I'hypothése k # £ montre que la ligne (L) n’a pas changé aprés la premiére opération.
4. David C. Lay. Algébre linéaire : Théorie, exercices et applications. Troisiéme édition, 2004
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Ezxemples IV.3.11. Les matrices diagonales sont triangulaires supérieures. En particulier,
la matrice I, et la matrice 0 € M,,(K) sont triangulaires supérieures. Considérons les
matrices :

3 1 2 03 1 2 ;1311
A=10 -1 3], B=100 -1 3|, C=| | 5,
0 0 2 00 0 2 0 0 o 3

La matrice A est triangulaire supérieure. Les matrices B et C ne le sont pas (B n’est pas
carrée. Le coefficient (2,1) de C est non nul).

Proposition IV.3.12. Une matrice échelonnée carrée est triangulaire supérieure.

Démonstration. Soit A € My, (K) une matrice échelonnée. On note p le nombre de lignes
non nulles de A. On a donc 0 < p < n, p = n si toutes les lignes de A sont non nulles,
p=0si A=0.Deplus, si 1 <p<mn, A étant échelonnée, les lignes 1, 2,..., p de A sont
non nulles, et les lignes p 4+ 1, ..., n sont nulles.

On suppose A # 0, i.e. p > 1 (sinon A = 0 est triangulaire supérieure et la démons-
tration est finie).

Pour 1 < i < p, on note J(i) la colonne de I’élément de téte (le coefficient non nul
le plus a gauche) de la i-éme ligne de A. Par propriété des matrices échelonnées, on a
J(k+1)>J(k)+1pour k=1...p—1 et donc, puisque J(1) > 1, J(i) > i pour tout 7
entre 1 et p. On en déduit

ce qui montre que la matrice A est triangulaire supérieure. O

Ezxemple IV.3.13. Pour illustrer la proposition et sa démonstration, considérons la matrice
échelonnée 5 x 5 :

1 14+ 3 2 0
o 0 2 3 =1
0O 0 04 1
0 0 00 -1

0O 0 00 O
C’est bien une matrice triangulaire supérieure. Le nombre de lignes non nulles est p = 4;
J(1)=1,J(2)=3,J(3) =4 et J(4) =5.
Théoréme IV.3.14. Soit A € M, (K) une matrice échelonnée réduite. Les conditions
suivantes sont équivalentes :
i. A est inversible ;
1. aucune ligne de A n’est nulle;
1. A= 1I,.

La seule matrice échelonnée réduite inversible est donc la matrice identité.
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Démonstration. La matrice I,, est inversible, donc (iii)==-(i). De plus, on sait déja.
(i)==(ii) (cf proposition IV.2.6).

Il reste a démontrer (ii)==-(iii). Soit A € M,,(K) une matrice échelonnée réduite sans
ligne nulle. Par la proposition 1V.3.12, elle est triangulaire supérieure. Par hypothése,
elle a exactement n lignes non nulles. On reprend la notation J(i) de la démonstration
de la proposition IV.3.12. Montrons pour commencer

(IV.9) Vie{l,...,n}, J@)=1i.
Puisque la matrice est triangulaire supérieure, on a i < J(i) < n pour tout i € {1,...,n}.
La matrice A étant échelonnée, on a aussi J(i) < J(i+1)—1 pour tout i € {1,...,n—1}.

Puisque J(n) < n, on obtient J(i) < i pour tout 7, par une récurrence descendante sur
i. D’ott (IV.9).

Par (IV.9), les éléments de téte sont tous sur la diagonale ¢ = j. La matrice A étant
échelonnée réduite, ces éléments de téte sont tous égaux a 1, et les coefficients au-dessus

de chaque élément de téte sont nuls, ce qui montre A = I,,.
O

IV.3.c. Inversions de matrices par la méthode du pivot de Gauss

Soit A une matrice carrée. Par la méthode du pivot de Gauss (cf chapitre précédent du
cours), on peut ramener A a une matrice échelonnée réduite A’ par un certain nombre
(disons p) de transformations élémentaires sur les lignes de A. Ces transformations élé-
mentaires correspondant & des multiplications par des matrices élémentaires (cf §IV.3.a
et Proposition IV.3.4), on a :

E, ..E4tA=A,

ou les matrices E; correspondent aux p transformations élémentaires appliquées a A.
Puisque les matrices élémentaires sont inversibles, on a :

-1 —1 4/
A=E/ ...E"A.
D’out (les matrices Ej_1 étant elles aussi des matrices élémentaires) :

Théoréme IV.3.15. Toute matrice carrée A € My, (K) est produit de matrices élé-
mentaires et d’une matrice échelonnée réduite A’. Elle est inversible si et seulement si
A" =1, c’est a dire si et seulement si elle est produit de matrices élémentaires.

(le dernier point découle du théoréme 1V.3.14).

Application : calcul de matrice inversible

Donnons maintenant une méthode pratique pour étudier I'inversibilité de A, et, lorsque
A est inversible, calculer son inverse. On commence par écrire sur deux colonnes la matrice
A et la matrice I,,. On raméne ensuite, par la méthode du pivot de Gauss, la matrice A
4 une matrice échelonnée réduite, tout en appliquant les mémes opérations élémentaires
sur la matrice I,,.
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— Si A est inversible, on obtient sur la colonne de gauche la matrice I, = E,... E1 A
et sur la colonne de droite la matrice E, ... E;. L'égalité I,, = E, ... E; A montre
que la matrice obtenue sur la colonne de droite est exactement A~1.

— Si A n’est pas inversible, on obtient sur la colonne de gauche une matrice échelonnée
réduite avec au moins une ligne nulle. Dans ce cas, si le but est seulement d’étudier
I'inversibilité de A, la colonne de droite est inutile, et on peut arréter la méthode
du pivot dés que 'on a obtenu une ligne nulle.

1 -1 1
Ezemple IV.3.16. On veut inverser la matrice A = [72 g 01]

1 -1 1] [ 1 0 0]
-2 3 0 0 1 0
-6 8 —1) | 0 0 1]
1 -1 1] [ 1 0 O]
0 1 2 (Lg) — (LQ) + Q(Ll) 2 1 0
| 0 2 5 (L3) + (L3) +6(Lq) | 6 O 1]
1 -1 1] [ 1 0 O]
0 1 2 2 1 0
L 0 0 1_ (Lg) — (Lg) — Q(Lg) L 2 =2 1_
[ 1 —1 0] (Ll) — (Ll) — (Lg) [—1 2 —1]
0 1 0 (Lo) < (L2) — 2(Ls3) -2 5 =2
L 0 0 1 | 2 -2 1]

! 0 O] (L1) + (L1) + (L2) -3 7T =3

0 1 0 -2 5 =2

L 0 0 1 2 =2 1

Donc A est inversible, d’inverse

-3 7 -3

At=1-2 5 -2

2 -2 1
Ezemple IV.3.17. Considérons la matrice A = [% § 311} Par les opérations (L2) « (L) —
2(L1), (Ls) « (Ls) — (L1) puis (L3) ¢ (Ls) — (Ls), on obtient la matrice [é i } La

troisiéme ligne de cette matrice étant nulle, on en déduit que A n’est pas inversible.
On termine cette partie par une remarque qui découle facilement de la méthode pré-

cédente :

Proposition IV.3.18. Soit A une matrice triangulaire supérieure. Alors A est inversible
si et seulement si ses coefficients diagonauzr sont tous non-nuls.

En effet, si aucun des coefficients diagonaux de A n’est nul, A est échelonnée, et la
phase de remontée de la méthode du pivot permet d’obtenir I,, a partir de A par des
opérations élémentaires sur les lignes.
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En revanche, si un des coefficients diagonaux est nul, on peut transformer, par des
opérations élémentaires sur les lignes, la matrice A en une matrice A’ ayant une ligne
nulle, ce qui montrera que A n’est pas inversible (sinon A’ serait un produit de matrice
inversible, donc inversible). Pour obtenir la ligne nulle, on note (7,7) les coordonnées
du dernier coefficient diagonal nul, de tel sorte que a;; = 0, et apr # 0 pour k > 1.
Exactement de la méme fagon que dans la phase de remontée de la méthode du pivot,
en utilisant que les éléments de téte des lignes (Lg), k > ¢ sont non nuls, on transforme
A, par une série de remplacements, en une matrice dont la i-iéme ligne est nulle.

IV.3.d. Caractérisation des matrices inversibles

Le théoréme fondamental suivant, qui découle de ce qui précéde, donne plusieurs cri-
téres pour reconnaitre une matrice inversible.

Théoréme IV.3.19. Soit A € M, (K). Les conditions suivantes sont équivalentes :
i. A est inversible ;
ii. 3B € My(K) t.q. BA=1I,;
iit. 3C € My (K) t.q. AC =1, ;
iv. Uéquation AX =0, d’inconnue X € M,,1(K), a pour seule solution X =0 ;
v. pour tout E € M,, 1(K), léquation AX = E, a une seule solution X € My, 1(K);

Démonstration. On commence par montrer que les points (i), (ii), (iv) sont équivalents.
Par définition de l'inversibilité, (i)=-(ii). Par ailleurs, si (ii) est vrai et AX = 0, alors
Y = BAX = B0 =0 et donc (ii)=(iv).

Supposons (iv). On veut montrer que A est inversible. Par la méthode du pivot
de Gauss, réinterprétée en terme d’opérations élémentaires sur les lignes (cf §IV.3.c),
E,... Et*A = R o R est une matrice échelonnée réduite et les E; des matrices élémen-
taires. On veut montrer que R = I,,, ce qui impliquera que ‘A est inversible et donc
que A est inversible. On raisonne par 'absurde : si R # I, par le théoréme IV.3.14, la
derniére ligne de R est une ligne de 0. Soit Y/ =[0 ... 0 1] € M;,(K). Alors

Y'E,...E1'A=Y'R=0

et donc

YiA=0

avec Y =Y'E, ... E1 € My,(K). Les matrices Ey, ..., E, é¢tant inversible, Y est non
nul. En passant a la transposée, on obtient AX = 0 avec X = 'Y, qui est un vecteur
colonne non nul. Ceci contredit (iv). Donc A est inversible, ce qui conclut la preuve de
(iv)=(1).

On a évidemment (v)=-(iv), (i)=-(v), et puisque (iv)=-(i), le point (v) est équivalent
A tous les points précédents.

Enfin, (i) implique (iii) par définition. Réciproquement, supposons (iii). En transposant
'égalité AC' = I, on obtient '‘C*A = I,. Donc 'A vérifie (ii). Par ce qui précede, ‘A
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est inversible, ce qui implique, par la proposition IV.2.16 sur 'inversibilité des matrices
transposées, que A est inversible. On a montré (iii)=(i), ce qui conclut la preuve du
théoréme. O

Remarque 1V.3.20. On peut également montrer que l'inversibilité de A est équivalente
au fait que I'équation YA = 0, d’'inconnue Y € M, ,,(K), a pour seule solution ¥ = 0,
ou que pour tout F' € M ,(K), I'équation YA = F, a une seule solution Y € M ,,(K).
La démonstration de ces équivalences est laissée au lecteur.

IV.3.e. Systéme de Cramer et matrice inversible

Soit (S) un systéme linéaire a n équations et n inconnues, et A la matrice des coeffi-
cients. La matrice A est donc une matrice carrée n x n. Le systéme (S) s’écrit

AX = B,

ou B est la matrice colonne (B € M, 1(K)) formé du second membre de 'équation, et
a1
X = [ : ] est la matrice inconnue.

Tn
Le point (i) <= (v) du théoréme IV.3.19 signifie exactement :
(S) est un systéme de Cramer <= A est inversible.

On distingue deux cas :

— La matrice A est inversible et le systéme (S) est un systéme de Cramer : il a une
unique solution X = A~!'B, quel que soit le second membre B. Le calcul de A™!
permet de résoudre rapidement le systéme quel que soit B.

— Si A n’est pas inversible, le systéme homogéne AX = 0 a une infinité de solutions :
en effet, le point (iv) est faux, il y a donc une solution non nulle X et tous les
AX, X € K sont aussi solutions. Le systéme (S) a ou bien aucune solution, ou bien
une infinité de solutions. Dans ce cas, A étant fixée, la compatibilité du systéme
AX = B dépend du second membre B.

Ezxemple TV.3.21. Résoudre les systémes :

1 — 3190 —brg — 34 =1 1 — 3x9 — Dr3 — 314 = 2
—21 + 229 + 323 + 14 = 2 —x1 4+ 2x9 + 3x3 + x4 = —1
—x1 4+ 329 +4x3+ 224 =0 —x1 4+ 3wy +4x3+ 224 =1
—3x9 —3x3 —4dxy =1 —3x9 —3x3 —4x4 =0
T, — 3x2 — drz — 31y = —2

—x1+2x0+3x3+ 24 =0
—x1 4+ 3x9 +4x3+ 224 =0
—3{[:2 — 3.%‘3 — 4{[,‘4 =1
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La matrice des coefficients de ces trois systémes est

1 -3 -5 -3
-1 2 3 1
-1 3 4 2
0 -3 -3 —4

A:

On montre par la méthode du pivot que A est inversible et

-1 -9 7 2
1 -1 2 0
-1 _
AT = -1 -3 2 1

0o 3 -3 -1

Les trois systémes sont des systémes de Cramer. Les solutions de ces systémes sont
respectivement :

1 —17 2 14 —2 4
2 | -1 -1 |5 Slo] -2
A7 0] = | =6 AT 7 s R O e
1 5 0 —6 1 —1

Exercice 1V.3.22. Appliquer la méthode du pivot & I'exemple précédent pour calculer
AL

Appendice : réponse a quelques exercices

Exercice 1V.1.25. AC, AD, BA, B?>,CA,CB, DC et D? ne sont pas définis.

o [ -5 242 6 3+i -3 546
A _[—3—:% 7] BT e 3-2 o) P72 46
. ‘ 2 2 3 ~12 —24
BD = [3:331 6:662], ¢?=|0 0o o, ¢cp=|0 0
-1 -2 -3 0 0
0 0 0 0 0
DA= |15 —6-6i|, DB|-18 —9-3i 9
10 —4—4i ~12 —6-2i 6

133? é’?lL [824 25]7 [7740 719].

Exercice IV.2.15. Les matrices inverses sont [ T 701 18
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V. Espaces vectoriels

Comme dans les chapitres précédents, on fixe K = R ou C. Les éléments de K sont
appelés nombres, ou scalaires.

V.1. Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels

V.1l.a. L’'espace vectoriel K"

Soit n > 1 un entier. On rappelle que K" est ’ensemble des n—uplets (z1,...,2,) =
() j=1..n, avec z; € K pour tout n. Un élément & de K" est appelé vecteur. Les vecteurs
seront toujours notés avec une fléche pour les différencier des éléments de K (les scalaires)
notés sans fléche : ainsi 7, i, Z1, T2 seront des vecteurs, x, y, A, i, T1, T2 des scalaires.

On considére sur K” les deux opérations suivantes :

Addition : soit & = (x)j=1..n €t ¥ = (yj)j=1..n des vecteurs. Leur somme & + §/ est par
définition le vecteur (; + y;)j=1..n.

Multiplication par un scalaire : si A est un scalaire et & = (x;)j=1.., un vecteur, leur
produit est par définition le vecteur ()\xj) j=l..n-

Exemples V.1.1.

i(i,—1,2) 4+ (1,4,44) = (0,0,67), (k)g=1..10+ (=7 +1)j=1..10=(1,1,1,...,1).
DTy T
Avertissement V.1.2. On a défini le produit d’un scalaire par un vecteur, et pas le produit
de deux vecteurs.
L’addition et multiplication par un scalaire vérifient les régles de calcul suivantes :
i. Associativité de laddition : VZ,y, 2, (Z+Yy)+Z =T+ (§+7Z) (on notera T+y+ 72
leur valeur commune).
ii. Commutativité de l'addition : VZ,y, T+y =14+ .
iii. Associativité de la multiplication : Pour tous scalaires A et u, pour tout vecteur &,
A(u) = (Ap).
iv. Distributivité : Pour tous scalaires A et u, pour tous vecteurs Z et ¥, A(Z + ¢) =
AT+ AY et (A + p)@ = AT+ p.
v. Pour tout vecteur 7, 1# = 7.

On note 0 le vecteur de K dont toutes les coordonnées sont nulles :

0= (0,0,...,0).
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On a:
(V.1) YA, A0 =0, VZ 0Z=0.
Soit & = (x)j=1..n € K". On note —& le vecteur (—x1,...,—xy). C’est I'unique vecteur

Z tel que ¥+ & = 0. On notera @ — j = & + (—7) la différence de deux vecteurs.
La multiplication par un scalaire a la propriété de régularité suivante :

Proposition V.1.3. Soit A € K, £ € K". Alors
M=0= (A=0ouz=0).

Démonstration. Supposons A\Z = 0 et % 0. On doit montrer ¥ = 0. On note
(x1,...,2,). Soit j € {1,...,n}. Puisque Av; = 0 et A # 0, on a v; = 0. Donc & =
(0,0,...,0)=0. O

V.1.b. Espaces vectoriels généraux

On commence par donner, pour mémoire, la définition générale d’un espace vectoriel.
Conformément au programme, cette définition ne sera jamais utilisée directement dans
ce cours.

Définition V.1.4. On appelle K-espace vectoriel tout ensemble E muni d’une addition
E x E — FE et d’'une multiplication par un scalaire K x £ — FE qui vérifient les propriétés
(1), (ii), (iii), (iv) et (v) ci-dessus, et tel qu'il existe 0 € E vérifiant (V.1).

Tout sous-ensemble F de K™ vérifiant :

(V.2) 0cE
(V.3) reEFEetye E=Z+y€FE
(V.4) fTeFet e K= A\ eF

est un espace vectoriel : les propriétés (i), (ii), (iii), (iv), (v) et (V.1), vraies sur K",
le sont automatiquement sur E. Dans ce cours, conformément au programme de L1 de
I'institut Galilée, nous considérerons seulement ces exemples d’espaces vectoriels. Nous
adopterons donc comme définition d’un espace vectoriel :

Définition V.1.5. Dans toute la suite de ce cours, on appellera K-espace vectoriel tout
sous ensemble F de K" vérifiant les propriétés (V.2), (V.3) et (V.4).

La plupart des propriétés présentées dans la suite du cours sont en fait valables pour
les espaces vectoriels généraux de la définition V.1.4 (nous le préciserons dans le cas
contraire). Il existe bien entendu des exemples d’espaces vectoriels au sens de la définition
V.1.4 qui ne rentrent pas dans le cadre de la définition V.1.5 : 'ensemble des polynémes
sur K, et ’ensemble des matrices p x n sur K en sont deux exemples simples. Remarquons
qu’il est facile d’identifier M,, ,,(K) & KP™ : I'addition et la multiplication par un scalaire
définies sur les matrices correspondent exactement aux opérations de KP" définies en
V.1l.a. L’espace vectoriel K[X], en revanche, est de nature différente® et ne rentre pas
dans le cadre de la définition V.1.5.

1. il est de dimension infinie, cf §V.4 pour la définition de la dimension.
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V.1l.c. Exemples
Ezemple V.1.6. Soit (ai,...,a,) € K" L’ensemble des solutions & = (z1,...,x,) de
I’équation
a1r1 +agxs+ ...+ apxy, =0
est un K-espace vectoriel.

Ezemple V.1.7. L’ensemble {(A, i, A 4+ 1), A € R, p € R} est un R-espace vectoriel.

V.2. Sous-espace vectoriels

On fixe un K-vectoriel E.

V.2.a. Deux définitions équivalentes
Proposition V.2.1. Soit F' un sous-ensemble de E. Les propositions suivantes sont
équivalentes :
i. ' est un K-espace vectoriel.
1. Les trois propriétés suivantes sont vérifiées :
elcF ;
o (T,9) EF? = F+jcF;
o (e FANeK)= N\ ecF.
Définition V.2.2. Un ensemble F' vérifiant les propriétés de la proposition V.2.1 est
appelé sous-espace vectoriel de E.

Remarque V.2.3. En pratique, la définition donnée par le point (ii) de la proposition est
celle que I'on utilise. L’autre définition justifie ’expression “sous-espace vectoriel”.

Preuve de la proposition. Cela découle immédiatement de la définition V.1.5 d’un espace
vectoriel adoptée dans ce cours! La proposition reste vraie en utilisant la définition gé-
nérale d'un espace vectoriel (définition V.1.4) : la démonstration est élémentaire mais un
petit peu plus longue. ]

Ezemple V.2.4. Les espaces vectoriels étudiés dans ce cours (définition V.1.5) sont exac-
tement les sous-espaces vectoriels des espaces vectoriels K.

Ezxemple V.2.5. Les ensembles {6} et E sont des sous-espaces vectoriels de E, appelés
sous-espace vectoriels triviaur de F.

Ezemple V.2.6. Si E est un espace vectoriel, et @ € E '\ {0}, I'ensemble
{\d, A e K}

est un sous-espace vectoriel de E, appelée droite (vectorielle) de E. Dans le cas ou E
est 'espace vectoriel R? ou R3, ces ensembles sont exactement les droites passant par
["origine.
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Ezemple V.2.7. L’ensemble {(A, \,2X), A € R} est un sous-espace vectoriel du R-espace
vectoriel {(\, u, A+ p), A € R, p € R} introduit dans l'exemple V.1.7.

Définition V.2.8. On appelle combinaison linéaire de i1,... 114, un vecteur de E de la
forme Aty + ...+ A\pilp, o0 Aq,... A\, sont des scalairess.

Proposition V.2.9. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors toute combinaison
linéaire d’éléments de F est un élément de F.

Démonstration. C’est immédiat, par récurrence sur le nombre de termes de la combinai-
son linéaire. O

V.2.b. Intersection

Proposition V.2.10. Soit F' et G des sous-espaces vectoriels du K-espace vectoriel E.
Alors F NG est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. C’est immédiat.

Puisque F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, on a 0 € F et 0 € G et donc
0 € FNG. De méme, si 7 et i sont des vecteurs de F'N G, ce sont des vecteurs de F,
donc ¥+ € F (car F est un sous-espace vectoriel), et des vecteurs de G, donc Z+¢y € G
(car G est un sous-espace vectoriel). Par suite & + § € F N G. La preuve de (¥ € F NG,
A € K) = A\Z € FN G est identique. O

Exemple V.2.11. L’intersection des sous-espaces vectoriels de C3
F = {(0,z9,23), (z2,23) € C*} et G = {(21,22,0), (z1,22) € C*}
est le sous-espace vectoriel de C3 :
FnG={0,z0), z € C}.

Proposition V.2.12. Soit F1, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E. Alors F1 N F1 N
...N F, est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Par récurrence sur n, a partir de la proposition V.2.10. O

Donnons un exemple fondamental :

Ezemple V.2.13. Soit (H) un systéme linéaire homogeéne :

a11x1 + aexo + ... +aypxy, =0

a1l + asexs + ...+ aspxr, =0
(H)

ap1T1 + agxs + ... + appry = 0.

alors I'ensemble F' des solutions de (H) est un sous-espace vectoriel de K". En effet,
notons, pour i € {1,...,p}, F; 'ensemble des solutions de I’équation a;;z1 4+ aexa+...+
ainty, = 0. Par 'exemple V.1.6, c’est un sous-espace vectoriel de E. Par la proposition
V.212, F=F NF,N...NF, est un sous-espace vectoriel de F.

On peut aussi montrer directement que F' est un sous-espace vectoriel de E.
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Awvertissement V.2.14. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors la réunion
F UG n’est pas, en général, un sous-espace vectoriel de F. Par exemple, la réunion des
sous-espaces vectoriels {(z1,0), 21 € R} et {(0,22), 72 € R} de R? n’est pas un sous-
espace vectoriel de R? : elle contient les vecteurs (1,0) et (0,1) mais pas leur somme
(1,1). Un résultat plus précis est donné par la proposition suivante.

Proposition V.2.15. Soit F' et G des sous-espaces vectoriels de E. Alors F UG est un
sous-espace vectoriel de E si et seulement si FF C G ou G C F.

Démonstration. Supposons que F' n’est pas inclus dans G et que G n’est pas inclus dans
F'. 1l existe alors un vecteur T qui est dans F', mais pas dans G, et un vecteur ¥ qui est
dans G, mais pas dans F. Alors & et ¢ sont tous les deux dans FUG. Mais £+ § ¢ F
(sinon on aurait Y = §+Z —Z € F) et T+ § ¢ G (sinon on aurait £ =7+ ¢ — 7 € G.
Donc £+ ¢ FUG, ce qui montre que FFUG n’est pas un sous-espace vectoriel de E. [

V.2.c. Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

On donne maintenant un exemple important de sous-espace vectoriel. Soit n > 1 et
U1,. ..Uy des vecteurs de F (on dit aussi que (i1, ..., uU,) est une famille de vecteurs de
E, cf section V.3 plus bas).

Proposition V.2.16. L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs uy,. .. ,u, de

FE :
{Alﬁl b Ay, My An) € K”}

est un sous-espace vectoriel de E, appelé espace vectoriel engendré par uy,. .. i, et noté
vect(Uy, ..., Upy) ou vect{wy,...,Up}.

Démonstration. Notons F cet ensemble. On a 0 = 0ty + ...+ 0u, € F. Il est également
trés simple de vérifier que F' est stable par addition et multiplication par un scalaire, ce
qui montrer le résultat. O

Ezemple V.2.17.
vect(0) = {0}.
Si @ est un vecteur non nul de E, vect(#) est la droite engendrée par @ (cf exemple V.2.6).

Ezemple V.2.18. Soit @ = (1,0,1) et ¥ = (0,1, 1). Le sous-espace vectoriel de R3 vect (i, 7)
est

(N + p, (A p) € R?} = {(A, i, A+ ), (A, ) € R?}.
C’est exactement le sous-espace vectoriel de R? vu dans I'exemple V.1.7.

L’espace vectoriel engendré par (ii,...,4,) est le plus petit espace vectoriel qui
contient (i1, ...,uy) :
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Proposition V.2.19. Soit (uy,...,u,) des vecteurs d’un espace vectoriel E, et F' un
sous-espace vectoriel de E tel que

Vjie{l,...,n}, u; € F.
Alors vect(iy, ..., u,) C F.

Démonstration. Soit F' un sous-espace vectoriel de E qui contient y, ..., u,. Par la
proposition V.2.9, toute combinaison linéaire d’éléments de F' est dans F. Donc

vect(dy, ..., U,) C F.

V.2.d. Somme, somme directe, supplémentaires
Somme de deux sous-espaces vectoriels

La démonstration (facile) de la proposition suivante est laissée au lecteur :

Proposition V.2.20. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel
E. L’ensemble H={Z+ ¢y, £ € F, §j € G} est un sous-espace vectoriel de E.

Définition V.2.21. Le sous-espace vectoriel H de la proposition précédente est noté
F + G et appelé somme de F' et G.

Ezemple V.2.22. Soit F = {¥ = (z1,72,73) ER3 t.q. 21 =0} et G = {F € R? t.q. 23 =
0}. Alors
F+G=R

En effet, si # = (z1,22,73) € R3, on a :

(1,22, 23) = (0,29, 23) + (21, 0,0),
—_—— N——

eF eG
et donc ¥ € F + G.
Ezemple V.2.23. Soit n,p > 1 et wy,..., Uy, U1,...,7, des vecteurs de E. Alors
vect (1, ..., Up) + vect(U1, ..., Up) = vect(Ui, . .., Un, V1, ..., Up).

En effet, notons F' I’espace vectoriel engendré par les vecteurs u; et G 'espace vectoriel
engendré par les vecteurs ¥j. Par définition, F' + G est I’ensemble des & + i avec & € F'
et 4/ € G. En utilisant la définition d’un espace vectoriel engendré, on obtient :

F—i—Gz{)\161+...+/\nﬁn+u161+...+upz7p, (Al,...,An,ul,...,up)GK"“’}

ce qui donne le résultat annoncé.
Ezemple V.2.24. La somme des droites de R3, {(z,0,0), = € R} et {(0,y,0), y € R} est
le plan de R? :

{(z,9,0), =z € R}.
Ceci découle immédiatement de la définition de la somme de deux sous-espaces vectoriels.
C’est aussi un cas particulier de 'exemple précédent (avec n = p = 1, @ = (1,0,0) et
71 = (0,1,0)).
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Somme directe

Définition V.2.25. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel
E. On dit que la somme de F et G est directe quand tout élément de F' 4+ G s’écrit de
maniére unique T + 4 avec & € F et 4 € GG. En d’autres termes :

(f+ﬁ:§+ﬁ, (Z,7) € F? et (@,7) € GQ) — (fzﬁet a:ﬁ).
On note alors F' @ G la somme de F' et G.

Proposition V.2.26. La somme F + G est directe si et seulement si F NG = {0}.

Démonstration. Supposons que la somme est directe. Soit £ € F N G. Alors

Z+ 0 =0+ 7,
N ~ =~ =~
eEF eG er eG

et par unicité de la décomposition d’un vecteur comme somme d’un élément de F et d’'un
élément de G, on obtient Z = 0. D’ou F NG = {0}.

Supposons maintenant F NG = {6} Soit & et ¥ des vecteurs de F', 4 et ¥ des vecteurs
de G. On suppose

T+u=y+7.
Alors

r—y=7v—1.
Donc Z—y=0v—u€ FNG (car T—y € Fetv—iueq). PuisqueFﬂG:{ﬁ}, on en
déduit & = ¢/ et & = ¥, ce qui termine la preuve. O

Ezemple V.2.27. La somme F + G de 'exemple V.2.22 n’est pas directe. En effet, on voit
facilement que

FNG={(z1,22,23), t.q. 71 =0 et 23 = 0} = vect {(0,1,0)} # (0).

Ezemple V.2.28. La somme des droites de R3, {(x,0,0), z € R} et {(0,y,0), y € R} est
directe. Le seul point commun & ces droites est bien l'origine {0}.

Supplémentaires

Définition V.2.29. On dit que les sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires
dans E lorsque
E=F®dG.

En d’autres termes, la somme de F' et G est directe, et égale a E.

Si F' et G sont supplémentaires dans F, tout élément 2’ de E s’écrit de maniére unique
Z=T+uavecx € Fetued.

Ezemple V.2.30. Les droites vect{(1,0)} et vect{(0,1)} sont supplémentaires dans R2.
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Ezxemple V.2.31. Les espaces I’ et GG des exemples V.2.22 et V.2.27 ne sont pas supplé-
mentaires dans R? : leur somme est bien égale a R3, mais elle n’est pas directe.

Les deux droites de R? apparaissant dans ’exemple V.2.28 ne sont pas supplémentaires
dans R? : leur somme est directe, mais elle ne vaut pas R3.

Ezemple V.2.32. Soit F = {(x1,0,x3), (z1,73) € K?} et G = vect{(0,1,1)}. Vérifier que
F et G sont supplémentaires dans R3.

Somme de plusieurs espaces vectoriels

On généralise maintenant ce qui précéde au cas de plusieurs espaces vectoriels.

Soit Ey,...,E, des sous-espaces vectoriels de E (n > 2).

La somme Ey + ...+ E, (notée encore 7, Ej) est le sous-ensemble de £ formé des
vecteurs ¥ + ...+ Uy, avec U; € E; pour j = 1...n. On montre facilement que c’est un
sous-espace vectoriel de F.

On dit que cette somme est directe (et on la note Ey & ... & E,) lorsque Iécriture
U =71 + ...+ ¥, avec U; € E; pour tout j est unique, i.e. lorsque

(171+...+Un:ﬁ1+...+ﬁn et Vje{l,...,n}, v; € E;,uj eEj>
=Vje{l,...,n}, U; =1j.
Cette condition est bien str équivalente a
(171+...—|—17nzﬁethe{l,...,n}, 7 eEj> —Vje{l,...,n}, # =0.

Si la somme est directe, on a j # k = E; N E; = {0}, mais cette condition n’est pas
suffisante deés que n > 3 (cf exemple V.2.33 ci-dessous).

Comme dans le cas n = 2, on dit que F1,..., E, sont supplémentaires lorsque leur
somme est directe et vaut E. Ainsi, les espaces (F;)j—1..n sont supplémentaires si et
seulement si tout élément ¢ de E s’écrit de maniére unique ¥ = Z?Zl Uj, avec U; € Ej
pour tout j.

Ezxemple V.2.33. On considére
P={(z,y,2) R} t.q. z =y}, D;=vect{(1,0,1)}, Dy = vect{(0,1,0)}.
Alors P + Dy + Dy = R3. En effet, (z,vy,2) € R? s’écrit :
(2, 2) = (= — 2)(0,0,1) + 2(1,0,1) + (0,1,0) .
——— N N —
epP €D, €Do
Ona PN D; = {0}, PN Dy={0} et D; N Dy = {0}, mais la somme n’est pas directe :
(1,1,1) —(1,0,1) —(0,1,0) = (0,0,0).
—— N N —
eP €D, €Ds

Ezemple V.2.34. Soit n > 1. Notons €; le vecteur de K" dont toutes les coordonnées
sont nulles, sauf la j-iéme qui vaut 1. Alors les n droites vect(€j), j = 1...n sont
supplémentaires dans K".
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V.3. Familles de vecteurs

Dans toute cette partie, F désigne un K-espace vectoriel. On étudie ici certaines pro-
priétés des familles (finies) de vecteurs de E, qui seront utiles pour traiter, dans la partie
V.4, la notion de dimension d’un espace vectoriel.

V.3.a. Familles de vecteurs : définition

Définition V.3.1. Soit n un entier > 1. Une famille (finie) F de n vecteurs de E est
un n-uplet (uy,...,u,) de vecteurs de E. On note @ € F quand @ est un des vecteurs
@j. Le nombre n est le cardinal de F, et on note n = |F|. On convient qu’il existe une
seule famille de cardinal 0, notée 0.

Soit F = (y,...,Un) et G = (01,...,7p) deux familles de vecteurs. On note F UG =
(Ui,...,Un, U1,...,0p).

Si F = (d1,...,Uy) est une famille de vecteurs, et G est une autre famille de la forme
(Ukys .- tUp,) avec 1 < by < kg < ... < kp < n, on dit que G est extraite de F, et on

note G C F. On dit aussi que la famille F compléte la famille G.
Exemple V.3.2. Soit

F= ((1,0,0), (0,1,0),(0,1,0),(1,0,1)) et G = ((1,0,0), (0,1,0), (1,0, 1)).

Alors F et G sont des familles de vecteurs de R3, |F| = 4, |G| = 3, et G est extraite de
F.

V.3.b. Familles libres

Définition V.3.3. Une famille 7 = (u1,...,4,) de E est libre si la propriété suivante
est vérifiée :

YV(x1,...,2,) € K", X1l 4 Toily 4+ ..+ Ty =0 =31 =29 = ... =2, = 0.
On dit aussi que les vecteurs iy, ..., u, sont linéairement indépendants. Si la famille F
n’est pas libre, on dit qu’elle est [ice.

0] [1]
Exemple V.3.4. La famille? |1|, |[1| est libre dans R3. En effet, supposons
1 2]
[0] 1 0
1 |1 422 |1 = [0},
1) 2 0

iexo =0, 21 +x20=0et 1+ 229 =0. Alors 1 = x92 = 0.

2. On rappelle que 'on identifie un élément de K™ & une matrice colonne. Dans ce chapitre on utilisera
donc indifféremment la notation (z1,...,z,) ou la notation matricielle en colonne pour un élément de

K™.
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On voit sur cet exemple que montrer qu’une famille de p vecteurs de K™ est libre
revient & montrer qu’un certain systéme linéaire homogéne a p inconnues et n équations
a pour seule solution la solution nulle.

1 1 1
Ezemple V.3.5. Soit v = |0, o = |1| et v5 = |0|. La famille G = (¥, U2, U3) est
1 0 0

libre dans C?. Comme dans I'exemple précédent, on est ramené a étudier un systéme
homogéne. Soit (21,2, 23) € C3 tels que x17; + xovs + 2303 = 0. Alors

r1+x9+23=0, x2=0¢etx; =0,

ce qui donne facilement x1 = 2o = x3 = 0.

1 1 2
Ezemple V.3.6. Soit @3 = |0, @y = |[1]| et w3 = [1]|. Alors la famille (i1, iy, iW3) est
1 0 1

liée. En effet :
U1 + o — g = 0.
Ezemple V.3.7. Si 0 € F, alors F est lice. En effet 1.0 =0, et 1 #0.

Ezemple V.3.8. Une famille & un élément @ est libre si et seulement si @ # 0. En effet, si
@ = 0 la famille n’est pas libre (cf exemple précédent). En revanche, si @ # 0, alors, par
la Proposition V.1.3

Mi=0=XA=0

ce qui montre que la famille (@) est libre.

La proposition suivante découle immédiatement de la définition d’une famille libre :
Proposition V.3.9. Si F est une famille libre, tout famille extraite de F est libre.

On termine cette partie sur les famille libres par le lemme utile sur les familles libres
suivant :

Lemme V.3.10. Soit F une famille libre et v € E. Alors la famille F U (7) est libre si
et seulement si U ¢ vect F.

Démonstration. On note F = (U1, ..., u,). On rappelle la définition de ’espace vectoriel
engendré par F (cf §V.2.c) :

vect F = {xlﬁl + .oz, (T1,...,2,) € K”}

Supposons d’abord que F U (7) est libre. On a
(V.5) V(1. wn) €K, Y ayil; — T #0.
j=1

En effet, c’est une combinaison linéaire d’éléments de la famille libre F U (¥) avec au
moins un des coefficients (celui de ¥) non nul. Par (V.5), ¥ ¢ vect F.
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Réciproquement, on suppose @ ¢ vect F. Soit (21, ..., Z,,y) € K" 1. On suppose

=1
Alors y = 0 : sinon on aurait v = —; > j—1 Tjj € vect F. Donc
n
>zt =0,
=1
ce qui implique, la famille étant libre, 21 = 23 = ... = x, = 0. On a montré que la
famille (i1, ..., 4y, V) était libre, ce qui conclut la preuve du lemme. ]

Ezemple V.3.11. Une famille de deux vecteurs (i, ¥) est libre si et seulement si @ # 0 et
¥ n’appartient pas a la droite vect @. Ceci découle immédiatement des deux propositions
précédentes.

V.3.c. Familles génératrices

Définition V.3.12. La famille F = (u1,...,4,) est une famille génératrice de E (ou
simplement est génératrice quand il n'y a pas d’ambiguité) quand pour tout vecteur ¥
de E, il existe (z1,...,x,) € K" tel que

U=x1U1 + ...+ Tplp.
On dit aussi que F engendre E.

Remarque V.3.13. La famille F est génératrice si et seulement si vect F = F.

Exemple V.3.14. La famille 7| = { [1] , [0} , [1] } est une famille génératrice de R? : si

0" [1]" |1
T 9 |T 1 0 9
€ R?, =z +y , et donc R* = vect F.
(0 (0 0 1
1 1 0
Exemple V.3.15. La famille 75, = Of, (1], (1 n’est pas génératrice de R3. En
0 0 0

effet, la derniére coordonnée de tout élément de vect F est nulle, et donc par exemple
0
0| n’appartient pas a vect F».
1

Exemple V.3.16. La famille G de 'exemple V.3.5 p. 90 est une famille génératrice de C3.
En effet, il s’agit de montrer que pour tout (by, ba, b3) € C3, il existe (x1, 72, x3) tel que

1 1 1 by
21 |0 + a2 |1]| +23 [0 = |b2],
1 0 0 b3
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Oou encore :
r1+x2+x3=">b1, 22 =">y, w1 =0b3.

Il est facile de résoudre ce systéme. On peut aussi remarquer que c’est un systéme de
Cramer par I'exemple V.3.5 : il a 3 équations, 3 inconnues, et une seule solution lorsque
by = by = bg = 0. Il a donc une unique solution quel que soit (by, ba, b3).

Plus généralement, montrer qu’une famille de p vecteurs de K™ est génératrice revient a
montrer que chacun des systémes d’une famille de systémes non-homogénes & n équations
et p inconnues admet au moins une solution.

Le résultat suivant est une conséquence directe de la définition d’une famille généra-
trice :

Proposition V.3.17. Soit F une famille génératrice. Alors toute famille qui compléte
F est encore génératrice.

V.3.d. Bases

Définition V.3.18. Une famille 7 de E est une base quand elle est & la fois libre et
génératrice.

Ezemple V.3.19. La famille (B] ; [(1)

et j € {1,...,n}, définissons €; comme le vecteur de K™ dont toutes les coordonnées sont
nulles, sauf la j-iéme, qui vaut 1. Alors la famille (€1, ..., €,) est une base de K", appelée
base canonique de K™.

}) est une base de K2. Plus généralement, si n > 1

Ezemple V.3.20. La famille G de 'exemple V.3.5 p. 90 est une base de C? : on a montré
qu’elle était libre (exemple V.3.5) et génératrice (exemple V.3.16).

21 [1
Ezxemple V.3.21. La famille 11, (1 n’est pas une base de R3 : elle est libre mais
0 0

pas génératrice (justifier).

Ezemple V.3.22. La famille 0O],|1f,1(0(, (1 n’est pas une base de R3 : elle est

génératrice mais pas libre (justi_ﬁér).

Proposition et définition V.3.23. Soit B = (€1,...,€,) une base de E. Alors tout
vecteur ¥ de F s’écrit de maniére unique

n
xr = E :Eje’j.
j=1

Les x; sont appelés coordonnées de & dans la base F.
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Démonstration. La famille B étant génératrice, tout vecteur & de E s’écrit
n
=1
Montrons 'unicité de cette écriture. Supposons (z1,...,z,) € K", (y1,...,yn) € K" et

n n
E Yyje; =T = E ZTj€y.
J=1 J=1

Alors
n
(zj —y;)¢; = 0.
j=1

La famille B étant libre, on en déduit z; —y; = 0 pour tout j € {1,...,n}, ce qui conclut
la preuve. O
Ezemple V.3.24. Les coordonnées du vecteur (z1,...,x,) de K" dans la base canonique
de K" sont (x1,...,2p).

V.4. Espaces vectoriels de dimension finie

V.4.a. Définition

Définition V.4.1. On dit que E est de dimension finie quand il admet une famille
génératrice finie. On convient que 'espace vectoriel {0} est de dimension finie, et que la
famille vide est une famille génératrice de {0}.

Nous verrons plus loin que tous les espaces vectoriels étudiés dans ce cours (les sous-
espaces vectoriels de K™) sont de dimension finie. Mentionnons toutefois qu’il existe des
espaces vectoriels (au sens de la définition générale V.1.4) qui sont de dimension infinie :
c’est le cas par exemple de l'espace vectoriel des polynoémes sur K. Ce type d’espace
vectoriel n’est pas au programme de la premiére année de licence a I'Institut Galilée.

Exemple V.4.2. L’espace vectoriel K" est de dimension finie : la base canonique de K"
est une famille génératrice finie.

V.4.b. Existence de bases

Proposition V.4.3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors E admet une
base. Plus précisément, de toute famille génératrice F on peut extraire une base.

Démonstration. Le cas E = {0} est immédiat. On suppose donc E # {0}. Sin > 1, on
note (P,) la propriété suivante :

De toute famille génératrice de E de cardinal n on peut extraire une base de
E.
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(Si il n’existe aucune famille génératrice finie de cardinal n, on convient que la propriété
(Pp) est vraie.) On va montrer que (P,) est vraie pour tout n, par récurrence sur n.

Montrons (P;). Si E n’admet pas de famille génératrice a 1 élément, (P;) est vrai.
Dans le cas contraire, on se donne G = (%) une famille génératrice de E a 1 élément.
Puisque E # {0}, @ # {0}. Donc (@) est libre (cf exemple V.3.8), ce qui montre que G
est une base.

Soit n > 1. Supposons (P,) et montrons (Pp41). Soit G = (uy, ..., Up+1) une famille
génératrice de E & n+ 1 éléments (la encore, si une telle famille n’existe pas, (Pp41) est
automatiquement vraie). Si G est libre, c’est une base (extraite de G). Sinon, il existe
n + 1 scalaires A1,..., Ap4+1, non tous nuls, tels que

AU+ Xotls + ...+ /\n+1ﬁn+1 = 6

Soit j € {1,...,n+ 1} tel que A\; # 0. On a alors :

. 1 Z .
Uj = —Y )\kuk.
J 1<k<n+1

=

Soit G’ la famille obtenue & partir de G en retirant «;. L’égalité précédente montre que
vect G = vect G', et donc que G’ est aussi génératrice. Mais |G'| = n. Par (P,), on peut
extraire une base B de G'. La base B est aussi extraite de G, ce qui conclut la preuve. [

V.4.c. Dimension d'un espace vectoriel.

On note E un K-espace vectoriel de dimension finie. On rappelle que le cardinal d’une
famille F, noté |F|, est le nombre d’éléments de F.

Le théoréme suivant est crucial pour définir la dimension d’un espace vectoriel. On
utilise pour le démontrer un résultat du chapitre III du cours sur les systémes linéaires.

Théoréme V.4.4. Soit F une famille libre et G une famille génératrice de E. Alors
|7l <19].

Démonstration. On note F = (U1, ...,uU,) et G = (€1,...,€,). On veut montrer p > n.
On raisonne par 'absurde.
Supposons n > p. Puisque G est une famille génératrice de F, il existe, pour tout indice

j €{1,...,n}, p scalaires a;, ..., ap; tels que
P

(V.6) =) ayé;.
i=1

Considérons le systéme homogeéne

n
Vi:1...p, Zaijszo
Jj=1
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qui a p équations et n inconnues (donc strictement plus d’inconnues que d’équations). Ce
systéme est équivalent, par la méthode du pivot du chapitre III, & un systéme homogéne
(donc compatible) sous forme échelonnée réduite ayant n inconnues et p’ < n lignes non
nulles : il a donc une infinité de solutions, que 'on peut décrire par n — p’ paramétres.

Notons (x1,...,zy) une solution non nulle de ce systéme. Alors, d’apres (V.6),
iy + ...+ TRty = E E :cjaijé} = E E ;05 e; =0,
j=1i=1 i=1 \j=1

car les p termes entre parenthése dans la somme précédente sont nulles, par définitions des
xj. Puisque (1, ..., dy) est libre, on doit avoir 1 = ... = z,, = 0, une contradiction. [J

On peut maintenant définit la dimension d’un espace vectoriel de dimension finie :

Théoréme et définition V.4.5. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie. Alors :
i. Toutes les bases de E ont le méme cardinal, appelé dimension de E et noté dim F.
ii. Le cardinal de toute familles libre de F est inférieur ou égal a dim E.

iii. Le cardinal de toute famille génératrice de E est supérieur ou égal a dim F.

Démonstration. Les trois points sont conséquences du théoréme V.4.4
Soit B et B’ deux bases de E. Puisque B est libre et B’ génératrice, le théoréme V.4.4
implique |B| < |B'|. De plus, B’ est libre et B est génératrice, donc |B'| < |B|. D’ou (i).
Les points (ii) et (iii) découlent immédiatement du théoréme V.4.4, en utilisant encore
qu’une base est une famille libre et génératrice. O

Exemples V.4.6. L’espace vectoriel K" est de dimension n sur K : la base canonique a n
éléments.
Soit E un espace vectoriel et @ un vecteur non nul de E. Alors I’espace vectoriel vect ()
est de dimension 1 : il a pour base .
La famille de C3 :
1 -1 [2 V3

F = 21, 10, ||, |i+2
3 i 2 3
n’est pas une famille libre du C-espace vectoriel C* d’aprés le point (ii) : cette famille a

4 éléments, alors que C3 est de dimension 3.
La famille de R* :

= O NN =
— N

n’est pas une famille génératrice de R%.

Exemple V.4.7. Soit F une famille libre d’un espace vectoriel E. Alors vect F est un
sous-espace vectoriel de E, qui est de dimension finie : il découle immédiatement des
définitions que F est une base de vect F.
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V.4.d. Caractérisation des bases

Théoréme V.4.8. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit F une famille de
vecteurs de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

. F est une base de E.
ii. F est une famille libre, et |F| = dim E.

iii. F est une famille génératrice, et | F| = dim E.

Démonstration. Les implications (i)=-(ii) et (i)==-(iii) découlent de la définition d’une
base et du théoréme/définition V.4.5.

Notons n = dim E.

Montrons (iii)==(i). Soit F une famille génératrice a n éléments. Alors, par la pro-
position V.4.3, il existe une base B de E extraite de F. Mais |B| = |F| par le théo-
réme/définition V.4.5. Donc B = F, et F est une base.

Montrons maintenant (ii)==(i). Soit F = (i, ..., u,) une famille libre de E a n
éléments. Montrons que F est génératrice. Soit £ € E. Par le théoréme V.4.5, la famille
F U (Z) n’est pas libre (elle a n + 1 éléments). Par le lemme utile sur les familles libres
p-90, & € vect F. On a bien montré que F est génératrice, ce qui termine la preuve. [

Remarque V.4.9. Soit F un espace vectoriel de dimension finie n. On se donne une famille
F de vecteurs de E, de cardinal n. Alors F est une base de E si et seulement si F est
libre. Dans le cas £ = K", il suffit donc, pour déterminer si F est une base, de savoir si
un systéme homogéne de n équations & n inconnues est un systéme de Cramer (ou encore
si la matrice des coefficients du systéme est inversible). On évite ainsi de résoudre un
systéme non-homogéne (ce que 1'on doit faire pour montrer directement qu’une famille
de K™ engendre K"). Le lecteur est par exemple invité & montrer que

-1 1 2 -2
-1 -1 1 -2
2 171-11"71-3]"] 3
-1 0 1 -2

est une base de R%.

V.4.e. Théoréme de la base incompléte

On termine cette section sur la dimension finie par un résultat important, le théoréme
de la base incompléte :

Théoréme V.4.10. Soit E un espace vectoriel de dimension finien. Soit L = (U, ..., Up)
une famille libre de E, de cardinal p. Alors p < n et on peut compléter L en une base
(ﬁl, ce ,ﬁp,ﬁerl, ce ,ﬁn) de E.

Démonstration. L’inégalité p < n découle du théoréme V.4.5. Montrons par récurrence
descendante sur p € {1,...,n} que toute famille libre de cardinal p peut étre complétée
en une base.
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C’est vrai lorsque p = n : par le théoréme V.4.8, une famille libre de cardinal n est une
base.

Soit p € {1,...,n — 1}. Supposons le résultat vrai pour les familles libres de cardinal
p+ 1. Soit £ = (4y,...,Up,) une famille libre de cardinal p. Puisque p < n, £ n’est pas
une base. Elle n’est donc pas génératrice, et il existe u,11 € E tel que Uy ¢ vect L.

Par le lemme utile sur les familles libres p.90, la famille (4, ..., Uy, Upt1) est libre. Par
hypothése de récurrence, on peut la compléter en une base de E, ce qui termine la
preuve. L]

Ezemple V.4.11. La famille libre ((1, 0,0),(1,1, O)) de R? peut-étre complétée en une base
((1, 0,0),(1,1,0), (0,0, 1)) de R3. Nous verrons en §V.5.d une méthode systématique pour
compléter une famille libre en une base.

V.5. Sous-espaces vectoriels et dimension

V.5.a. Dimension d'un sous-espace vectoriel

Théoréme V.5.1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et F' un sous-espace
vectoriel de E. Alors F' est de dimension finie et dim F' < dim E.

Démonstration. Le principe de la preuve est de trouver une base de F', en choisissant
une famille libre maximale de F. On suppose E non réduit a {0}, sinon le résultat est
trivial.

Soit n = dim £ > 1. On commence par remarquer que toute famille libre de F est
de cardinal < n. En effet, une telle famille est aussi une famille libre de E, qui est de
dimension n, et le résultat découle du théoréme V.4.5, (ii).

Soit

p = max {|£|, L famille libre de F} <n.

L’entier p est bien défini (c’est le maximum d’une famille non vide d’entiers majorée par
n). Soit £ une famille libre de F', de cardinal p. Montrons que £ engendre F. On en
déduira que L est une base de F', et donc que F' est de dimension finie p < dim E.

On note £ = {ul, . .,up}. Soit ¥ € F. La famille (1,..., )y, V) n'est pas libre (car
c’est une famille de cardinal p + 1 > p). Par le lemme utile sur les familles libres p.90,
U € vect(ty, ..., Up).

Ceci montre que £ engendre F et donc, comme annoncé, que L est une base de F. [

Ezxemple V.5.2. Tout sous-espace vectoriel de K" est de dimension finie, inférieure ou
égale a n. En d’autres termes, tous les espaces vectoriels étudiés dans ce cours sont de
dimension finie.

Exemple V.5.3. Le sous-espace vectoriel F' de R? d’équation x = 3 est un sous-espace
vectoriel de dimension 2 (un plan) de R3. En écrivant Pensemble des solutions de cette
équation sous forme paramétrique, on obtient

F={(z,z,2), (z,2) € R?} = {x(1,1,0)+2(0,0,1), (z,2) € R?} = vect ((1,1,0),(0,0,1)).
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La famille ((1, 1,0), (0,0, 1)) engendre F'. Puisque c’est une famille libre, c’est une base
de F, ce qui montre le résultat annoncé.

Le seul sous-espace vectoriel de E¥ de dimension dim £ est E lui-méme :

Proposition V.5.4. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace
vectoriel de méme dimension dim E. Alors EE = F'.

Démonstration. Soit B une base de F. Alors B est une famille libre de F, de dimension
dim E. Par le théoréme V.4.8, B est une base de E. Donc dim E' = |B| = dim F. O

Définition V.5.5. On appelle rang d’une famille de vecteurs la dimension du sous-espace
vectoriel engendré par cette famille.

V.5.b. Dimension de la somme de deux sous-espaces vectoriels

Théoréme V.5.6. Soit E de dimension finie, F' et G des sous-espaces vectoriels de E.
Alors

dim(F + G) =dim F + dim G — dim(F N G).

Corollaire V.5.7. Sous les hypothéses du théoréme, si la somme F @ G est directe,
dim(F 4+ G) =dim F +dim G. Si de plus F' et G sont supplémentaires dans E, dim F +
dimG = dim F.

Preuve du théoréme V.5.6. On note p la dimension de F', q celle de G et k celle de FFNG.
On sait (cf Théoréeme V.5.1), que k < p et k < g. On se donne une base (€1, ...,¢€) de
FNG. Par le théoréme de la base incompléte, on peut compléter cette famille libre en une
base (€1, ... ,é’k,f;;H, e ,ﬁ,) de F et une base (€1,...,€k, Gk+1,---,7q) de G. Il suffit de
montrer que A = (€1, ..., €k, f;;H, el f};,g’kﬂ, ..., 0q) est une base de F'+ G : on aurait
alors comme annoncé dim(F +G)=k+ (p—k)+(¢—k)=p+q— k.

La famille A engendre F'+ G : tout vecteur de F' 4+ G s’écrit ¥ = f+ g avec fe F=
vect(€l, ..., €k, frt1,--- ,fp) et g€ G =vect(€l,...,€Ek Jrtl,--- ,gq).

Il reste a prouver que la famille A est libre. On se donne des scalaires (z;)i=1,.
(Yi)imk+1,...p €t (2i)izk+1,...,q tels que

k P q
(V.7) Z$i€i+ Z yifi + Z zigi = 0.
i1 i—kt1 i—kt1

On en déduit Y27, 26 = — Zle Ti€ — Y0 g yifi € FNG. Notons (t1,...,t5) les
coordonnées de ce vecteur dans la base (e;);=1.x de F N G. On a donc, par (V.7),

k p
Z(iﬁi +t;)€; + Z vifi =0,
i1 i=k+1
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—

ce qui implique, la famille (é1, ..., €k, ﬁc+17 ..., fp) étant libre, que yp41 = ... =y, = 0.
En revenant a (V.7), on obtient

k q
> wmiéi+ > 2§ =0,
i=1

i=k+1
ce qui montre, en utilisant que la famille (€1, ..., €k, Gk+1,- - ., gy) est libre, que z1 = ... =
Ty = Zg+1 = ... = Z¢ = 0. Finalement, tous les coefficients de la combinaison linéaire
(V.7) sont bien nuls, ce qui montre comme annoncé que la famille A est libre. O

Ezemple V.5.8. Le théoréme V.5.6 donne une information “gratuite” (la dimension) pour
calculer F' + G. Considérons par exemple les deux sous-espaces vectoriels de R? : F' =
{(z,y,2) €R3 t.q. x = y} et G = vect{(1,1,0),(1,0,1)}. Montrons que F + G = R3.

Pour cela, on remarque que dim F' = 2 (exemple V.5.3), dim G = 2 (G est engendré par
une famille libre de dimension 2). De plus dim(F N G) = 1. En effet, si & = (z,y,2) € G,
alors Z s’écrit A\(1,1,0) + p(1,0,1). De plus, Z € F < z =y <= pu = 0. Donc
F NG =vect{(1,1,0)} est bien de dimension 1. Par le théoréme V.5.6,

dim(F +G) =dim F + dim G — dim(FNG) =242 —1 =3 = dimR3.

Par la proposition V.5.4, F + G = R3.

V.5.c. Description des sous-espaces vectoriels de K"

On connait deux fagons de décrire un sous-espace vectoriel F' de K™ : comme ’espace
vectoriel engendré par une de ses bases, ou comme ’ensemble des solutions d’un sys-
téme linéaire homogeéne (on parle dans ce deuxiéme cas de description par des équations
cartésiennes, ou simplement de description cartésienne de F'). On explique ici comment
passer d'une de ces écritures a 'autre.

Passer d'un systéme d’'équations a une base

Soit (S) un systeéme linéaire homogéne sur K & n inconnues. L’ensemble F' des solutions
de () est un sous-espace vectoriel de K". La méthode du pivot de Gauss, vue au chapitre
IIT du cours, permet de déterminer une base de F' : on trouve, par cette méthode, un
systéme (S’) équivalent & (S) et sous forme échelonnée réduite. Soit p’ le nombre de
lignes non nulles de (S”). D’apreés le chapitre III, on peut décrire I’ensemble F avec n —p/
parameétres (les variables libres du systéme). Cette description donne une base de (S') a
n — p’ éléments. 3 L’espace vectoriel F' est de dimension n — p'.

Considérons par exemple I'espace vectoriel

F:{(x,y,z,t)€R4t.q.x+2y—t:Oetz+2t:0}.

3. Le fait que cette famille est libre résulte de la forme échelonnée de (S”).
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On veut trouver une base et déterminer la dimension de ’espace vectoriel F. Celui-ci est
décrit par un systéme linéaire qui est déja sous forme échelonnée réduite. Les variables
libres sont y et t, les variables de base x et z. L’ensemble F' est donné par

—2y+t —2 1
_ Yy 2| _ 1 0 2
F= oy | WO ERTy=qy | o] () €RT S
t 0 1
ou encore
-2 1
1 0
F = vect ol 129
0 1
-2 1
La famille (1) ) est une base de F'.
0 1

Passer d'une famille génératrice a un systéme d’'équations

Soit maintenant F' un sous-espace vectoriel de K™ dont on connait une famille gé-
nératrice (f1,..., fr). On cherche une description cartésienne de F. Soit & € K". On
écrit

FEF < I\,...., ) €K, Mfi+ .+ \efo=7

<= Le systéme (95) : Alﬁ +...+ )\kf;; = Z, d’inconnues A1, ..., A\; est compatible.
On transforme alors, par la méthode du pivot, le systéme (S) en un systéme sous forme
échelonnée réduite (S’). La compatibilité des systémes (S) et (S’) est équivalente a la
nullité des membres de droite des lignes de (S”) dont le membre de gauche est nul, ce qui

donne un systéme linéaire sur les coordonnées (z1,...,x,) de &, donc une description
cartésienne de F'.

1 2
Exemple V.5.9. Soit F' = vect 31,|-1| p. Alors
—4 -1
T A+2u==x
yl e F — I\p) ek tq (S){ 3A\—pu=y
< —AN—pu=z

Par les opérations (Lg) < (La) — 3(L1), (L3) < (L3) + 4(L1), puis (L3) < (L3) + (L),
on obtient le systéme sous forme échelonnée réduite, équivalent au systéme (.9) :

A+2u==x
(S7) —Tpu=y—3z
O=x+y+ =z
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On voit que (S) admet une solution (A, i) si et seulement si  +y + 2z = 0, ce qui donne
une description cartésienne de F' :

F ={(z,y,2) €R® t.q.  +y + z = 0}.
Pour résumer :

Proposition V.5.10. Tout sous-espace vectoriel F' de K™ admet une description carté-
sienne. Sip=dim F, F s’écrit comme l’ensemble des solutions d’un systéme homogeéne
sous forme échelonnée réduite a n inconnues et n — p équations.

En particulier, une droite de K™ est I’ensemble des solutions d’un systéme homogéne
sous forme échelonnée a n — 1 équations. Un sous-espace vectoriel de K" de dimension
n — 1 (un tel sous-espace vectoriel est appelé hyperplan de K™) s’écrit comme ’ensemble
des solutions d’une seule équation linéaire homogéne. En particulier, un plan de R? peut
toujours s’écrire comme l’ensemble des (x,y, z) tels que ax + by + cz = 0 pour un certain
triplet de réels non tous nuls (a, b, c).

V.5.d. Manipulation de familles de vecteurs de K"
Calcul du rang d’une famille. Extraction d'une base

On rappelle que le rang d’une famille de vecteurs F de E est la dimension de I'espace
vectoriel engendré par cette famille. Pour rechercher le rang de F, il suffit donc de trouver
une base de vect F. La démonstration facile de la proposition suivante est laissée au
lecteur :

Proposition V.5.11. Soit F = (é1,...,€x) une famille de vecteurs de E. Soit F' une
des familles suivantes :
— F' est la famille obtenue & partir de F en échangeant les vecteurs €; et €y, ot
J# k.
— F' est la famille obtenue a partir de F en remplagant le j-iéme vecteur €; par le
vecteur €j + \é ou j # k et A € K.
— F' est la famille obtenue o partir de F en remplagant le j-iéme vecteur €; par le
vecteur \ej, ou XA € K\ {0}.
Alors vect F = vect F'.

En d’autres termes, les opérations élémentaires sur les vecteurs (analogues des opéra-
tions élémentaires sur les lignes du chapitre I1I) ne changent pas vect F. Lorsque E = K",
on peut alors trouver une base de vect F en appliquant la méthode du pivot de Gauss
sur les éléments de F, pour ramener F a une famille de vecteurs dont le rang est évident.

-1 0 1 -1
. : 4 -2 -1 1 0

Exemple V.5.12. Considérons la famille de R* F = ol 1ol 1ol =2 | On
3 1 0 -2
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applique la méthode du pivot* a F :

-1 0 0 0 -1 0 0 0
-2 -1 -1 2 -2 -1 0 0
207121124 217217101710
3 1 3 -5 3 1 2 -3
(C3) «= (C5) + (C1) (C3) <= (C5) = (C2)
(C4) = (Ca) = (C1) (Ca) < (C1) +2(C2)
-1 0 0
La famille F est donc de rang 3, et vect F a pour base 9 | _21 , 8
3 1 2

Compléter une famille libre en une base

Soit F une famille libre de K™. Par le théoréme de la base incompléte, il existe une
base B de K" qui compléte F. Pour trouver une telle base, on peut “échelonner” la famille
comme précédemment, & ’aide de la proposition V.5.11, puis compléter par les vecteurs
appropriés de la base canonique de K”.

-1 0 0
. -2 -1 0 4 .
Ezxemple V.5.13. La famille 21210 de R*, obtenue plus haut, est libre et
3 1 2
-1 0 0 0
. . R . . . -2 —1 0 0
échelonnée. Elle se compléte de maniére triviale en une base sl 12l 1ol 1
3 1 2 0
de R%.
1 2
Exemple V.5.14. La famille F = 3,2 de R? est libre. Par 1'opération (Cy) <
2 3
1 0
(C3) — 2(Ch), on obtient la famille 7/ = | [3|, | =8| |, qui vérifie, par la proposition
2 —1
1 0 0
V.5.11, vect F = vect F'. On compléte la famille 7/ en une base 31,1-8],10
2 -1 1
1 2 0
de R3. On en déduit que 3|,-2|,10 est une base de R3, qui compléte F.
2 3 1

4. Le lecteur géné par les opérations sur les colonnes pourra écrire les vecteurs de F en lignes plutét
qu’en colonnes, et remplacer les opérations élémentaires sur les colonnes par des opérations élémentaires
sur les lignes.
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Référence pour ce chapitre : Liret-Martinais !.

On notera comme d’habitude K = R ou C.

Une application linéaire est une application d’un espace vectoriel dans un autre qui est
compatible avec la structure d’espace vectoriel. Une base de 'espace vectoriel de départ
et une base de I'espace vectoriel d’arrivée étant données, ces applications linéaires s’iden-
tifient aux matrices, vues au chapitre IV, la composition des applications s’identifiant
au produit matriciel. La partie VI.1 de ce chapitre est consacrée a des définitions et des
propriétés élémentaires, la partie V1.2 & la correspondance entre les applications linéaires
et les matrices. En VI.3, on définit des opérations sur les applications linéaires et on
identifie ces opérations aux opérations matricielles. La suite du chapitre est consacrée au
lien des applications linéaires avec les objets étudiés au chapitre V : bases, sous-espaces
vectoriels, dimension.

VI1.1. Définitions et propriétés

VI.1.a. Définitions et exemples

Soit F et F des espaces vectoriels sur K. On notera souvent Oz (respectivement 0z)
le vecteur nul de E (respectivement F').

Définition VI.1.1. Soit f une application de E dans F. On dit que f est une application
linéaire de ¥ dans F' quand les deux conditions suivantes sont respectées :

(VL1) V(Z,9) € B*, f(@+1) = f(@)+ f(7)
(VL.2) Vie B, YAeK, fOF)=M\(Z).

On note L(E, F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F'.
Une application linéaire de E dans E est appelée endomorphisme de E. On note pour
simplifier L(E) (au lieu de L(E, E)) '’ensemble des endomorphismes de E.

Exemples V1.1.2. i. Si A € K\ {0}, 'application h) : & — AZ est un endomorphisme
de E, appelée homothétie de rapport A. L’application h; est simplement 'identité
de F.

ii. L’application constante nulle, Z — Op est une application linéaire de E dans F,
notée 0.

1. Frangois Liret et Dominique Martinais. Algébre Ire année - Cours et exercices avec solutions.
Dunod, deuxiéme édition, 2003
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VI. Applications linéaires

iii. L’application f définie par f(z,y) = 3x —4y est une application linéaire de R? dans
R. La méme formule définit une application linéaire de C? dans C.

iv. La fonction f : R — R définie par f(x) = 3

R sur R. En effet,

n’est pas une application linéaire de

F(2x1) = f(2) =8 mais 2f(1) =2 # 8.

v. Soit # € R. La rotation de R? de centre (0,0) et d’angle § est une application
linéaire de R? dans R?. En effet, on peut montrer la formule :

Ryo(z,y) = (xcosf — ysinb,xsinf + ycosb),

dont on déduit facilement le résultat annoncé. Voir aussi I'exercice VI.1.4 plus loin.

VI.1.b. Quelques propriétés
Proposition VI.1.3. Si f € L(E, F), f(0g) = 0.
Démonstration.
f(0p) = f(0x0g) = 0f(0g) = Op.
O

Ezercice VI.1.4. Soit M un point du plan R?, différent de l'origine (0,0), et 6 € (0, 27).
La rotation f de R? de centre M et d’angle 6 est-elle une application linéaire ?

(cf correction p. 129).
Proposition VI1.1.5. Soit f € L(E, F) et y,...,Uy des éléments de E. Alors

f(Alﬁl + ...+ )\kﬁk) = )\1f(’L_l:1) + ...+ )\kf(ﬁk)

Démonstration. Si k = 2, on démontre la formule en utilisant successivement les condi-
tions (VI.1) et (VI.2) de la définition VI.1.1 :

f\th + Xtiz) = f(Mth) + f(Aata) = M f(tdr) + Ao f (U2).

Le cas général se démontre par récurrence sur k. O
Corollaire VI.1.6. On suppose E de dimension n. Soit B = (i1,...,u,) une base
de E, et (v1,...,Ty,) des vecteurs de F. Alors il existe une unique application linéraire
f € L(E,F) telle que

(VL3) Vi=1...n, f(d;)="1j.

Démonstration. Supposons que f € L(E,F) vérifie (VL.3). Soit & un élément de E et
(x1,...,2p) ses coordonnées dans la base B. Alors par la proposition VI.1.5

(VI.4) f(a;lﬁl + xotly + ...+ l‘nﬁn) =211+ ...+ TpUn,

ce qui montre l'unicité de f vérifiant (VI.3). Pour montrer I'existence, il suffit de définir
f par la formule (VI.4) : on vérifie aisément que 1’application obtenue est un élément de
L(E,F). O
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1,4). Alors il existe une unique application linéaire

Ezemple VI.1.7. Soit @ = (1,3), ¥ = (
1,2,3), f(¥) = (0,0,0).

f:R2 — R3 telle que f(u) = (-1,

FEzercice VI.1.8. Donner une expression de 'application f de I’exemple précédent. (Cor-
rection p. 129).

VI1.2. Applications linéaires et matrices

VI1.2.a. Matrice de représentation d’'une application linéaire

On montre ici que sur les espaces vectoriels de dimension finie 2, une base de 'espace de
départ et une base de ’espace d’arrivée étant données, une application linéaire s’identifie
& une matrice.

On rappelle que l'on identifie K" & I'espace vectoriel M, 1(K) des matrices colonnes
1

Z2
a n lignes : un élément de K" sera noté indifféeremment (x1,x2,...,2,) ou | . | (cf

Ty,
par exemple la formule (VI.5) plus bas : la premiére notation est utilisé pour le terme
de gauche de la premiére égalité, la seconde notation est utilisée pour tous les autres
termes).

Définition VI.2.1. Soit E, F' des espaces vectoriels de dimensions respectivement n et
p. Soit B = (i1, Us,...,U,) une base de E et C = (U4, v2,...,7,) une base de F. Soit
f € L(E, F). La matrice de représentation de f dans les bases B et C (ou plus simplement
matrice de f dans les bases B et C), notée Matpg ¢(f) est la matrice pxn dont le coefficient
(4,7) est donné par la i-éme coordonnée de f(i;) dans la base C. En d’autres termes, la
j-iéme colonne de Matg ¢(f) est donnée par les coordonnées de f(;) dans la base C.

Les bases B et C étant fixées, on montre facilement que pour toute matrice A de
M, (K), il existe une unique application linéaire f € L(E, F) telle que A = Matgc(f) 3.
Il est donc équivalent de considérer les applications linéaires de E dans F' et les matrices
p X n. Le point de vue “application linéaire” est intrinséque : il ne dépend pas du choix de
bases de F et F'. Le point de vue matricielle n’a pas cette propriété, mais est trés utiles
dans les calculs explicites.

2. On rappelle que tous les exemples d’espaces vectoriels vus dans ce cours sont de dimension finie.
3. En d’autres termes, l'application f — Matg,c(f) de L(E, F) dans M, »,(K) est une bijection, cf
VI.6.

105
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VI.2.b. Exemple : cas des bases canoniques
Soit f une application linéaire de K" dans K?, A = [a;;]1<i<p sa matrice dans les

1<j<n
bases canoniques de K™ et KP. Alors :

(VI5) f($1, Ty ,xn)

ail a2 a1n anry + a12x2 + ...+ @ipTy

asy N as9 N N a9, 211 + a22x2 + ... + a2 Ty
=1 . Z2 . e T Ty . = .

ap1 Ap2 Qpn Ap1T1 + Gp2T2 + ... + AppTy

On peut donc facilement reconnaitre une application linéaire de K™ dans KP? : chacune de
ses coordonnées dans K? est donnée, comme dans (VI.5), par une combinaison linéaire
de coordonnées dans K™. De plus, on lit sur cette formule les coefficients de la matrice
de 'application linéaire dans les bases canoniques :

Ezxemple V1.2.2. La formule
(VL6) f(w1, 22,23, 24, 25) = (m1+4w3+5, i03+V 204435, —21+22, 11 +302+423+14)
que l'on peut encore écrire :

mx1 + 4xs + x5
ir3 + V2w + T35
—X1 + T2
1+ 329 +4x3 + 24

(VL7) f(z1, 2,23, 74, 75) =

définit une application linéaire de C° dans C*. Sa matrice dans les bases canoniques est :

= 0 4 0 1
0 0 i v2 1
110 0 0
1 34 1 0

Ezxemple V1.2.3. La matrice de représentation de la rotation Ry de centre 0 et d’angle

(cf Exemple VI.1.2, v) est :
cosf) —siné
sinf cosf |’

VI1.2.c. Cas général

Donnons un exemple de calcul de matrice de représentation dans des bases autres que
les bases canoniques.
Ezemple V1.2.4. Soit f € L(R? R3) défini par
3x1 + 4xo

(VI.S) f(xl,l’g) = |—2x1 + 29
5IE1 — T2
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V1.2. Applications linéaires et matrices

1 1 1
1 0 0

On vérifie facilement que B et C sont des bases de R? et R? respectivement. Calculons
A= Mat[g’c(f).

La formule (VI.8) nous donne :

Il reste & exprimer f (@) et f(i2) dans la base (¥, s, U3). Notons (z1,x2,x3) les coor-
données de f(u;) dans cette base. Alors :

T=x1+22+ 23
f(t) = 10 + 22l + 2303 <=  —1l =11 + 22 ;

4=ux

et on obtient immédiatement

r1 =4, x2=-5, x3=28.
D’ou
(VI1.9) f(uy) = 40 — 50y + 875.
La méme méthode donne :
(VI.10) f(t2) = —6U] + vy — 203.

En combinant (VI.9) et (VI.10), on obtient :

4 —6
Mat&c(f) =|-5 9
8 =2
Remarquons que cette matrice est complétement différente de la matrice de f dans les
3 4
bases canoniques de R? et R3, | —2 1 |, qui se lit sur la formule (VL.8).
5 -1
Comme le montre 'exemple précédent, le calcul de la matrice de représentation d’une
application linéaire f dans les bases (ui,...,u), (U1,...,7p) se décompose en deux

étapes :
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VI. Applications linéaires

— le calcul de f(d1), ..., f(Un);
— le calcul des coordonnées de f(uy),...,f(dy,) dans la base (v1, ..., 7,) (soit la réso-
lution de n systémes de Cramer, chacun a p équations et p inconnues).
Il est aussi possible de déterminer la matrice de représentation de f par des calculs

matriciels, a 'aide de la formule de changement de bases qui sera vue dans la partie
VI4.

VI.2.d. Applications linéaires et multiplication par une matrice
La proposition suivante donne une fagon plus concréte d’interpréter Matg ¢ (f).
Proposition VI.2.5. Sous les conditions de la définition VI.2.1, on se donne un vecteur
) Y1

T de E de coordonnées X = [ : ] dans la base B. On note Y = : ] les coordonnées de

Tn Yp

f(&) dans la base C. Alors
Y = Matgc(f) X.

Démonstration. Notons Matgc(f) = A = [aj]1<i<p. Alors
1<j<n

f(@) = f(@1ty + 2tiy + ... + Tptin) = 21 f(U1) + 22f (U2) + .. . + 0 f (i)
p p p
= (Z aﬂﬁi> + 2 (Z aigﬁi> +...+xy (Z ami_fi>
=1 =1 =1

En regroupant les termes de la derniére ligne de I'inégalité précédente, on voit que pour
i=1...p, la coordonnée y; de ¥; est donnée par

n
Yi = E ATy,
j=1

ce qui signifie bien que Y = AX au sens du produit matriciel. ]

Exemple V1.2.6. Reprenons 'application linéaire f de ’exemple VI.2.4. Les coordonnées
de f(2u; + W2) dans la base C = (91, 2, ¥i3) sont données par le produit matriciel :

4 —6 2
Mat&c(f) |:?:| =|-5 9 |:ﬂ = |—-1
8§ -2 14

En d’autres termes :
f(27,_[1 + 17:2) = 201 — Uy + 1475.

En identifiant K™ a M,, 1 (K), une matrice A € M, ,,(K) définit une application linéaire
X — AX

de K™ dans K?. En fait, toute application linéaire de K" dans KP est de cette forme :
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Proposition VI.2.7. Soit f une application linéaire de K™ dans KP. Soit A € My, »(K)
la matrice de [ dans les bases canoniques de K™ et KP. Alors f est 'application linéaire

X — AX.

Démonstration. Ceci découle immédiatement de la proposition VI.2.5. Si X est un vec-
teur de R™ (respectivement de RP), le vecteur de ses coordonnées dans la base canonique

de R™ (respectivement RP) est également X. O
2x1 + x2
Ezemple V1.2.8. L’application linéaire f de R? dans R3 définie par f(z1,22) = | 21 — 22
3.%2
est application X — AX, avec
2 1
A=|1 -1
0 3

VI1.3. Opérations sur les applications linéaires

VI.3.a. Addition et multiplication par un scalaire

Définition V1.3.1. Soit f,g € L(E, F), pn € K. On définit les applications f + g et pf
de FE dans F par :

(f +9)(@) = (@) + 9(@),  (uf)(@) = pf(Z).

Dans les deux égalités de la ligne précédente, ’addition et la multiplication par p appa-
raissant dans le membre de droite de chaque égalité sont ’addition et la multiplication
par p de lespace vectoriel F'.

Proposition VI1.3.2. Si f,.g € L(E,F) et p € K, les applications f + g et pf données
par la définition VI.3.1 sont des éléments de L(E, F).

Démonstration. Soit Z et ¢ deux éléments de E. En utilisant successivement la définition
de f + g, la linéarité de f et g, la commutativité de ’addition sur F' puis & nouveau la
définition de f + g, on obtient :

—

(f+ 9@ +79) = f(Z+7)+ g(

De méme, si A € K,

(f + 9)(AD) = FAD) + g(AT) = Af(Z) + Ag(F) = A(f (D) + 9(T)) = (A(f + 9))(D).

Donc f + g € L(E, F). La démonstration du fait que pf est un élément de L(E, F) si
€ K est trés proche et laissée au lecteur. O
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VI. Applications linéaires

Remarque VI.3.3. On montre aisément que ’addition et la multiplication par un scalaire
ainsi définies sur L(E, F') lui conférent une structure de K-espace vectoriel, au sens de la
définition générale V.1.4. Cette propriété ne sera pas utilisée dans ce cours.

Ezemple V1.3.4. Soit f,g € L(R?,R3) définis par

2:61 — T2 Tro — 21’1
[y, 22) = | w1422 |, g(z1,22) = 0
0 xI9
Alors :
4{E1 — 2282
(2f) (w1, 22) = | 271 + 272
0
et
0
(f+9)(x1,22) = |21 + X2
€2

VI.3.b. Composition

On rappelle que si F, F' et GG sont des ensembles, f est une application de £ dans F
et g est une application de F' dans G, la composée de f et g, noté g o f, est définie par

Ve e E, gof(z)=g(f(x))
C’est un application de E dans G.

Proposition VI.3.5. Soient E, F,G des espaces vectoriels sur K. Soit f € L(E,F) et
g€ L(F,G). Alors go f € L(E,G).

Démonstration. Si Z,§ € E, et A € K,
go f(@+7) =g(f(@+1) = g(f(@) + f() = 9(f(Z)) +9(f(H)) = (g0 ) (@) + (g0 f)(#)-

et
go f(AZ) = g(f(AT)) = g(Af(@)) = Ag o f(2)).
L]

Exvercice V1.3.6. Soit f € L(R% R), g € L(R,R3) donnés par f(x1,22) = 1 + 22 et
g(x) = (x, —2z,3z). Calculer go f.
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VI1.3.c. Effet des opérations sur les matrices

Les opérations sur les applications linéaires se traduisent facilement en terme de ma-
trices de représentations :

Proposition VI.3.7. i. Soit E, I des espaces vectoriels de dimension finie, B, C
des bases de E et F respectivement. Soit fi, fo € L(E, F), A\, € K. Alors :

Matgc(Af1+ pf2) = AMatge(f1) + pMatgc(fa).

1. Soit B, F, G des espaces vectoriels de dimension finie, B, C, D des bases de E, F
et G respectivement. Soit f € L(E,F), g € L(F,G). Alors :

Matgp(g o f) = Mate,p(g) Matgc(f).

Le point (ii) signifie que la composition des applications se traduit par le produit
matriciel de leurs matrices de représentations. Remarquons que le produit matriciel de la
derniére ligne de la proposition est bien défini : sin =dim F, p = dim F et ¢ = dim G, le
premier facteur est une matrice ¢ X p, le deuxiéme une matrice p X n. Le produit obtenu
est bien une matrice g x n.

Awvertissement V1.3.8. Attention & ’ordre des bases B, C et D dans le terme de droite de
la formule du point (ii).

Démonstration. Nous ne démontrerons que le point (ii). La preuve (plus facile) du point
(1) est laissée au lecteur.

On note n, p et g les dimensions respectives des espaces vectoriels E, F' et G. Soit
X € K" = M, 1(K). Soit & le vecteur de E de coordonnées X dans la base B. Soit
Y € M, 1(K) le vecteur colonnes des coordonnées de f(Z) € F dans la base C, et
Z € M,1(K) le vecteur colonne des coordonnées de go f(Z) = g(f(Z)) € G dans la base
D. Par la proposition VI.2.7, appliquée successivement & f, g et go f

Y =Matgc(f)X, Z = Matep(g)Y = Matep(g)Matpe(f)X et Z =Matgp(go f)X.
On en déduit

VX € M1,n(K), Matep(g)Matge(f)X = Matgp(go f)X,
ce qui montre 1’égalité

Mate,p(g) Matgc(f) = Matgp(g o f).

Remarque V1.3.9. Le (ii) justifie a posteriori la définition du produit matriciel.
Ezxercice V1.3.10. Soit E = R?, F =R3, G = R%. On suppose

-1

Matac(f) =A= 0 9 1

N O =

1 -1 0
R |

2
3
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a. Calculer Matg p(go f).

b. La matrice AB est-elle la matrice de représentation d’une certaine application linéaire
dans des bases que ’on précisera ?

(cf correction p. 129)

VI1.4. Changement de bases

Vl.4.a. Position du probléeme

Soit E et F' des espaces vectoriels de dimensions finies et f € L(E, F'). On se donne
deux bases de E, B et B et deux bases de F', C et C. Peut-on exprimer Matgc(f) en
fonction de Matgz 5(f) ? On commence par donner un exemple concret.

VI1.4.b. Exemple

On suppose EF = RQ, F = Rg, B = (ﬁl,ﬁg), B = (ﬂl,ﬂg), C = (771,172,53), C =
(01, 02, 03) avec

et
1 1 0 1 [1] 1
_’1: —1 y 172— 1, ’173— 0, v = 0, vg = |1 > ’L~)3— 0
0 0 1 0 0] 1
On suppose de plus
-1 1
Mat&c(f) =12 0
3 2

On chercher a calculer Matz 5(f).

Premiére étape. On commence par calculer f(a1) et f(ig). Puisqu’on connait f(a;) et
f(d2), il suffit de trouver les coordonnées de @ et 42 dans la base B. On a :
1 1

1 =1 et g = =1 + =Us
2 2

<y

(la deuxiéme égalité s’obtient par résolution du systéme x1 +xz9 = 1, 1 — 22 = 0). Donc,
en utilisant 'expression de Matg ¢ (f),

far) = f(iy) = —T1 + 20, + 30,

F() = 5 () + 3 [ (i) =

. . . L . . I
5 (=¥ + 202 4 373) + 5 (V) + 2U3) = U2 + 203

1
2
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Deugieme étape. On a obtenu les coordonnées de f(@1) et f(a@z) dans la base C. On a

besoin des coordonnées de ces vecteurs dans la base C. 1l suffit pour cela d’écrire les
vecteurs ¥, U et 73 en fonction de 51, 52 et 53. En résolvant pour chaque vecteur un
systéme linéaire (dans ce cas précis, échelonné) de trois équations & trois inconnues, on
obtient

—

U] =201 — U2, Up=1Tp, U3 = —01+ V3.

Sy

D’oi, en utilisant la premiére étape,

f(ﬁl) = *(251 - 52) + 209 + 3(53 — 51) = —50; + 302 + 30,

et
- - 5 - - 5o - 5o
f(t2) = v + 5(—?11 +03) = —5u + vg + 503.

On en déduit
-5 _3
2
Mati{[f(f) =13 1
3 5
2

Conclusion. Pour déduire Matg,g(f) de Matgc(f), on a eu besoin :

— des coordonnées des vecteurs de la base B dans la base B;

— des coordonnées des vecteurs de la base C dans la base C.
Ces informations sont données par les matrices de passage d’une base & une autre, que
nous allons définir maintenant.

VI1.4.c. Matrices de passage

Définition VI.4.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, B = (41, @, . . ., Uy)
ot B= (61, ﬁg, ... ,ﬁn) deux bases de E. La matrice de passage de B a g, notée Mat,
est la matrice n X n dont les vecteurs colonnes sont les coordonnées des vecteurs de la
base B dans la base B. En d’autres termes, si I'on note Mat, 5 = [pijli<i<n, on a

1<j<n
n
Vj € {1,...,n}, ’Lij :zpijﬁi-
=1
Ezemple V1.4.2. Soit B la base canonique de K" et C = (iy,...,u,) une autre base de

K". La matrice de passage de B a C est la matrice n x n dont le j-iéme vecteur colonne
est constitué des coordonnées de ;. Supposons n = 3 et considérons la famille

1] [-2] T[4
c=1|11],]3].]|5
ol o] |6

On vérifie facilement que C est une base de R3. On obtient sans calcul la matrice de
passage de B a C :
1 -2

Matg,e = |1 3

0 0

S U
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Exemple V1.4.3. On reprend les notations de l'exemple de I'exemple de VI.4.b p.112.
Alors, d’apres la premiére étape de cet exemple :

1

Mat6—>l§ = [0

INIER NI
[

D’apres la deuxiéme étape :

2 0 -1
=|-11 0
0 0 1

Mat5—>6

Proposition VI1.4.4. Sous les hypothéses de la définition précédente, on note
P = Mat8_>g.

1

SoithE,X:{:

1
} ses coordonnées dans B et X = [ :

] ses coordonnées dans B.

Tn

Tn
Alors
X =PX.
Démonstration. On a
n n n n n
T = Tjuy = Ty p  Pijli = E E DijTj | Ui,
j=1 j=1 =1 i=1 \j=1
et donc
n
=1
ce qui montre la formule annoncée. ]

Avertissement V1.4.5. L’appellation “matrice de passage de B & B peut étre source de
confusion : la matrice de passage de B a B transforme les coordonnées d’un vecteur dans
B en celles de ce méme vecteur dans B (et non l'inverse, comme on pourrait s’y attendre).

Le lecteur pourra vérifier que la matrice de passage de B a B est en fait la matrice de
représentation, dans la base B, de ’application linéaire qui envoie les vecteurs de B dans
ceux de g, ce qui explique son nom :

MatB%g = Matlg’g(f), fe ;C(E, E), Vi=1...n, f(ﬁl) = U;.
Corollaire VI1.4.6. Toute matrice de passage est inversible. De plus :

Mat 5= (Mat

-1
B— l§—>B) :
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Démonstration. Soit P la matrice de passage de B a B et Q la matrice de passage de B
a B. Alors, si £ € F a pour coordonnées X dans la base B et X dans la base g, on a,
par la proposition VI.4.4 :

QX =X et X = PX.

D’ou
vYX eK", X=PQX.

On en déduit que 'application linéaire X — PQX est 'identité de K", c’est & dire :

PQ = I,.

Ezxemple V1.4.7. On revient a 'exemple de VI.4.b. Alors,
AN -t
e (o 1) =l 2

1 et ’Jg = —111 + 2’&2,

En d’autres termes,

Sy

U =

ce que 'on peut vérifier par un calcul direct & ’aide des expressions de w1, s, U1 et us.
De méme, en calculant 'inverse de la matrice Mats_, ,, on obtient

Matcﬁé =

O NN =
—
— DO =

VI.4.d. Formule de changement de bases

Théoréme VI1.4.8. Soit f € L(E,F), B et B des bases de E,C et C des bases de F.
Alors

Mt ) = Mt Mt () Mt
1
= (Mat, ,5) " Matgc(f)Maty, 5

Démonstration. Ceci découle de la formule de changement de coordonnées de la propo-
sition VI.4.4.

Soit & € E, X le vecteur colonne de ses coordonnées dans B et X le vecteur colonne de
ses coordonnées dans B. Alors, par la proposition VI.4.4, les coordonnées de f(Z) dans
C sont : N

Y = Mat37c(f)X = Matgyc(f) MatB_)gX

et les coordonnées de f(#) dans C sont donc :

Y = Mats .Y = Mats_,, Matgc(f) Mat, 5 X.
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Or par définition de Matg 5(f),

Y = Matgf(f)X.

On a donc :

VX e K", Maté‘_)c MatB’c(f) MatB—)EX = Matgf(f)X,
ce qui montre comme annoncé :

Matgﬁc Matgc(f) MatB%g = Matg’g(f).

Remarque V1.4.9. On peut résumer le théoréme VI.4.8 par le schéma suivant

Matg c(f)

(E,B) (F,C)
Nt
(B.B) - (RO

ou P = Mat, = permet de passer des coordonnées dans B aux coordonnées dans B,

et @ = Mat,_ s permet de passer des coordonnées dans C aux coordonnées dans C (cf
proposition VI.4.4).

Exemple V1.4.10. On revient a ’exemple donné en VI.4.b. On a :

L1 2 0 -1
Matsﬁg [0 %], Matgﬁcz -1 1 0
2 0 0 1
et
-1 1
Mat&c(f): 2 0
3 2

On en déduit, par le théoréme VI.4.8, puis un calcul simple de produits matriciels :

Matg,c”(f) = Matgﬁc MatB,C(f) MatBHE

2 0 1] [-1 1] 1 -5 -3
=|-11 0 20[0%]:3 1
0 0 1][3 2 2 32

On retrouve bien le résultat de I’exemple de VI.4.b p.112.

Remarque V1.4.11. Comme le montre ’exemple précédent, on peut calculer la matrice
Matgf( f) a partir de Matgc(f) sans utiliser (ni méme connaitre) explicitement la for-
mule de changement de bases. La formule de changement de base doit étre absolument
connue, mais la méthode utilisée en VI.4.b est tout a fait valable pour appliquer un
changement de bases a la matrice d’'un endomorphisme.
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VI1.5. Applications linéaires et sous-espaces vectoriels

VI1.5.a. Image et image réciproque d'un ensemble par une application

Commengons par rappeler la définition de I'image et de 'image réciproque d’un en-
semble par une application :

Définition VI.5.1. Soit f une application de E dans F', ou E et F sont des ensembles.
i. Si A C E, I'image de A par f, notée f(A), est le sous-ensemble de F :

£(A) = {f<a), ae A} - {b €F tq3acE, b= f(a)}.

ii. Si B C F, I'image réciproque* de B par f, notée f~1(B) est le sous-ensemble de
E:
fY(B)={a€Etq. f(a) € B}.

Avertissement VI.5.2. La notation f~!(B) ne signifie pas que f est bijective et admet
une application réciproque f~! (notion rappelée p. 119). L’ensemble f~!(B) est défini
pour tout application f de E dans F', dés que B est un sous-ensemble de F'. Par ailleurs,
on n’a pas toujours f(f~1(B)) = B ou f~(f(A)) = A (cf Pexercice suivant).

Exercice V1.5.3. Soit f : R — R la fonction cosinus z ++ cosz. Calculer f~'(R), f(R),
FH=LA]), oY), (0, 7)), f([0.7/2]), £({0}), puis f (1 (R)) et £~ (£([0,7])).
(Réponse p. 130).

VI.5.b. Cas des applications linéaires

Définition VI.5.4. Soit f € L(E,F). L'image f(F) de E par f est appelée image de
f et notée Im(f). L’image réciproque f~1(0r) de {0r} par f est appelée noyau de f et
notée > Ker(f) .

Remarque VI.5.5. En d’autres termes, I'image de f est ’ensemble :
Im(f)={y€F, tq IZT€E, y=f(Z)},
et le noyau de f est ’ensemble :
Ker(f) = {f € E t.q. f(Z) = GF}.

Théoréme VI.5.6. Soit f € L(E,F).

i. L’image d’un sous-espace vectoriel de E par f est un sous-espace vectoriel de F'.

4. Le lecteur pressé pourra faire 'impasse en premiére lecture sur cette notion d’image réciproque,
qui sera surtout utilisée dans la suite pour définir le noyau d’une application linéaire (cf la remarque
VL.5.5 plus bas qui donne une définition du noyau sans utiliser cette notion).

5. de l'allemand Kern signifiant noyau. La traduction anglaise de noyau (au sens mathématique) est
kernel.
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1. L’image réciproque d’un sous-espace vectoriel de F par f est un sous-espace vectoriel
de E.

En particulier, le noyau et l'image de f sont des sous-espaces vectoriels (de E et F
respectivement).

Démonstration. Soit G un sous-espace vectoriel de E. Alors 0p € G, donc Op = f(ﬁE) €
1(@).

Soit maintenant @, v € f(G). Par définition de f(G), il existe des vecteurs Z et i de G
tels que @ = f(Z) et ¥ = f(). On a

A+ 7= @)+ 1@ = [F+7).

Puisque G est un sous-espace vectoriel de E, Z+4 € G et on déduit de I’égalité précédente
u+ve f(G).

Si de plus A € K, on a AT € G et donc

NI = AT(®) = [OVF) € £(G)

ce qui achéve de montrer que f(G) est bien un sous-espace vectoriel de F.

Montrons maintenant le deuxiéme point. Soit H un sous-espace vectoriel de F'. Alors
f(0g)=0p € H, et donc O € f~1(H). De plus, si @,7 € f~1(H). Alors

F(E+) = S+ 15,

et puisque f(@) et f(7) sont dans H et H est un sous-espace vectoriel de F, f(@)+ f (V) €
H, ce qui montre que @ + v € f~1(H).

Enfin, si A € Ket @ € f~Y(H), alors f(Aid) = Af(#%) est un élément de H puisque
f(@) est un élément de H. Donc \ii € f~1(H). On a bien démontré que f~1(H) est un
sous-espace vectoriel de F. O

Exemple VI.5.7. Soit A le sous-ensemble de R3 :
A= {(az,y,z) eR3 tqr+y+z=0et :E—Zy:O}.
Alors A est le noyau de I'application linéaire f € £L(R3,R?) définie par
flz,y,2) = (x+y+ 2,2 —2y).

C’est donc un sous-espace vectoriel de R3.
Exemple V1.5.8. Soit B le sous-ensemble de R? :

B = {(951 + x9, 1 — 2,221 + .732), (ml,xg) € ]R2}.
Alors B est I'image de I'application linéaire g € £(R? R3) définie par
9(x1,2) = (21 + 22,21 — T2, 271 + T2).

Donc A est un sous-espace vectoriel de R3.

Ezxercice V1.5.9. Soit A le sous-ensemble de R? des triplets (x1 4+ 22,23 — 24,21 — x3) tels
que (131,£E2,£E3,£L'4) € R* et 2x1 — x9 + 3 — x4 = 0. Montrer que A est un sous-espace
vectoriel de R3.

(cf solution p. 130).
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VI1.6. Injectivité et surjectivité

VI.6.a. Injection, surjection : rappels

Rappel V1.6.1. Soit A et B deux ensembles et f une application de A dans B.

i. On dit que f est injective lorsque tous les éléments dans I’ensemble d’arrivée ont
au plus un antécédent dans I’ensemble de départ, i.e :

Ve,y € A, flx) = fly) = v =y.

Ce qui peut encore se lire :

Ve,ye A, x#y=— f(x)# f(y)

(deux éléments distincts de 'ensemble de départ ont des images distinctes).

ii. On dit que f est surjective lorsque tous les éléments dans ’ensemble d’arrivée ont
au moins un antécédent dans ’ensemble de départ, i.e.

Vze B, dx € A, t.q. z = f(x).
iii. On dit que f est bijective lorsqu’elle est injective et surjective. C’est a dire :
Vze B, Az € A, t.q. z = f(x).

Si f est bijective, on appelle application réciproque de f, et on note f~' 'application de
B dans A qui a z associe I'unique x de A tel que f(x) = z. On a alors

foft=Idp, flof=Ida.

Remarque V1.6.2. Il découle immédiatement de la définition d’une bijection qu’une ap-
plication f : A — B est bijective si et seulement si elle admet une application réciproque,
i.e. une application g : B — A telle que fog=1Idg et go f = 1Id4.

Ezemple V1.6.3. L’application x — 22 de R dans R n’est pas injective : si (—1)? = 12 et
—1 # 1. Elle n’est pas surjective : il n’existe aucun réel z tel que 22 = —1.
L’application x — 2% est une bijection de R dans R, d’application réciproque = — &/z.

Avertissement V1.6.4. La notion d’injectivité dépend du choix de ’espace de départ. Les
notions de surjectivité et de bijectivité dépendent des espaces de départ et d’arrivée. Par
exemple, I'application f : z + 2 est bijective de [0, +oo[ dans [0, +o00], surjective (mais
pas injective) de R dans [0, +o0], injective (mais pas surjective) de [0, +o00[ dans R.

VI.6.b. Injectivité, surjectivité, image et noyau

Théoréme VI.6.5. Soit E, F deux espaces vectoriels et f € L(E,F). Alors :
i. f est surjective si et seulement si Im(f) = F.

ii. f est injective si et seulement si Ker(f) = {0}.
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Démonstration. Le point (i) découle immédiatement de la définition de la surjectivité et
de celle de I'image d’une application linéaire.

Démontrons (ii).

Supposons f injective. On sait que Og est un élément de Ker(f). Soit # € Ker(f).
Alors f(&) = 0p = f(0g), et donc par injectivité & = 0. D’ott Ker(f) = {0z}

Réciproquement, on suppose Ker(f) = {0g}. Soit Z et ¢ deux éléments de E tels que
1(E) = £(7). Alors )

J@ -9 = 1@ — £@) = O,

donc # — 7 € Ker(f), et, puisque Ker(f) = {0g}, Z— 7 = Og. On a bien montré que f
était injective. O

S

Ezemple V1.6.6. On suppose K = C. Soit f € £(C3,C3) définie par
f(xla x27 xg) = (1'1 — X2 + x37 xro — 23;3741.3)'
Alors f est injective. En effet, si (x1,x9,23) € Ker(f), on a z1 — 29 + x3 = 9 — 23 =

4x3 = 0, dont on déduit facilement z1 = z9 = x3 = 0.

VI.6.c. Injectivité, surjectivité et familles de vecteurs

On peut également caractériser I'injectivité ou la surjectivité d’une application par des
propriétés de 'image d’une base de ’espace de départ.

Proposition VI1.6.7. Soit E et ' des espaces vectoriels. On suppose E de dimension
n. Soit B = (€1,...,€,) une base de E, et f € L(E,F). Alors :

i. La famille (f(€1),..., f(€,)) engendre Im(f). En particulier, l’application f est

surjective si et seulement si (f(€1),..., f(€y)) est une famille génératrice de F.
ii. L’application f est injective si et seulement si (f(€1),...,f(€,)) est une famille
libre.

Démonstration. Montrons le point (i).

Les vecteurs f(€1), f(€2),..., f(€,) sont bien dans Im(f). De plus, un vecteur § €
Im(f) s’écrit f(Z) avec & € E. Soit (1,...,%,) les coordonnées de Z dans la base B. On
a

T=mer+...+xp€n, y=f(&)=z1f(€1)+...+znf(En),

ce qui montre bien
Im(f) = vect(f(€1), f(€2), ..., f(én))-

On en déduit immédiatement :
f surjective <= Im(f) = F <= vect(f(€1),...,f(€,)) =F,
Montrons maintenant (ii). L’application f est injective si et seulement si Ker(f) = {0z},

i.e.
VEe E, f(@) =0p=7=0g
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—

ou, en utilisant que (€1, ...,¢&,) est une base de E :
FOMEL + Mo+ .+ M) =0p = A =Xy =... =\, = 0.
Par linéarité de f, on peut réécrire la propriété précédente :
MFED) +X2f (@) + .o+ Mf(€n) =0p = A = Ao =... =\, = 0.

L’injectivité de f est donc bien équivalente a la liberté de la famille (f(€1), f(€2), ..., f(€n)).
L]

VI.7. Rang d’'une application linéaire

Soit E un espace vectoriel de dimension n.

VI.7.a. Définition

On rappelle que le rang d’une famille F de vecteurs de E est la dimension du sous-
espace vectoriel vect  engendré par F.

D’aprés le point (i) de la proposition VI.6.7, si (€1,...,€,) est une base de E, alors
(f(€1),...,f(€n)) est une famille génératrice de I'image de f, ce qui montre que 'image
de f est de dimension inférieure ou égale & la dimension de F.

Définition VI.7.1. Soit f € L(E, F') une application linéaire. Le rang de f, noté rg(f),
est la dimension de I'image de f. Si A € M, ,, le rang de A est le rang de I'application
linéaire f € L(R™,RP) de matrice A dans les bases canoniques de R" et RP.

Remarque V1.7.2. Le rang de f € L(E, F) est donc égal au rang de la famille de vecteurs

De méme, le rang d’une matrice A est égal au rang de la famille de ses vecteurs colonnes.

Exemple V1.7.3. Soit f : R3 — R3 défini par
T1 + 229 + x3
[z, 20, 23) = | 2(21 + 222 + 23)
—(z1 4 222 + 23)

Alors f(1,0,0) = (1,2, —1), £(0,1,0) = (2,4, —2) et £(0,0,1) = (1,2, —1). Donc

1 2 1
rg(f) =rg 20,141, 2 =1
-1 —2 -1
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VI.7.b. Théoréme du rang

Théoréme VI.7.4 (Théoréme du rang). Soit f € L(E,F), ou E et F sont des espaces
vectoriels (de dimensions finies). Alors

rg(f) + dimKer(f) = dim E.

Démonstration. Soit k la dimension de Ker(f), et ¢ la dimension de Im f. On doit montrer

dimFE =k +£.
Soit (i1, Us,...,Ur) une base de Ker(f), (v1,v2,...,0;) une base de Im f. Il existe
donc, pour j = 1...4, un vecteur w; € E tel que f(w;) = U;. Montrons que B =
(dy,...,U,W,..., W) est une base de F (ce qui impliquera immédiatement le résultat

annonce).

Montrons d’abord que B engendre E. Soit & € E. Puisque f(Z) € Im f et vy,...,0p
est une base Im f, il existe (y1,y2,...,y¢) € K¢ tels que

f(@) =wnth + ...+ yeU.
On en déduit

F(@) =y f(@) + ...+ yef (Do) = fyrwr + . .. + yewe),

et donc
T — 1wy — ... — ypwy € Ker(f).
Il existe donc (x1,...,x;) € K* tels que
T— 1w — ... — YpWp = T1U1 + ... + TR,
soit

=W+ ... +yey + 11 + ... + xR,
La famille B engendre bien E.
Montrons maintenant que B est libre. On suppose que l'on a
(VL.11) xlﬁl+...+xkﬁk+y1u71+...+ygu7@:6E

avec (T1,..., Tk, Y1,---,Y¢) € K*+¢. En appliquant f a la ligne précédente et en utilisant
que f(u;) =0p pour j =1...k et f(w;) = U; pour j =1...¢, on obtient

Y1t + Yot + ...+ yety = f(Og) = Op.

On en déduit, puisque la famille (07, ¥a, ..., 7;) est libre :
yi=y2=...=yr=0.

En revenant a (VI.11), et en utilisant que la famille (@, s, ..., u) est libre, on obtient
Ty =29 =...=1xf =0,

ce qui montre que B est libre et termine la preuve du théoréme du rang. O
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Exemple V1.7.5. Soit f : R* — R® définie par
f(w1, 22,23, 14) = (21 + 22, 1 — T2, 271 + T2, T3 + T4, T3 — T4).

On veut déterminer le rang de f.
On calcule pour cela la dimension du noyau de f.

(21,2, 23,24) € Ker(f) <= 1 +x2 =21 — 29 =221 + 29 =23+ 24 = 23 — 24 = 0.
On résout facilement ce systéme linéaire homogéne de 5 équations :
(z1,22,23,24) € Ker(f) <= a1 =29 =23 =24 =0.
Donc Ker(f) = {(0,0,0,0)}. Le noyau de f est de dimension 0. Par le théoréme du rang,
rg(f) = dimR* — dim Ker(f) =4 — 0 = 4.

Remarque V1I.7.6. En dimension finie, on peut souvent utiliser le théoréme du rang et des
arguments de dimension pour étudier l'injectivité, la surjectivité et la bijectivité d’une
application. Reprenons I'application injective f de I’exemple VI.6.6 p. 120. Le théoréme
du rang s’écrit :
dim K =dimC?
(/) + dimKer(f) = dimC
0

et donc rg(f) = 3. On en déduit que Im(f) est un sous-espace vectoriel de dimension 3
de C3, c’est donc exactement C3. Donc f est surjective, et par conséquent bijective. On
voit ici, comme dans I’exemple VI.7.5, que la dimension donne une information gratuite
et facilement exploitable.

VI.7.c. Rang et systémes linéaires

L’image et le noyau d’'une application linéaire s’interpréte en terme de systémes li-
néaires. On considére un systéme linéaire non-homogéne & p équations et n inconnues :

n
(S) Vi € {1,...,p}, Zai]ﬂ?j =b;
j=1
et le systéme linéaire homogéne correspondant, & p équations et n inconnues :
n
(H) Vie{l,....,p}, Y ajz;=0.
j=1
Alors :

Proposition VI.7.7. Fizons les coefficients a;j. Soit F' C K" l’ensemble des solutions
de (H) et G le sous-ensemble de KP formé des (b1,...,by) tel que (S) a au moins une
solution. Alors F' et G sont des sous-espaces vectoriels de K™ et KP respectivement et

dim F 4+ dim G = n.
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Si (b1,...,bp) € G, Uensemble des solutions S du systéme compatible (S) s’écrit :
(VI.12) S={y+% FeH},
ot § est une solution, fizée, du systéme (S).

Démonstration. L’ensemble F solutions de (H ) est le noyau Ker f de 'application linéaire
f K" — KP de matrice [a;j]1<i<p dans les bases canoniques de K" et KP. L’ensemble
<5<

G est 'image de f. Ceci montiéjcﬁ?e F et G sont des sous-espaces vectoriels de K" et K?
respectivement. L’égalité sur les dimensions découle du théoréme du rang.

Supposons maintenant (by,...,by) € G, et fixons une solution g de (S). Soit S 'en-
semble des solutions de S. On voit facilement que & est solution de (S) si et seulement si
& — i est solution de (H), ce qui donne exactement (VI.12). O

Remarque VI.7.8. Fixons les coefficients a;; du systéme (S), et notons ¢ la dimension de
F. L’affirmation (VI.12) implique que si (S) est compatible, on peut décrire I’ensemble
des solutions avec exactement g paramétres. La théorie générale des systémes linéaires
(cf chapitre III) montre que ¢ = n — p/, ott p’ est le nombre de lignes non nulles® que
'on obtient lorsque I’on échelonne le systéme (S). Le nombre p’ est donc indépendant du
second membre de (S) (seule la compatibilité du systéme dépend de ce second membre).

Ezemple V1.7.9. Considérons la famille de systémes, d’inconnues (z1,x2) € R? :

Tl — Ty = b1
(S) T + x9 = by
2x1 + xo = b3.

Ici n = 2, p = 3. Il est facile de voir que le systéme homogéne n’a que la solution nulle
(0,0). Donc F = {0} est de dimension 0. L’espace vectoriel G formé des (by, by, bs) tels
que (S) est compatible est de dimension 2 — 0 = 2. Lorsque (b1, b2, b3) € G, le systéme
(S) a une unique solution. Il est facile de déterminer G en échelonnant le systéme (S).
Par les opérations (LQ) — (Lg) — (L1), (Lg) — (Lg) — Q(Ll), puis (Lg) — (Lg) — %(Lz),
on obtient le systéme équivalent

T —x2 = by

(S’) 2332 == b2 — bl
3 1
0—b3— §b2 - 5[)1

On en déduit que (S) est compatible si et seulement si 2bs — 3by — by = 0, ce qui donne
la représentation cartésienne de G :

G - {(b17b2763) & Rg tq 2[)3 — 3b2 — bl — 0}

6. C’est & dire autres que 0 = 0.
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VI1.8. Isomorphismes

VI1.8.a. Définition

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels

Définition VI.8.1. On appelle isomorphisme entre E et F' une application linéaire
bijective de E dans F'. Lorsqu’il existe un isomorphisme de F dans F', on dit que F et F
sont isomorphes. On appelle automorphisme de E un isomorphisme de £ dans lui-méme.
Un automorphisme est donc un endomorphisme bijectif.

Exemple VI1.8.2. L’application linéaire f de 'exemple VI.6.6 est, par la remarque VI.7.6
un isomorphisme de C? dans C?, donc un automorphisme de C3.

Ezemple V1.8.3. L’identité de E est un automorphisme de E (donc E est isomorphe a
lui méme).

Le fait que deux espaces vectoriels sont isomorphes signifie qu’ils ont exactement la
méme structure d’espace vectoriel : ce sont en quelques sortes deux copies du méme
espace vectoriel.

VI1.8.b. Application réciproque d'un isomorphisme

Proposition VI1.8.4. Soit E et F' des espaces vectoriels et f un isomorphisme de E
dans F. Alors f=% est une application linéaire (donc un isomorphisme) de F dans E.

Remarque VI.8.5. 11 découle de la proposition VI.8.4 que la relation “F est isomorphe a
F” est symétrique i.e. :

FE isomorphe & F' <= F isomorphe a F.

Ezxercice V1.8.6. Vérifier que c’est aussi une relation transitive, i.e. :
(E isomorphe & F' et F' isomorphe a G) — F isomorphe a G.

Démonstration de la proposition. L’application réciproque d’une application bijective est
également bijective. Si f~! est une application linéaire, ce sera donc aussi un isomor-
phisme. Montrons que f~! est linéaire.

Soit &,y € F. Alors (par définition de 'application réciproque) :

FHE+g) =2 +7.
De plus
FUT@+ @) = @)+ (@) =7+ 7.
En combinant ces deux lignes, on obtient :
FENE+9) = F(FH@)+ @)
et donc, par injectivité de f,
FE+P =710+ @)
On démontre de méme que si A € K, f~1(\T) = \f~1(Z). O
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Exemple V1.8.7. Soit f 'automorphisme de R? défini par
f(x1,22) = (21 + 22,1 — T2).

Calculons I'application réciproque de f. Si (y1,y2) € R2, (z1,22) = f(y1,y2) est
I'unique solution du systéme

Y1 =121+ T2, Y2 =T1— T2
On résout ce systéme :

Y1+ y2 m:y1—92
9 7 2

— Yy1+y2 y1—y2
f 1(y1,y1)=< )

xIr =

On a donc

2 72

Plus généralement, calculer la réciproque d’un isomorphisme f dans un systéme de co-
ordonnées revient a résoudre le systéme de Cramer inhomogeéne f(z1,...,25) = (Y1, .-, Yn),
d’inconnues (z1, . .., x,), de second membre (y1,...,y,). Cela revient aussi a calculer I'in-
verse de la matrice de f dans une base donnée (cf plus bas le point de vue matriciel).

On rappelle qu’'une application est bijective si et seulement si elle admet une ap-
plication réciproque. On peut ainsi montrer qu’une certaine application linéaire est un
isomorphisme en donnant son application réciproque :

Ezemple V1.8.8. Soit § € R. La rotation de R? de centre (0,0) et d’angle 6 :
Ry : (z,y) — (zcosf — ysinf, zsinf + ycosb)

est un automorphisme de R? : elle admet pour application réciproque la rotation R_j.

V1.8.c. Condition sur les dimensions

Proposition VI.8.9. Soit f € L(E,F), ou E et F sont de dimension finie.

i. S f est injective, dim F < dim F'.

1. St f est surjective, dim EZ > dim F'.

1. Si f est un isomorphisme, dim E' = dim F'.
Démonstration. Le point (iii) découle immédiatement des points (i) et (ii).

Si f est injective, le noyau de f est de dimension 0 et le théoréme du rang s’écrit
dim F = rg(f) = dimIm(f). Puisque Im(f) est un sous-espace vectoriel de F', on a
dimIm(f) < dim F', et le point (i) en découle.

Supposons maintenant f surjective. Alors dimIm(f) = dim F', et le théoréme du rang
g’écrit : dim £ = dim F' + dim Ker(f) > dim F', ce qui donne le point (ii). O

Remarque V1.8.10. Si dim F' > dim F, il n’existe donc aucune application linéaire sur-
jective de E dans F. De méme, si dim F' < dim F, il n’existe aucune application linéaire
injective de E dans F.
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VI.8. Isomorphismes

Exemple V1.8.11. L’application linéaire f de R* dans R® définie par
fz1, 20,23, 4) = (x1+ 29— V23, 1 — xo+ T3 — T4, xo+ 314, 7T + € T2+ X3, T1 — \ﬁm)
n’est pas surjective. En effet, il n’existe aucune application linéaire surjective de R* dans
R5.

La proposition suivante est une application immédiate du théoréme du rang et sa
démonstration est laissée au lecteur.
Proposition VI.8.12. Soit E et F' de dimensions finies, et f € L(E, F). Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

i. f est un isomorphisme.

1. [ est injective et dim E = dim F'.

1. f est surjective et dim £ = dim F'.

Exemple V1.8.13. Soit F' le sous-espace vectoriel de R*

F={(y1,y2,y3.y1) ER* y1 —yo +ys — ya = 0}

Considérons 'application linéaire

R3S F
(w1, 22, 23) = (1 + T2, 1 — @2, T3 — X2, 3 + T2).
L’application est bien définie : on vérifie facilement que (z1 4 2, 11 — X2, 3 — T2, T3+ T2)

est toujours un élément de F'. Montrons que f est bijective :
— L’espace vectoriel F est de dimension 3 (c’est le noyau d’une application linéaire
de rang 1). Donc dim F' = dim R3.
— On vérifie facilement que ker f = {6}, donc que f est injective.
— Par les deux points précédents et la proposition VI.8.12, f est un isomorphisme
de R? dans F.

VI1.8.d. Matrices inversibles et isomorphismes

Proposition VI.8.14. Soit E et F deux espaces de dimension finie, B et C des bases
respectives de E et F, et f € L(E,F). Soit A = Matgc(f). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

i. Uapplication f est un isomorphisme de E dans F';
i1, dim E = dim F' et la matrice A est inversible.

Sous ces conditions, on a alors :

Matag(fﬁl) = A1
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Démonstration. Supposons que f est un isomorphisme. Par la proposition VI.8.9, dim E =
dim F'. Notons n leur dimension commune.

Par la formule donnant la matrice de la composée de deux applications linéaires (point
(ii) de la proposition VI.3.7),

Matae(f) Matqlg(f*l) = Matc’c(f o fﬁl) = Matcyc(IdF) = 1I,,

ce qui montre que Matg ¢(f) est inversible.
Réciproquement, on suppose que dim E = dim F et que Matg¢(f) est inversible. Soit
g Dapplication linéaire de F' dans E telle que Matc g(g) = Matgc(f)~1. Alors

Matec(fog) = Matgc(f) Mate 5(g) = In, Matgg(go f) = Matc 5(g) Matpc(f) = In,

oun =dimFE = dim F', ce qui montre que f o g est I'identité de F' et g o f est 'identité
de E : f est donc bijective, d’application réciproque g.
O

VI.8.e. Isomorphisme entre espaces de mémes dimensions

Le théoréme suivant est un résultat simple, mais important sur les isomorphismes entre
espaces vectoriels de dimension finie :

Théoréme VI.8.15. Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie. Alors E et
F sont isomorphes si et seulement si dim E = dim F'.

Démonstration. Si E et F sont isomorphes, dim F = dim F' par le point (iii) de la
proposition VI.8.9.

Réciproquement, supposons dim £ = dim F', et notons n leur dimension commune.
Soit (i1, ...,U,) une base de E, (¥,...,0,) une base de F, et f l'unique application
linéaire de E dans F telle que

flu;)=v;, j=1...n
(on rappelle que l'on peut définir une application linéaire sur un espace vectoriel de
dimension finie en donnant 'image d’une base, cf le corollaire VI.1.6). Vérifions que f est
injective. Soit Z un élément de Ker(f), x1, ..., z, ses coordonnées dans la base 41, . . ., @,.
Alors

f(f) =0p ie. f(:vlﬁl + Zotly + ...+ xnﬂ’n) =0p.

En développant le terme de gauche de la derniére égalité par linéarité, et en utilisant que
f(u;) = ¥j pour j =1...n, on obtient

101 + ..+ Uy = 6F,
et comme la famille 47, ..., ¥, est libre,

x1:x2:...:xn:0.

On en déduit Z = Op. On a montré Ker(f) = {0z}, c’est a dire que f est injective. Par
le théoréme du rang, dimIm(f) = dim £ — dim Ker(f) = dim(F) donc f est surjective.
Finalement f est bijective. O
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VI1.9. Correction de quelques exercices

Exemple V1.8.16. Les espaces vectoriels R3 et F de I’exemple VI.8.13 sont isomorphes
car tous les deux de dimension 3. L’application linéaire f de 'exemple VI.8.13 donne un
isomorphisme explicite.

FEzxercice VI.8.17. Montrer de la méme maniére que dim F < dim F’ si et seulement si il
existe une injection de F dans F', ou encore si et seulement si il existe une surjection de
F dans FE.

(cf correction p. 130).

V1.9. Correction de quelques exercices

Correction de lexercice VI.1.4

Soit R la distance entre 'origine et M, et C le cercle de centre M et de rayon R. Notons
O = (0,0) Vorigine, A = f(0,0). Par définition d’une rotation, A est le point de C tel
que 'angle (MO, M A) soit égal & 0. Puisque 0 n’est pas congru a 0 modulo 27, on en
déduit que O et A ne sont pas confondus, et donc que f(0,0) # (0,0). Par la proposition
VI.1.3, application f n’est pas linéaire .

Correction de l’exercice VI.1.8.
On exprime les vecteurs de la base canonique en fonction de @ = (1,3) et ¥ = (1,4).
En résolvant deux systémes linéaires a deux équations et deux inconnues, on obtient :

(1,0) =4u -3¢, (0,1) =—u+ 7.
D’ou
fl@,y) = f(@(1,0) +y(0,1)) + f(x(4d — 30) + y(—i + 7)) = (4 — 3y)(—1,2,3),
ou pour la derniére égalité on a utilisé¢ que f(@) = (—1,2,3) et f(7) = (0,0,0).

Correction de Uexercice VI.3.10.

a. Par la proposition VI.3.7,

Matg p(g o f) = Mate p(g) Matpe(f) = <_73 ;) :

b. On a envie de dire que AB est une matrice de représentation de I'application f o g.
Mais
AB = Matpc(f) Mate,p(g),

la base D de R? considéré comme 1“espace d’arrivée” de ¢ n’est donc pas la méme que
la base B de R? considéré comme “espace de départ” de f. Le produit AB n’a donc pas
d’interprétation particuliére en terme de composition d’applications linéaires.

129



VI. Applications linéaires

Réponses a lexercice VI.5.3.
On a:

SR =R, f®) = [-L1 f(-L) =R S0 = {kr+ T, ke Z)

)
fo,a) = [=1,1],  f([0,7/2)) =1[0,1], f({0}) = {1}
FUI®) =[-1,1],  fH(f(0. 7)) = R.

Correction de ’exercice VI.5.9.
Soit f I’application linéaire de R* dans R3 définie par

f(z1, 2,23, 24) = (X1 + T2, 23 — T4, 21 — 23).

Soit
G = {(x1,$2,$3,$4) € R4 tq 2$1 — T —+ T3 — Ty = O}

(’est un sous-espace vectoriel de R* (c’est le noyau d'une application linéaire de R* dans
R). On a
A= f(Q).

Donc A est 'image d’un sous-espace vectoriel de R* par f, ce qui montre que c’est un
sous-espace vectoriel de R3.

Correction de ’exercice VI.8.17.

Soit E et F des espaces vectoriels, de dimensions respectives n et p.

On sait déja (proposition VI.8.9) que s’il existe une application linéaire injective de E
dans F' ou une application linéaire surjective de F' dans F, dim £ < dim F'. Montrons la
réciproque. On note B = (i1, ..., U,) une base de E, et C = (71, ..., 7,) une base de F.
Supposons n < p.

— Soit f Papplication linéaire de E dans F' définie par

La famille (f(d1),..., f(dy)) = (¥1,...,0,), extraite d’'une famille libre, est libre.
Par la proposition VI.6.7, f est injective.
— Soit g lapplication linéaire de F' dans E définie par

9(T;) =v;, j=1...n, f(Uj)=5,j:n+1...p.

La famille (f(71), ..., f(¥,)) = (41, ..., Un,0,...,0), qui compléte la base (1, ..., uyp)
est génératrice. Par la proposition VI.6.7, f est surjective.
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