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Présentation

Ce Tome II du cours d’algébre linéaire et algorithmique concerne d’une part les
espaces vectoriels (Chapitres IV et V), et d’autres parts la partie algorithmique
du cours (Chapitres VI et VII). Un troisiéme et dernier tome, sur les applications
linéaires et les déterminants, suivra.






IV. Espaces et sous-espaces vectoriels

Comme dans les chapitres précédents, on fixe un corps K. Les éléments de K sont
appelés nombres, ou scalaires.

1. Définitions et exemples

1l.a. L’espace vectoriel K"

Soit m > 1 un entier. On rappelle que K" est l’ensemble des n—uplets
(z1,...,2n) = (xj)j=1...n, avec z; € K pour tout n. Un élément & de K" est
appelé vecteur. Les vecteurs seront toujours notés avec une fléche pour les différen-
cier des éléments de K (les scalaires) notés sans fleche : ainsi Z, ¥, F1, Z2 seront
des vecteurs, x, y, A, u, x1, T2 des scalaires. Les lettres grecques (A, u, v etc...)
désigneront systématiquement des scalaires (cf alphabet grec p. 39).

On considére sur K" les deux opérations suivantes :

Addition : soit & = (x;)j=1..n €t ¥ = (y;)j=1...n des vecteurs. Leur somme Z + ¢
est par définition le vecteur (x; + y;)j=1...n-
Multiplication par un scalaire : si X est un scalaire et £ = (2;);=1...n un vecteur,

leur produit est par définition le vecteur (Az;);=1...n.

Ezemples 1.1.

i(4,—1,2) + (1,4,4i) = (0,0,6i), (k)k=1..10 + (=J + 1)j=1..10 = (1, 1,1,...,1).
—_———

10 fois

Avertissement 1.2. On a défini le produit d’un scalaire par un vecteur, et pas le

produit de deux vecteurs.

L’addition et multiplication par un scalaire vérifient les régles de calcul suivantes :
i. Associativité de ’addition : VZ,7,Z, (Z+9)+ 2Z = Z+ (§+ Z) (on notera

Z 4+ § + Z leur valeur commune).

F+7=7+7.

iii. Associativité de la multiplication : Pour tous scalaires A et u, pour tout vecteur
7, Muz) = ().

iv. Distributivité : Pour tous scalaires A et i, pour tous vecteurs Z et ¢, A(Z+7) =
AL+ XY et (A + p)T = AT+ p.

ii. Commutativité de l’addition : VZ, 1,

v. Pour tout vecteur ¥, 17 = .

On note 0 le vecteur de K™ dont toutes les coordonnées sont nulles :
0=(0,0,...,0).
On a :

(IV.1) VA, A0 =0, vz, 0% =0.

Soit & = (x;)=1..n. € K". On note —Z le vecteur (—z1,...,—x,). C’est 'unique
vecteur 7’ tel que & + @ = 0. On notera & — 7 = & + (—%) la différence de deux
vecteurs.

La multiplication par un scalaire a la propriété de régularité suivante :

Proposition 1.3. Soit A € K, & € K". Alors
M =0= (A=0 ou@=0).

Démonstration. Supposons A\Z = 0 et # 0. En multipliant égalité par 1/X et en
utilisant la propriété d’associativité (iii), ainsi que (IV.1), on obtient & = 0, ce qui
conclut la preuve. O

1.b. Espaces vectoriels généraux
On donne maintenant la définition générale d’un espace vectoriel.

Définition 1.4. On appelle K-espace vectoriel tout ensemble F muni d’une addi-
tion £ x E — E et d’une multiplication par un scalaire K x E — E qui vérifient
les propriétés (i), (ii), (iii), (iv) et (v) ci-dessus, et tel qu’il existe 0 € E vérifiant
(IV.1).

Comme on vient de le vérifier, K® muni de I’addition et de la multiplication par
un scalaire est un espace vectoriel sur K. Nous avons vu aux chapitres précédents
deux autres exemples d’espaces vectoriels :

— lensemble M, » (K) des matrices a p lignes et n colonnes (muni de I’addition

et de la multiplication par un scalaire définis au chapitre III);
— lensemble K[X], muni de I’addition et de la multiplication par un scalaire.
Remarquons que la multiplication d’un polynéme P € K[X] par un scalaire
A € K est définie puisqu’on sait multiplier les polynémes entre eux, et grace
a l'identification des polynoémes de degré 0 avec K.
Ezercice 1.5. Vérifier que M, »(K) et K[X] sont des K-espaces vectoriels en faisant
référence explicitement a des résultats des chapitres III et I.

On définit maintenant une classe importante d’espaces vectoriels.
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2. Sous-espaces vectoriels

On fixe un K-vectoriel E.

2.a. Deux définitions équivalentes

Proposition 2.1. Soit F' un sous-ensemble de E. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

i. F' est un K-espace vectoriel.

ii. Les trois propriétés suivantes sont vérifiées :
elcF 5
o (T,)) €= 2ZT+JecF;
e (TeFAeK)= A €F.

Définition 2.2. Un ensemble F' vérifiant les propriétés de la proposition 2.1 est
appelé sous-espace vectoriel de E.

Preuve de la proposition 2.1. L’implication (i)==(ii) découle trivialement de la dé-
finition 1.4 d’un espace vectoriel. Nous omettons la démonstration de 'implication
(ii)==(i). Pour une bonne compréhension du cours, il est essentiel pour le lecteur
de démontrer lui-méme cette implication, c’est a dire de vérifier que (ii) implique
toutes les conditions de la définition 1.4. O

FEzemple 2.3. Dans ce cours, conformément au programme de L1 de l'institut Ga-
lilée, nous considérerons principalement des espaces vectoriels qui sont des sous-
espaces vectoriels de K™.

Ezxemple 2.4. Les ensembles {6} et E sont des sous-espaces vectoriels de F, appelés
sous-espace vectoriels triviaur de E.

Ezemple 2.5. Soit (a1,...,a,) € K". L’ensemble des solutions ¥ = (z1, ...
I’équation linéaire homogéne :

,ZTn) de

a1y + asxe + ...+ apnxn =0

est un K-espace vectoriel. Cet exemple est essentiel! On peut également vérifier
que ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne est un sous-espace
vectoriel de K" (cf exemple 2.15 plus bas). Attention les équations et systémes
linéaires non-homogénes ne sont pas des espaces vectoriels. *

Ezemple 2.6. L’ensemble {(\, u, A + u), A € R, pu € R} est un R-espace vectoriel.
Ezemple 2.7. Si E est un espace vectoriel, et 4 € F \ {(_)'}7 I’ensemble

{\i, A €K}

. Ce sont des espaces affines, généralisation simple des espaces vectoriels dont I’étude n’est pas
au programme de ce cours.

est un sous-espace vectoriel de E, appelée droite (vectorielle) de E. Dans le cas ou
E est Pespace vectoriel R? ou R?, ces ensembles sont exactement les droites du plan
ou de l’espace passant par l’origine.

Ezemple 2.8. L’ensemble {(A,\,2)), A € R} est un sous-espace vectoriel du R-
espace vectoriel {(A, u, A+ ), A € R, p € R} introduit dans ’exemple 2.6.

Un sous-espace vectoriel de K™ étant un espace vectoriel, on peut considérer des
sous-espaces vectoriels de sous-espaces vectoriels de K".

Exzercice 2.9. Soit E ’espace vectoriel

E = {(z1, 22,23, 74) eR* : z1 + z2 = 0}.

Parmi ces sous-ensembles de R* lesquels sont des sous-espaces vectoriels de E ?

F = { $17I27I37CE4) €R4 X1+ 22+ a3 :0},

(
F, = {(l'l,$2,$3,$4) € R4 cx1t+x2=0et x5 +2x3 = O}’
Fs = {(z1,22,73,24) €R' : @1+ 22 =0et 21 + 35 =1}
(cf correction p. 10).

Définition 2.10. On appelle combinaison linéaire de i1,. .. 4, un vecteur de E de
la forme A1 + ...+ Aptin, O A1,...,A\, sont des scalaires.

Proposition 2.11. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors toute combinaison
linéaire d’éléments de F est un élément de F'.

Démonstration. C’est immeédiat, par récurrence sur le nombre de termes de la com-
binaison linéaire. O

2.b. Intersection

Proposition 2.12. Soit F' et G des sous-espaces vectoriels du K-espace vectoriel
E. Alors F NG est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. C’est immédiat.

Puisque F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, ona 0 € F et 0 € G et donc
0 € FNG. De méme, si & et 7 sont des vecteurs de F' N G, ce sont des vecteurs de
F, donc £+ € F (car F est un sous-espace vectoriel de E), et des vecteurs de G,
donc Z+ ¢ € G (car G est un sous-espace vectoriel de E). Par suite £+ 4§ € FNG.
La preuve de (F € FNG, A € K) = A% € FN G est identique. O

Ezemple 2.13. L’intersection des sous-espaces vectoriels de C3
F= {(0,.’1’2,:63), (I27‘T3) € CQ} et G = {(x17m270)7 (xlva) € CQ}
est le sous-espace vectoriel de C3 :

FnG={0,z20), 2 C}.



On généralise maintenant le résultat précédent & une intersection quelconque de
sous espaces vectoriels. Si I est un ensemble d’indices (par exemple I = {1,...,n}
ou I = N), une famille (F;);er de sous espaces-vectoriels de E est une application de
I dans I’ensemble des sous-espaces vectoriels de E. A chaque 7 € I, on associe donc
un sous-espace vectoriel F; de E. Si I = {1,...,n}, une telle famille est simplement
la donnée de n sous-espaces vectoriels Fi,...,F, de E. L’intersection des F; est par
définition :

NFi= {:EeE Viel, Ze F}

i€l

Proposition 2.14. Soit (F;)icr une famille de sous espaces vectoriels de E, et

F::ﬂFi.

iel

Alors F est un sous-espace vectoriel de E. En particulier, si F1, ..., F, sont des
sous-espaces vectoriels de E, alors F1 N Fy N...N F, est un sous-espace vectoriel
de E.

Démonstration. Soit & et i deux éléments de F, A € K et i € I. Puisque (&, %) € F?
et F; est un sous-espace vectoriel de E, alors & + ¢ et AT sont des éléments de F;.
Puisque c’est vrai pour tout indice i, on en déduit ¥+ € F et A¥ € F'. O

L’exemple suivant est fondamental, et fait le lien avec le chapitre II du
cours.

Ezemple 2.15. Soit (H) un systéme linéaire homogeéne :

a111 + a2x2 + ...+ ainxn =0

a21%1 + a22T2 + ... + a2nTn =0

ap1T1 + a222 + ... + apnn = 0.

alors ’ensemble F' des solutions de (H) est un sous-espace vectoriel de K". En
effet, notons, pour 7 € {1,...,p}, F; 'ensemble des solutions de I’équation a;1z1 +
ai2T2 + ...+ ainx, = 0. Par 'exemple 2.5, c’est un sous-espace vectoriel de E. Par
la proposition 2.14, F' = Fi N Fo N ...N F, est un sous-espace vectoriel de F.

On peut aussi montrer directement que F est un sous-espace vectoriel de E, en
revenant & la définition d’un sous-espace vectoriel.

Avertissement 2.16. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors la réunion
F'UG n’est pas, en général, un sous-espace vectoriel de E. Par exemple, la réunion
des sous-espaces vectoriels {(x1,0), z1 € R} et {(0,22), z2 € R} de R? n’est pas
un sous-espace vectoriel de R? : elle contient les vecteurs (1,0) et (0,1) mais pas
leur somme (1, 1). Un résultat plus précis est donné par la proposition suivante.

2. Sous-espaces vectoriels

Proposition 2.17. Soit F' et G des sous-espaces vectoriels de E. Alors F'UG est
un sous-espace vectoriel de E si et seulement st FF C G ou G C F.

Démonstration. Supposons que F' n’est pas inclus dans G et que G n’est pas inclus
dans F'. Il existe alors un vecteur & qui est dans F', mais pas dans G, et un vecteur
¥ qui est dans GG, mais pas dans F. Alors & et ¥ sont tous les deux dans F' U G.
Mais £+ ¢ ¢ F (sinon on aurait § =+ Z —Z € F) et £+ § ¢ G (sinon on aurait
T=Z4+y—y€ G Donc Z+ 4y ¢ F UG, ce qui montre que F'U G n’est pas un
sous-espace vectoriel de E. O

Voir P’exercice IV.9 des travaux dirigés pour une généralisation a la réunion de
plusieurs espaces vectoriels.

2.c. Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

On donne maintenant un exemple important de sous-espace vectoriel. Soit n > 1
et u1,...,u, des vecteurs de E (on dit aussi que (1,...,u,) est une famille de
vecteurs de E, cf section 3 plus bas).

Proposition 2.18. L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs w1,. .. ,un
de I :

{/\ﬁl o A, L) € K”}
est un sous-espace vectoriel de E, appelé espace vectoriel engendré par 1,. . . iy, et

noté

vect(t1, ..., Un) ou vect{u,...,Un}.

Démonstration. Notons F cet ensemble. On a § = Oty +...+0uU, € F. 1l est
également trés simple de vérifier que F' est stable par addition et multiplication par
un scalaire, ce qui montre le résultat. O

Ezemple 2.19.

vect(0) = {0}.
Si @ est un vecteur non nul de E, vect(u) est la droite engendrée par @ (cf exemple
2.7).
Ezemple 2.20. Soit @ = (1,0,1) et ¥ = (0,1,1). Le sous-espace vectoriel de R?
vect(i, ¥) est

(N + pt, (A p) € R} = {(A\, A+ ), (A, p) € R

C’est exactement le sous-espace vectoriel de R® vu dans exemple 2.6.

L’espace vectoriel engendré par (i1, . .
contient (U1,...,Uns) :

.,Un) est le plus petit espace vectoriel qui
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Proposition 2.21. Soit (41, ...,Un) des vecteurs d’un espace vectoriel E, et F' un
sous-espace vectoriel de E tel que

vy e{l,...,n}, u; € F.

Alors vect (1, ...,4n) C F.

Démonstration. Soit F' un sous-espace vectoriel de E qui contient w1, ..., U,. Par
la proposition 2.11, toute combinaison linéaire d’éléments de F' est dans F'. Donc

vect(d1,...,Un) C F.

O

Remarque 2.22. On peut plus généralement définir I'espace vectoriel engendré par
une famille quelconque (u;);cr de vecteurs de E (ot I est un ensemble d’indices,
éventuellement infini). C’est par définition ’ensemble des combinaisons linéaires
(finies) des vecteurs @;, ¢ € I. On peut facilement généraliser les démonstrations
précédentes pour montrer que c’est le plus petit sous-espace vectoriel de E qui
contient tous les vecteurs ;.

2.d. Somme, somme directe, supplémentaires
Somme de deux sous-espaces vectoriels
La démonstration (facile) de la proposition suivante est laissée au lecteur :

Proposition 2.23. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel
E. L’ensemble H = {Z+ ¢, & € F, § € G} est un sous-espace vectoriel de E.

Définition 2.24. Le sous-espace vectoriel H de la proposition précédente est noté
F 4+ G et appelé somme de F et G.

Ezemple 2.25. Soit F = {# = (z1,22,73) € R® t.qz1 = 0} et G = {& €
R?® t.q. 3 = 0}. Alors
F+G =R

.o 3
En effet, si & = (z1,22,23) € R’, on a:

(331,332,333) = (O,$2,$3)+ (l‘l,0,0),
—_———— ——

€EF g€

et donc ¥ € F+G.

Exemple 2.26. Soit n,p > 1 et U1,...,Un, U1,...,Up des vecteurs de E. Alors

vect(dy, ..., Un) + vect(Vh, ..., Up) = vect(d, ..., Un, T1,...,Tp).

En effet, notons F' l’espace vectoriel engendré par les vecteurs i@; et G I'espace
vectoriel engendré par les vecteurs ;. Par définition, F'+ G est I’ensemble des &'+ ¢/

avec & € F et § € GG. En utilisant la définition d’un espace vectoriel engendré, on
obtient :

F+G:{)\lﬁ1++/\nﬁn+ﬂlﬁl++ul’gp7 ()‘17"'5)""‘7“13"'7#?) GK”LJFP}

ce qui donne le résultat annoncé.

Ezemple 2.27. La somme des droites de R*, {(z,0,0), z € R} et {(0,y,0), y € R}
est le plan de R :

{(z,y,0), z € R}.
Ceci découle immeédiatement de la définition de la somme de deux sous-espaces

vectoriels. C’est aussi un cas particulier de ’exemple précédent (avec n = p = 1,
111 = (1,0,0) et ’171 = (0, 1,0)).

Somme directe

Définition 2.28. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel
E. On dit que la somme de F et G est directe quand tout élément de F' + G s’écrit
de maniére unique & + @ avec T € F et @ € G. En d’autres termes :

(f+ﬁ: J+7, (T,9) € F* et (@,7) € GQ) — (z: Fetd= 17).
On note alors F' @ G la somme de F et G.
Proposition 2.29. La somme F + G est directe si et seulement si F NG = {0}.

Démonstration. Supposons que la somme est directe. Soit £ € F'N G. Alors

—

i+ 0 =0 +_7
\,./+\,./ +\,./’
€eF eG EF e

et par unicité de la décomposition d’un vecteur comme somme d’un élément de F'
et d’un élément de G, on obtient Z = 0. D’ou F NG = {0}.

Supposons maintenant F NG = {6} Soit & et ¥ des vecteurs de F, @ et U des
vecteurs de G. On suppose

T+u=y+0.
Alors

T—y=7—1.
Donc Z —§f=9—4€ FNG (car T —§ € F et ¥ — @ € G). Puisque F NG = {0},
on en déduit &£ = ¢ et @ = ¥, ce qui termine la preuve. O

FEzemple 2.30. La somme F'+ G de 'exemple 2.25 n’est pas directe. En effet, on
voit facilement que

FNG={(z1,22,23), t.q. 21 = 0 et 23 = 0} = vect {(0,1,0)} # (0).

Ezemple 2.31. La somme des droites de R*, {(z,0,0), = € R} et {(0,y,0), y € R}
est directe. Le seul point commun & ces droites est bien l'origine {0}.



Supplémentaires

Définition 2.32. On dit que les sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires
dans F lorsque

E=F&dG.
En d’autres termes, la somme de F et GG est directe, et égale & E.

Donc par définition, F' et G sont supplémentaires dans F si et seulement si tout
élément 2 de E s’écrit de maniére unique 7 =+ 4 avec £ € F et u € G.

Ezemple 2.33. Les droites vect{(1,0)} et vect{(0,1)} sont supplémentaires dans
R

FEzemple 2.34. Les espaces I' et G des exemples 2.25 et 2.30 ne sont pas supplé-
mentaires dans R® : leur somme est bien égale & R®, mais elle n’est pas directe.

Les deux droites de R® apparaissant dans ’exemple 2.31 ne sont pas supplémen-
taires dans R? : leur somme est directe, mais elle ne vaut pas R3.

Ezercice 2.35. Soit F' = {(z1,0,23), (z1,23) € K*} et G = vect{(0,1,1)}. Vérifier
que F et G sont supplémentaires dans R3. (Correction p. 10.)

Somme de plusieurs espaces vectoriels

On généralise maintenant ce qui précéde au cas de plusieurs espaces vectoriels.

Soit Ei,...,E, des sous-espaces vectoriels de E (n > 2).

La somme E1+ ...+ En (notée encore 7, Ej) est le sous-ensemble de E' formé
des vecteurs U1 + . ..+ ¥y, avec U; € E; pour j = 1...n. On montre facilement que
c’est un sous-espace vectoriel de E.

On dit que cette somme est directe (et on la note E1 & . ..® E,,) lorsque I'écriture

—

U =71+ ...+ U, avec ¥; € E; pour tout j est unique, i.e. lorsque

("1+...+17n:ﬁ1+...+ﬁ'nethE{l,...,n}, ﬁjGEj,ﬁjEEj)

—

:>Vj€{l,...,n}, ﬁj:uj,

Cette condition est équivalente (le vérifier!) a
(Ul+...+ﬁ’n:6eth e{l,....n}, 5 eEj) —Vje{l,...,n}, 7 =0.

Si la somme est directe, on a j # k = E; NE; = {6}, mais cette condition n’est
pas suffisante dés que n > 3 (cf exemple 2.36 ci-dessous).

Comme dans le cas n = 2, on dit que FE1,..., E, sont supplémentaires lorsque
leur somme est directe et vaut E. Ainsi, les espaces (E;);=1...n sont supplémentaires
si et seulement si tout élément ¥ de E s’écrit de maniére unique ¥ = >, ¥j;, avec
vj € Ej pour tout j.

3. Familles de vecteurs

Exemple 2.36. On considére

P={(z,y,2) €R® t.q. x =y}, Di=vect{(1,0,1)}, Do = vect{(0,1,0)}.

Alors P+ D; + Dy = R®. En effet, (z,y, z) € R® s’écrit :

(1‘7 Y, Z) = (Z - '1")(0,07 1) +l‘(1,0, 1) +y(07 17 0) .
—_— ~—— ~——
cpP €D, €Dy
Ona PND; = {0}, PN Dy = {0} et D; N Dy = {0}, mais la somme n’est pas
directe :
(17 17 1) - (17 O, 1) - (O, 17 O) = (07 O,O)
epP €D, €Dy
Exemple 2.37. Soit n > 1. Notons €} le vecteur de K™ dont toutes les coordonnées
sont nulles, sauf la j-iéme qui vaut 1. Alors les n droites vect(€;), j = 1...n sont
supplémentaires dans K”.

Remarque 2.38. On peut naturellement généraliser les notions précédentes au cas
d’une famille quelconque (éventuellement infinie) (E;);cr de sous-espaces vectoriels.

3. Familles de vecteurs

Dans toute cette partie, E' désigne un K-espace vectoriel. On étudie ici certaines
propriétés importantes des familles de vecteurs de E. Ces propriétés seront essen-
tielles pour traiter, dans le chapitre suivant, la notion de dimension d’un espace
vectoriel.

3.a. Familles de vecteurs : définition

Définition 3.1. Une famille F de vecteurs de E est la donnée d’un ensemble
d’indices I et d’une application j — u; de I dans E. On note une telle famille
F = (uj)jer- On note @ € F quand @ est un des vecteurs ;.

Nous nous intéresserons plus particuliérement au cas des familles finies, c’est a
dire au cas ou I = {1,...,n} pour un entier n > 1. Le nombre n est le cardinal
de F, et on note n = |F|. On convient qu’il existe une seule famille de cardinal 0,
notée 0.

Soit F = (U1,...,Un) et G = (T1,...
note FUG = (d1,...,Un,U1,-..,Up)-

Si F = (4j)jer est une famille de vecteurs, et G est une autre famille de la forme
G = (u;)jes avec J C I, on dit que G est extraite de F, et on note G C F. On dit
aussi que la famille F compléte la famille G. Les familles extraitres d’une famille
finie (4, ..., u,) sont de la forme (iy,,...,Ux,) avec 1 <k < ks < ... <kp <n,

,Up) deux familles finies de vecteurs. On
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Ezemple 3.2. Soit
F= ((1,07 0),(0,1,0), (0,1,0), (1,0, 1)) et G = ((170,0), (0,1,0), (1,0, 1)).

Alors F et G sont des familles de vecteurs de R3, |F| = 4, |G| = 3, et G est extraite
de F. Remarquons que le vecteur (0, 1,0) apparait deux fois dans F, ce qui n’est
pas du tout interdit par la définition d’une famille.

On commence par définir les notions qui nous intéressent dans le cas des familles
finies.

3.b. Familles liées et familles libres

Définition 3.3. Une famille finie F = (4, ...
quand

,Un) de vecteurs de F est dite lice

Z)\jﬁj :Get ()\1,)\2,...,>\n) 75 (0,0,...,0).

j=1

A1, ) €KY,

Une famille de vecteurs est dite libre quand elle n’est pas liée. On dit aussi que les
vecteurs 1, . .., U, sont linéairement indépendants.

Remarque 3.4. En niant la définition d’une famille liée, on voit qu'une famille

(d1,...,Un) est libre si et seulement si
YO, A) €KY, Y N =0= M =X =...=X =0,
j=1

Ezemple 3.5. La famille ((O, 1,1),(1,1, 2)) est libre dans R®. En effet, supposons
A1(0,1,1) + A2(1,1,2) = (0,0,0),

ce qui s’écrit Ao =0, A1 + A2 =0 et A1 +2X2 =0 et donc Ay = A2 = 0.

On voit sur cet exemple que montrer qu'une famille de p vecteurs de K" est
libre revient & montrer qu’un certain systéme linéaire homogéne & p inconnues et n
équations a pour seule solution la solution nulle.

Ezemple 3.6. Soit ¥1 = (1,0,1), o = (1,1,0) et U5 = (1,0,0). La famille G =
(T, Ta, U3) est libre dans C®. Comme dans I'exemple précédent, on est ramené a
étudier un systéme homogene. Soit (A1, A2, A3) € C2 tels que A\ U1+ A2tz + 303 = 0.
Alors

)\1+>\2+A3:0, )\2:06t>\1:0,

ce qui donne facilement \; = Aa = A3 = 0.

Ezemple 3.7. Soit @1 = (1,0,1), @2 = (1,1,0) et 43 = (2,1,1). Alors la famille
(’L_[l,l_[z, ’11’3) est liée. En effet :

U1 + U — Uz = 6
(Si on ne voit pas immédiatement cette relation, on peut la retrouver en résolvant
le systéme 1@ + x2tz2 + 23Us = 0 , d'inconnues x1, x2 et x3).
Ezemple 3.8. Si 0 € F, alors F est lice. En effet 1.0 =0, et 1 # 0.

Ezemple 3.9. Une famille a un élément @ est libre si et seulement si @ # 0. En effet,
si @ = 0 la famille n’est pas libre (cf exemple précédent). En revanche, si @ # 0,
alors, par la Proposition 1.3

M=0=A=0
ce qui montre que la famille (%) est libre.
Ezercice 3.10. On considére les vecteurs suivants de R :
ﬁl = (17172)7 62 = (_37 _37 _6)7 ﬂ:3 = (17273)7
s = (—1,0,-1), s =(0,2,3).
Les familles suivantes sont elles libres 7

(ﬁhﬁ?)v (ﬁ17d37ﬁ4)7 (ﬁ17ﬁ37d5)‘

(Réponses p. 10).

La proposition suivante découle immédiatement de la définition d’une famille
libre :

Proposition 3.11. Si F est une famille libre, tout famille extraite de F est libre.

On termine cette partie sur les famille libres par le lemme utile sur les familles
libres suivant :

Lemme 3.12. Soit F une famille libre et v € E. Alors la famille F U (¥) est libre
si et seulement si U ¢ vect F.

Démonstration. On note F = (1,...,4Un). On rappelle la définition de I'espace

vectoriel engendré par F (cf §2.c) :
vect F = {xlﬁl + ot T, (T1,...,20) € K"}

Supposons d’abord que F U (7) est libre. On a

(1V.2) V(@1,..., o) €K, Y ajil; — 7 # 0.
j=1



En effet, c’est une combinaison linéaire d’éléments de la famille libre F U (¥) avec
au moins un des coefficients (celui de ¥) non nul. Par (IV.2), ¥ ¢ vect F.
Réciproquement, on suppose ¥ ¢ vect F. Soit (z1,...,2n,y) € K"'. On suppose

j=1
Alors y = 0 : sinon on aurait ¥ = —% ;L:l z;u; € vect F. Donc
n
Z :Cji_[j = O,
j=1
ce qui implique, la famille étant libre, x1 = z2 = ... = x, = 0. On a montré que la
famille (@1, ..., Un, V) était libre, ce qui conclut la preuve du lemme. O

Ezemple 3.13. Une famille de deux vecteurs (i, ¥) est libre si et seulement si @ # 0
et ¥ n’appartient pas a la droite vect @. Ceci découle immédiatement de I’exemple
3.10 et du lemme 3.12.

3.c. Familles génératrices

Définition 3.14. La famille F = (d1,...,U,) est une famille génératrice de E
(ou simplement est génératrice quand il n’y a pas d’ambiguité) quand pour tout
vecteur ¥ de F, il existe (z1,...,x,) € K" tel que

17: :I’lﬁl + ... +.’L’n'l_l:n
On dit aussi que F engendre E.

Remarque 3.15. La famille F est génératrice si et seulement si vect F = F.

Ezemple 3.16. La famille 71 = {(1,0),(0,1),(1,1)} est une famille génératrice de
R? :si (2,9) € R?, (2,9) = 2(1,0) + y(0,1), et donc R? = vect Fj.
Exemple 3.17. La famille F> = {(1, 0,0),(1,1,0), (0,1, 0)} n’est pas génératrice de
R3. En effet, la derniére coordonnée de tout élément de vect Fa est nulle, et donc
par exemple (0,0, 1) n’appartient pas a vect Fa.
FEzemple 3.18. La famille G de ’exemple 3.6 p. 8 est une famille génératrice de C2.
En effet, il s’agit de montrer que pour tout (b1, b2, b3) € C3, il existe (1, x2, z3) tel
que

331(1, 0, 1) + 432(1, 1, 0) + 333(1, 0, 0) = (b17 b27 b3),

ou encore :

T1+x2 +23 =b1, x2="b2, x1=0b3.

Il est facile de résoudre ce systéme. On peut aussi remarquer que c’est un systéme
de Cramer par ’exemple 3.6 : il a 3 équations, 3 inconnues, et une seule solution
lorsque by = bz = b3 = 0. Il a donc une unique solution quel que soit (b1, b2, bs).

3. Familles de vecteurs

Plus généralement, montrer qu’une famille de p vecteurs (¢4,...,7,) de K™ est
génératrice revient & montrer, pour tout b € K", la compatibilité du systéme a n
équations et p inconnues (z1,...,Tp) : T101 + ...+ xTpUp = b .

Le résultat suivant est une conséquence directe de la définition d’une famille
génératrice :
Proposition 3.19. Soit F une famille génératrice. Alors toute famille qui compléte
F est encore génératrice.

FEzercice 3.20. La famille (i1, s, s) de I'exercice 3.10 est-elle génératrice de R3?
(cf correction p. 10).

3.d. Bases

Définition 3.21. Une famille F de E est une base quand elle est a la fois libre et
génératrice.

Ezemple 3.22. La famille ((1, 0), (0, 1)) est une base de K2. Plus généralement, si
n >1etj e {l,...,n}, définissons €; comme le vecteur de K" dont toutes les
coordonnées sont nulles, sauf la j-iéme, qui vaut 1. En d’autres termes, €; est le
vecteur (0;5)i=1,...,n, 00 d;,; est le symbole de Kronecker. Alors la famille (€1, ..., &)
est une base de K", appelée base canonique de K™.

Ezemple 3.23. La famille G de ’exemple 3.6 p. 8 est une base de C? : on a montré
qu’elle était libre (exemple 3.6) et génératrice (exemple 3.18).

Ezemple 3.24. La famille ((2,1,0), (1,1,0)) n’est pas une base de R® : elle est libre
mais pas génératrice (justifier).

Ezemple 3.25. La famille ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)) n’est pas une base de
R? : elle est génératrice mais pas libre (justifier).

Proposition et définition 3.26. Soit B = (é1,. .
vecteur ¥ de F s’écrit de maniére unique

n
F=7 ;e
j=1

,Zn) € K". Les x; sont appelés coordonnées de ¥ dans la base E.

.,€r) une base de E. Alors tout

avec (1,...

Démonstration. La famille B étant génératrice, tout vecteur & de F s’écrit
n
= Z Tj éj .
j=1

Montrons 'unicité de cette écriture. Supposons (x1, ..

K™ et
n n
> yidy =T = ;€.
=1 =1

8
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Alors

> (x; —yy)E =0.

j=1
La famille B étant libre, on en déduit z; — y; = 0 pour tout j € {1,...,n}, ce qui
conclut la preuve. O

Notation 3.27. On notera toujours les coordonnées sous la forme d’un vecteur

colonne, i.e. un élément de M, 1. Cette notation permet de distinguer entre

un élément de K™ et ses coordonnées. Par exemple, les coordonnées du vecteur
x1

(z1,...,2n) de K™ dans la base canonique de K" sont . Cette notation sera

Tn
également commode pour faire des calculs matriciels sur les coordonnées.

3.e. Le cas des familles infinies

Considérons maintenant une famille 7 = (1;) er de vecteurs de E, ot I'ensemble
d’indices I n’est pas forcément fini.

La famille F est dite liée si il existe une sous-famille finie liée de F, et libre
si toute sous-famille finie de F est libre. Elle est génératrice (ou engendre E) si
tout élément de E s’écrit comme combinaison linéaire finie d’éléments de F (i.e. si
vect(F) = E). Enfin c’est une base si elle est libre et génératrice.

Ezemple 3.28. La famille (X™)nen est une base de lespace vectoriel K[X] des
polynémes a coefficent dans K.

4. Réponse a quelques exercices

Exercice 2.9. Remarquons que E est un espace vectoriel, car c’est ’ensemble
des solutions d’une équation linéaire homogéne (cf exemple 2.5). Les ensembles
F1 et F> contiennent 6, sont stables par addition et par multiplication par un
scalaire : ce sont donc des espaces vectoriels. L’ensemble F» est inclus dans E :
c’est bien un sous-espace vectoriel de F. L’ensemble F; n’est pas inclus dans F
(par exemple (1,0, —1,0) est dans F} mais pas dans E). Ce n’est donc pas un sous-
espace vectoriel de E. Enfin, F3 n’est pas un espace vectoriel (il ne contient pas
I’élément nul (0,0,0,0)). Ce n’est donc pas non plus un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 2.35. Soit i = (y1, y2, y3) un élément de R®. On cherche & écrire 7 comme
la somme d’un élément (x1,0,23) de F' et d’un élément (0, A, A) de G, i.e résoudre
le systéme (d’inconnues x1, A et x3) :

1 =Y
)\Zyz
3+ A=1y3

10

Ce systéme a une unique solution : (z1, A\, 23) = (y1, Y2, Y3 — y2), ce qui montre bien
que la somme de F et G est R® (grace a lexistence de la solution) et que cette
somme est directe (grace a l'unicité de cette solution)

Exercice 3.10. On voit tout de suite que @2 = —3u1 (ce qui peut s’écrire iy +3u1 =
0). La famille (@1, @2) n’est donc pas libre.

Pour étudier I'indépendance linéaire de la famille (1, ds, @4), on résout le sys-
téme, d’inconnues (A1, A3, A4) :

M1 + Asils + Aaila = 0.

Par la méthode du pivot de Gauss, on trouve que ce systéme a des solutions non
nulles (I’ensemble des solutions est 'ensemble des (A1, A3, As) de R? tels que A\ =
2X\4 et A3 = —)\4). La famille n’est donc pas libre.

De méme, pour étudier la famille (i1, i3, U5), on résout le systéme

M + \3ils + Asiis = 0,

d’inconnues (A1, Az, As). On trouve que ce systéme a pour solution unique la solution
nulle, ce qui montre que la famille est libre.

Exercice 3.20. La famille est bien génératrice. En effet, on doit montrer que pour
tout élément (y1,vy2,y3) de R?, le systéme

A1 + Astis + AsUs = (Y1, Y2, y3),

d’inconnues (A1, A3, A5) a au moins une solution. C’est un systéme a 3 équations
et 3 inconnues, qui, d’aprés la correction de I’exercice 3.10, a une unique solution
dans le cas (y1,y2,y3) = (0,0,0). C’est donc un systéme de Cramer, ce qui montre
qu’il y a bien une solution (unique) quelque soit le second membre (y1,y2,y3).



5. Travaux dirigés

Ezercice TV.1. Parmi les sous-ensembles suivants de R? ou R, précisez lesquels
sont des R-espaces vectoriels :

Fi={(z,y) R’ : y=0}; Fa={(z,y) €R® :z>0ety>0};
Fs={(z,y,2) R’ : 2 =2}; Fi={(2,9,2) €R’ : x4+ 2= —y};
F5:{(s,0,25—|—t);(s,t)€R2}, Fe;:{(z+1,:r+y—2,w—y);(m,y)e]RQ}.

Ezercice IV.2. Donner 4 exemples différents de sous-espaces vectoriels de C3.
Exercice 1V.3.

a. Soit F Pensemble des (z,v,z) € R3 tels que = + y + z = 0. Justifier que E est
un R-espace vectoriel.

b. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de £ 7
Fy = {(=3X\,)\,2)), A€ R}.
La droite F> engendrée par le vecteur v = (1,1,2).
Fs = vect ((0, —2,9),(2, -1, —1)), Fi={(A+1,A—1,2\), A€ R}.
Ezercice IV.4. Soit E défini par
E= {(ac,y7z) eC® 2c+y—iz :0}.

a. Justifier que E est un C-espace vectoriel.

b. Ecrire ’ensemble des solutions de ’équation 2x + y — iz = 0 sous forme para-
métrique.

c. Donner deux vecteurs qui engendrent F.

Ezercice IV.5. On considére les sous-espaces vectoriels de R? suivants :
— P = {(%Z/w’«') € R3; Tr = 0}7 P, = {(xvyaz) € RB; y:0}7 P, = {(xvyvz) €

R3; z= O}‘
— D, est le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur i= (1,0,0),
— D, est le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur j= (0,1,0),
0

— D est le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur k£ = (0,0, 1),

D, est-il un sous-espace vectoriel de P, (respectivement de P,, de P,)?

. Montrer (au choix) que P, N Py = D, que P, N P, = Dy, que P, N P, = D,.
Montrer (au choix) que D, & Dy = P,, que D, ® D, = P, que D, ® D, = P,.
. Montrer (au choix) que P, + P, = R? que P, + P, = R®, que P, + P, = R®.
Montrer (au choix) que P, ® D, = R? que P, @ D, = R?, que P, ® D, = R?.

® a0 T op

5. Travaux dirigés

Ezercice IV.6. Rappeler la définition d’une famille libre. Déterminer si chacune des
familles suivantes de I’espace vectoriel E est une famille libre.

a. ((—1, ~2,0),(1,3,1), (1, 1, —2)) dans E = R®.
b. ((—i, 1-14,2),(e+1,-2¢,2 - 21)) dans le C-espace vectoriel E = C?.
c. ((1, 2, —1), (4,44, 2), (1,0, 1)) dans le C-espace vectoriel E = C3.

d. (()\,0, 1),(1,-1,X), (0, -1, 2)) dans E = R®, en fonction du paramétre A € R.

Ezercice IV.7. Rappeler la définition d’une famille génératrice d’un espace vectoriel
FE. Les familles de vecteurs suivantes sont-elles génératrices dans 1’espace vectoriel
E indiqué ?

a. ((1,0), (1,1),(1,2), (2,3)) dans E = R2.
b. ((717 1,0), (1,0, 71)) dans E = {(z,y,2) €R® : x +y+2z=0}.

c. ((l,i), (—i,1), (1 +4,i — 1)) dans E = C2.
Ezercice IV.8. Soit K =R ou C, et (@, ¥, W) trois vecteurs d’un K-espace vectoriel
E.
a. Montrer que la famille (i, ¥, W) est libre si et seulement si la famille (@ + 0, @ +
W, U + W) est libre.
b. Que se passe-t-il si I'on remplace la famille (@ + ¥, 4 + @, ¥ + W) par la famille
(@ — ¥,4 — W, ¥ — W) dans Passertion précédente ?
% Ezercice IV.9. Soit n > 2 un entier et F1,...,F, des sous-espaces vectoriels d’un
R-espace vectoriel E. Soit

F=JF.

j=1

On suppose que F' est un sous-espace vectoriel de F/. On se propose de montrer par
récurrence que I'un des espaces vectoriels F; contient tous les autres, i.e.

Jke{l,...,n}, F=Fy.

a (Question de cours). Montrer le résultat dans le cas n = 2.

Dans les questions suivantes, on fixe n > 3 et on suppose le résultat vrai au rang
n — 1. On se donne des sous-espaces vectoriels Fi, ..., F, de E dont la réunion est
un sous-espace vectoriel. Soit
n—1
F'=JF.
j=1

Le résultat est vrai quand F’ C F,,. On suppose donc :

37 € F' t.q. ¢ Fy.

11
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b. Soit & € F. Montrer que &+ AZ est un élément de F), pour au plus une valeur de
X € R. Montrer qu'il existe j € {1,...n — 1} tel que &+ A\Z € F; pour une infinité
de A € R.

c. En utilisant la question précédente, montrer que F’ est un sous-espace vectoriel
de E.

d. Conclure.

6. Exercices a préparer pour le contréle continu

Le controle continu sur ce chapitre portera exclusivement sur des questions de
cours. Soit K =R ou C et E un K-espace vectoriel.

FEzercice IV.10. Rappeler les définitions d’un sous-espace vectoriel de E, d’une
famille libre de F, d’une famille génératrice de F.

Ezercice IV.11. Montrer les propositions 2.1 et 2.23.
Ezercice IV.12. Montrer le lemme utile sur les familles libres (Lemme 3.12 p. 8).

Exercice IV.13. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Démontrer que
F' N G est un sous-espace vectoriel de E.

Ezxercice IV.14. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Donner la définition
de F' 4+ G. Montrer que c’est un sous-espace vectoriel de E.

12



V. Espaces vectoriels de dimension finie

1. Dimension d’'un espace vectoriel

1.a. Définition de la dimension fine

Définition 1.1. On dit que E est de dimension finie quand il admet une famille
génératrice finie. On convient que l'espace vectoriel {0} est de dimension finie, et
que la famille vide est une famille génératrice de {0}.

Nous verrons plus loin que les principaux exemples d’espaces vectoriels étudiés
dans ce cours, les sous-espaces vectoriels de K™, sont tous de dimension finie. Men-
tionnons toutefois qu’il existe des espaces vectoriels qui ne sont pas de dimension
finie : c’est le cas par exemple de 'espace vectoriel des polyndémes sur K. Nous ne
nous intéresserons pas a ce type d’espace vectoriel lors de la premiére année de
licence a I'Institut Galilée.

Ezemple 1.2. L’espace vectoriel K" est de dimension finie : la base canonique de
K™ est une famille génératrice finie.

1.b. Existence de bases

Théoréme 1.3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors E admet une
base. Plus précisément, de toute famille génératrice G on peut extraire une base.

Démonstration. Le cas E = {0} est immédiat. On suppose donc E # {0}.

On rappelle que le cardinal d’une famille F, noté |F|, est le nombre d’éléments
de F.

Soit A I'ensemble des familles libres extraites de G. Puisque G contient des vec-
teurs non nuls (car E # {0}), 'ensemble A n’est pas vide : il contient tous les
singletons (%), oul ¥ est un élément non nul de G. Le cardinal de tout élément de A
est bien str inférieur ou égal au cardinal de G.

Soit £ un élément de A de cardinal maximal, i.e. tel que tout élément de A a un
cardinal inférieur ou égal a celui de £ (un tel élément existe, car une famille majorée
d’entiers naturels a toujours un maximum). C’est, par définition de A, une famille
libre, extraite de G. Montrons que c’est aussi une famille génératrice. La famille
G étant génératrice, il suffit de montrer que tout élément de G s’écrit comme une
combinaison linéaire d’éléments de L.

Soit @ € G. La famille LU(%) est une famille extraite de G, de cardinal strictement
supérieur a £. Par maximalité du cardinal de £ ce n’est pas un élément de A, ce
qui signifie qu’elle est lice. Par le lemme utile sur les familles libres (lemme 3.12 du

Chapitre IV, p. 8), @ € vect(£). On a bien montré que
G C vect L.

On a donc E = vect G C vect L (cf proposition 2.21 du Chapitre IV, p. 6), ce qui
conclut la preuve.

O

Dans la preuve précédente, les bases sont construites comme des familles libres
de cardinal maximal. Cette idée importante est & retenir et réapparaitra dans la
suite du cours.

1.c. Dimension d’un espace vectoriel.

On note E un K-espace vectoriel de dimension finie.

Le théoréme suivant est crucial pour définir la dimension d’un espace vectoriel.
On utilise pour le démontrer un résultat du chapitre II du cours sur les systémes
linéaires.

Théoréme 1.4. Soit F une famille libre et G une famille génératrice de E. Alors
|71 < [9].
Démonstration. On note F = (d1,...,Un) et G = (€1,...,€p). On veut montrer
p > n. On raisonne par ’absurde.

Supposons n > p. Puisque G est une famille génératrice de F, il existe, pour tout
indice j € {1,...,n}, p scalaires aij,...,ap; tels que

p
U; = E A5,5€4.
1=1

(V.1)
Considérons le systéme homogéne
Vi=1..

n
-p, E aijx; =0
j=1

qui a p équations et n inconnues x1,...,r, (donc strictement plus d’inconnues que
d’équations). Ce systéme est équivalent, par la méthode du pivot du chapitre II,
a un systéme homogeéne (donc compatible) sous forme échelonnée réduite ayant n
inconnues et p’ < p < n lignes non nulles : il a donc une infinité de solutions, que

13
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I’on peut décrire par n—p’ paramétres. Notons (z1, ..., Z,) une solution non nulle

de ce systéme. Alors, d’aprés (V.1),

car les p termes entre parenthése dans la somme précédente sont nulles, par défini-
tions des z;. Puisque (u1,...,4,) est libre, on doit avoir z; = ... = z, = 0, une
contradiction. O

On peut maintenant définir la dimension d’un espace vectoriel de dimension finie :

Théoréme et définition 1.5. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors :

i. Toutes les bases de F ont le méme cardinal, appelé dimension de E et noté
dim F.

ii. Le cardinal de toute famille libre de E est inférieur ou égal a dim E.
iii. Le cardinal de toute famille génératrice de E est supérieur ou égal & dim FE.
Démonstration. Les trois points sont conséquences du théoréeme 1.4.

Soit B et B’ deux bases de E. Puisque B est libre et B’ génératrice, le théoréme
1.4 implique |B| < |B’|. De plus, B’ est libre et B est génératrice, donc |B'| < |B|.

D’ou (i).
Les points (ii) et (iii) découlent immédiatement du théoréme 1.4, en utilisant
encore qu’une base est une famille libre et génératrice. O

Ezemples 1.6. On convient que 1’espace vectoriel {6} est de dimension 0 et a pour
base la famille vide 0.

L’espace vectoriel K" est de dimension n sur K : la base canonique a n éléments.

Soit E un espace vectoriel et 4 un vecteur non nul de E. Alors I'espace vectoriel
vect(#@) est de dimension 1 : il a pour base ().

La famille de C? :

F=((1,2,3),(~1,0,),(2,4,2), (V3,i +2,3))

n’est pas une famille libre du C-espace vectoriel C* d’aprés le point (i) : cette
famille a 4 éléments, alors que C* est de dimension 3.

La famille de R* :
G =((1,2,0,4),(-1,1,2,1),(1,0,2, 1))

n’est pas une famille génératrice de R* : elle a trois élément alors que toute famille
génératrice de R* a au moins 4 éléments.

Ezemple 1.7. Soit F une famille libre d’un espace vectoriel E. Alors vect F est un
sous-espace vectoriel de E, qui est de dimension finie : il découle immédiatement
des définitions que F est une base de vect F.
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1.d. Caractérisation des bases

Théoréme 1.8. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit F une famille
de vecteurs de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. F est une base de E.
it. F est une famille libre et |F| = dim E.

1i. F est une famille génératrice et |F| = dim E.

Démonstration. Les implications (i)==(ii) et (i)==-(iii) découlent de la définition
d’une base et du théoréme/définition 1.5.

Notons n = dim E.

Montrons (iii)==(i). Soit F une famille génératrice & n éléments. Alors, par le
théoréme 1.3, il existe une base B de E extraite de F. Mais |B| = n = |F| par le
théoréme/définition 1.5. Donc B = F, et F est une base.

Montrons maintenant (ii)==-(i). Soit F = (#1,...,U,) une famille libre de F &
n éléments. Montrons que F est génératrice. Soit &£ € E. Par le théoréme 1.5, la
famille F U (&) n’est pas libre (elle a n + 1 éléments). Par le lemme utile sur les
familles libres p.8, £ € vect F. On a bien montré que F est génératrice, ce qui
termine la preuve. O

Remarque 1.9. D’aprés les théorémes 1.5 et 1.8, les bases sont les familles libres de
cardinal maximal et les familles génératrices de cardinal minimal.

Remarque 1.10. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. On se donne une
famille F de vecteurs de F, de cardinal n. Alors F est une base de F si et seulement
si F est libre. Dans le cas F = K", il suffit donc, pour déterminer si F est une base,
de savoir si un systéme homogéne de n équations & n inconnues est un systéme de
Cramer (ou encore si la matrice des coefficients du systéme est inversible). On évite
ainsi de résoudre un systéme non-homogeéne (ce que l'on doit faire pour montrer
directement qu’une famille de K" engendre K"). Le lecteur est par exemple invité
a montrer que

((_17 _17 27 _1)7 (17 _17 _17 0)7 (27 1’ _37 1)7 (_27 _27 37 _2))

est une base de R*.

l.e. Théoréme de la base incompléte

On termine cette section sur la dimension finie par un résultat important, le
théoréme de la base incompléte :

Théoréme 1.11. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Soit L =
(@1, ...,Up) une famille libre de E, de cardinal p. Alors p < n et on peut com-

pléter L en une base (U1, ..., Up, Upt1,.-.,Un) de E.



Démonstration. L’inégalité p < n découle du théoréme 1.5. Montrons par récur-
rence descendante sur p € {1,...,n} que toute famille libre de cardinal p peut étre
complétée en une base.

C’est vrai lorsque p = n : par le théoréme 1.8, une famille libre de cardinal n est
une base.

Soit p € {1,...,n — 1}. Supposons le résultat vrai pour les familles libres de
cardinal p + 1. Soit £ = (d1,...,up) une famille libre de cardinal p. Puisque p <
n, £ n’est pas une base. Elle n’est donc pas génératrice, et il existe ipy1 € E
tel que Upy1 ¢ vect L. Par le lemme utile sur les famalles libres 3.12 du chapitre
IV, la famille (@4, ...,dp, Up+1) est libre. Par hypothése de récurrence, on peut la
compléter en une base de F, ce qui termine la preuve. O

FExercice 1.12. Montrer le théoréme de la base incompléte sans utiliser de récur-
rence, en considérant une famille génératrice de cardinal minimal parmi les familles
génératrices complétant la famille G (cf la preuve du théoréme 1.3 pour une idée
proche).

Ezemple 1.13. La famille libre ((1,0,0),(1,1,0)) de R? peut-étre complétée en une
base ((1, 0,0),(1,1,0),(0,0, 1)) de R3. Nous verrons en §2.d une méthode systéma-
tique pour compléter une famille libre en une base.

2. Sous-espaces vectoriels et dimension

2.a. Dimension d’un sous-espace vectoriel

Théoréme 2.1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et F un sous-
espace vectoriel de E. Alors F' est de dimension finie et dim F' < dim E.

Démonstration. Le principe de la preuve est de trouver une base de F', en choisissant
une famille libre maximale de F'. Cela doit bien str rappeler au lecteur la preuve
du théoréme 1.3. On suppose E non réduit a {6}, sinon le résultat est trivial.

Soit n = dim E > 1. On commence par remarquer que toute famille libre de F'
est de cardinal < n. En effet, une telle famille est aussi une famille libre de F, qui
est de dimension n, et le résultat découle du théoréme 1.5, (ii).

Soit

p = max {|£|7 L famille libre de F}

L’entier p est bien défini et inférieur ou égal & n (c’est le maximum d’une famille
non vide d’entiers majorée par m). Soit £ une famille libre de F, de cardinal p.
Montrons que £ engendre F'. On en déduira que £ est une base de F', et donc que
F est de dimension finie p < dim E.

On note £ = Soit ¥ € F. Par définition de p, la famille

(t1,...,Udp, V) n'est pas libre (car c’est une famille de cardinal p + 1 > p). Par
le lemme wutile sur les familles libres p.8, U € vect(U1, ..., Up).

(ul,...,up>.

2. Sous-espaces vectoriels et dimension

Ceci montre que £ engendre F' et donc, comme annoncé, que L est une base de
F. O

Ezxemple 2.2. Tout sous-espace vectoriel de K" est de dimension finie, inférieure ou
égale a n.

Ezemple 2.3. Le sous-espace vectoriel F' de R® d’équation = = y est un sous-espace
vectoriel de dimension 2 (un plan) de R3. En écrivant I'ensemble des solutions de
cette équation sous forme paramétrique, on obtient

F={(z,z,2), (z,2) € R*}
= {2(1,1,0) + 2(0,0,1), (z,2) € R*} = vect ((1,1,0), (0,0,1)).

La famille ((1, 1,0), (0,0, 1)) engendre F. Puisque c’est une famille libre, c’est une
base de F', ce qui montre le résultat annoncé.

Ezercice 2.4. Trouver de la méme maniére une base du plan de C* d’é¢quation
zZ1 = iZ3.

Le seul sous-espace vectoriel de E de dimension dim E est E lui-méme :

Proposition 2.5. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace
vectoriel de méme dimension dim E. Alors E = F.

Démonstration. Soit B une base de F'. Alors B est une famille libre de E, de dimen-
sion dim E. Par le théoréme 1.8, B est une base de E. Donc E = vect(B) = F. O

Définition 2.6. On appelle rang d’une famille 7 de vecteurs la dimension du
sous-espace vectoriel vect F engendré par cette famille. On note rg F le rang de F.

Remarque 2.7. L’espace vectoriel vect F a pour famille génératrice F. D’aprés la
démonstration du théoréme 1.3, toute famille libre extraite de F, de cardinal maxi-
mal est une base de vect F. le rang de F est donc le cardinal maximal que peut
avoir une famille libre extraite de F.

Remarque 2.8. Le rang d’une famille libre est égal a son cardinal.
Ezemple 2.9. Soit
F=((1,0,2),(1,3,4),(2,3,6)).
Calculons le rang de F. La famille ((17 0,2), (1,3, 4)), de cardinal 2 est libre. D’autre
part (1,0,2) + (1, 3,4) = (2,3,6), donc la famille F n’est pas libre. Puisqu’il n’y a

pas de famille libre de cardinal 3 extraite de F, le cardinal maximal d’une famille
libre extraite de F est 2, ce qui démontre que le rang de F est 2.
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V. Espaces vectoriels de dimension finie

2.b. Dimension de la somme de deux sous-espaces vectoriels

Théoréme 2.10. Soit E de dimension finie, F' et G des sous-espaces vectoriels de
E. Alors
dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G).

Corollaire 2.11. Sous les hypothéses du théoréme, si la somme F @ G est directe,
dim(F 4+ G) = dim F + dim G. Si de plus F et G sont supplémentaires dans E,
dim F + dim G = dim E.

Preuve du théoréme 2.10. La démonstration est basée sur la construction d’une
base de F' + G. Elle est a retenir.

On note p la dimension de F, g celle de G et k celle de F N G. On sait (cf
Théoréme 2.1), que k < p et k < g. On se donne une base (€1, ...,€x) de FNG. Par
le théoréme de la base incompléte, on peut compléter cette famille libre en une base
(é1,... 7é’k7ﬁ+1, cee ﬁ,) de F et une base (€1, ...,€k, gk+1,---,Jq) de G. Il suffit de
montrer que A = (€1, ... ,é’k,f—;;H, cee f;,g’kH, ..., 0q) est une base de F'+ G : on
aurait alors que dim(F 4 G) est égal au cardinal de A, soit k+ (p — k) + (¢ — k)
p + q¢ — k comme annoncé.

_ La famille A engendre F' + G : tout vecteur de F' + G s’écrit ¥ = f—|— g avec
feF= vect(él,. ey €y fEt1y - .,fp) et geG= vect(€17. ey Chiy G 1y e e - ,gq)A

Il reste a prouver que la famille A est libre. On se donne des scalaires (z;)i=1,...k,
(Yi)i=k+1,....p €t (Zi)i=k+1,....q tels que

k P q
Z-Tia + Z yz‘fi + Z ziGi = 0.
i=1

i=k+1 i=k+1
On en déduit que Y77, | 2gi = — 3k wE - ) yifi est un élément de
F' NG : le membre de gauche de ’égalité est dans G, le membre de droite dans F'.
Notons (t1,...,tx) les coordonnées de ce vecteur dans la base (e;);=1..x de FNG.

On a donc, par (V.2),

(V.2)

k

p
Z(sz +t;)e + Z yifi = 67

i=1 i=k+1

ce qui implique, la famille (€1, ..., €k, ka, .. .,ﬁ,) étant libre, que yr4+1 = ...

yp = 0. En revenant a (V.2), on obtient

-y €y Jk+1,---,3Jq) est libre, que
Tl = ... = Th = Zkt1 = ... zq = 0. Finalement, tous les coefficients de la
combinaison linéaire (V.2) sont bien nuls, ce qui montre comme annoncé que la
famille A est libre. .

ce qui montre, en utilisant que la famille (éi,..
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Ezemple 2.12. Le théoréme 2.10 donne une information “gratuite” (la dimension)
pour calculer F' + G. Considérons par exemple les deux sous-espaces vectoriels de
R®: F = {(z,y,2) € R® t.q. x = y} et G = vect{(1,1,0),(1,0,1)}. Montrons que
F+G=R>

Pour cela, on remarque que dim F' = 2 (exemple 2.3), dim G = 2 (G est engendré
par une famille libre de dimension 2). De plus dim(F N G) = 1. En effet, si & =
(z,y,2) € G, alors & s’écrit A(1,1,0) + p(1,0,1). De plus, T € F <— z =y <—
i =0.Donc FNG = vect{(1,1,0)} est bien de dimension 1. Par le théoréme 2.10,

dim(F + @) = dim F + dim G — dim(FNG) =242 — 1 = 3 = dimR®.
Par la proposition 2.5, F + G = R3.

2.c. Description des sous-espaces vectoriels de K"

On connait deux fagons de décrire un sous-espace vectoriel F' de K" : comme
I’espace vectoriel engendré par une de ses bases, ou comme ’ensemble des solutions
d’un systéme linéaire homogéne (on parle dans ce deuxiéme cas de description par
des équations cartésiennes, ou simplement de description cartésienne de F). On
explique ici comment passer d’une de ces écritures a 'autre.

Passer d’un systéme d’équations a une base

Soit (S) un systéme linéaire homogéne sur K a n inconnues. L’ensemble F' des
solutions de (S) est un sous-espace vectoriel de K". La méthode du pivot de Gauss,
vue au chapitre II du cours, permet de déterminer une base de F' : on trouve, par
cette méthode, un systéme sous forme échelonnée réduite (S') qui est équivalent
a (S). Soit p’ le nombre de lignes non nulles de (S’). D’aprés le chapitre II, on
peut décrire '’ensemble F avec n — p’ paramétres (les variables libres du systéme).
En mettant en facteur les variables libres dans cette description paramétrique, on
obtient une base de (S’) a n — p’ éléments. ! L’espace vectoriel F' est de dimension
n—yp.

Considérons par exemple I'espace vectoriel

F={(z,y,21) eR* t.qz+2y—t=0et z+2t=0}.

On veut trouver une base et déterminer la dimension de I’espace vectoriel F'. Celui-
ci est décrit par un systéme linéaire qui est déja sous forme échelonnée réduite. Les
variables libres sont y et t, les variables de base x et z. L’ensemble F' est donné par

F={(-2y+ty, —2t1t), (y,t) € R*} = {y(~2,1,0,0) +¢(1,0,-2,1), (y,t) € R?),

ou encore
F = vect {(-2,1,0,0),(1,0,-2,1)).

La famille ((—27 1,0,0), (1,0, -2, 1)) est une base de F.

Le fait que cette famille est libre résulte de la forme échelonnée de (S’).



Passer d’une famille génératrice a un systéme d’équations

Soit maintenant F’ un sous-espace vectoriel de K™ dont on connait une famille
génératrice (f1,..., fr). On cherche une description cartésienne de F. Soit & € K.
On écrit
M) €KE M Nl =T
<= Le systéme (S):)qfl—l—,..—l—)\kﬂ =7,

d’inconnues A1, ..., A\x, est compatible.

ZTeF < 3J(A,...

On transforme alors, par la méthode du pivot, le systéme (S) en un systéme sous
forme échelonnée réduite (S'). La compatibilité des systémes (S) et (S') est équi-
valente & la nullité des membres de droite des lignes de (S’) dont le membre de
gauche est nul, ce qui donne un systéme linéaire sur les coordonnées (x1,...,Zn)
de &, donc une description cartésienne de F'.

Exemple 2.13. Soit F' = vect {(1, 3,—4),(2, -1, —1)). Alors

A4+2u==x
(z,y,2) € F <= 3(\,p) €K t.q. () AN—pu=y
—AXN—pu=1z

Par les opérations (L2) < (L2) — 3(L1), (Ls) < (L3) +4(L1), puis (L3) < (L3) +
(L2), on obtient le systéme sous forme échelonnée réduite, équivalent au systéme

(S) :

A4+2u==x
(S7) ~Tp=y—3z
O=x4+y+=z.

On voit que (S’) admet une solution (A, i) si et seulement si z + y + z = 0, ce qui
donne une description cartésienne de F' :

F={(z,y,2) €ER® t.q.  + y 4+ 2 = 0}.
Pour résumer :

Proposition 2.14. Tout sous-espace vectoriel F' de K" admet une description
cartésienne. Si p = dim F, F s’écrit comme [’ensemble des solutions d’un systéme
homogéne sous forme échelonnée réduite a n inconnues et n — p équations.

En particulier, une droite de K" est ’ensemble des solutions d’un systéme homo-
géne sous forme échelonnée a n — 1 équations. Un sous-espace vectoriel de K" de
dimension n — 1 (un tel sous-espace vectoriel est appelé hyperplan de K™) s’écrit
comme ’ensemble des solutions d’une seule équation linéaire homogéne. En parti-
culier, un plan de R® peut toujours s’écrire comme 'ensemble des (z,y,2) tels que
ax + by + cz = 0 pour un certain triplet de réels non tous nuls (a, b, c).

2. Sous-espaces vectoriels et dimension

2.d. Manipulation de familles de vecteurs de K"
Calcul du rang d’'une famille. Extraction d’une base

On rappelle que le rang d’une famille de vecteurs F de E est la dimension de
I’espace vectoriel engendré par cette famille. Pour rechercher le rang de F, il suffit
donc de trouver une base de vect F. La démonstration facile de la proposition
suivante est laissée au lecteur :

Proposition 2.15. Soit F = (éi,..
une des familles suivantes :
— F' est la famille obtenue & partir de F en échangeant les vecteurs €; et €,
ol j # k.
— F' est la famille obtenue & partir de F en remplacant le j-iéme vecteur €; par
le vecteur €5 + Néi, ou j #k et A € K.
— F' est la famille obtenue a partir de F en remplacant le j-iéme vecteur €; par
le vecteur Aej, ou A € K\ {0}.
Alors vect F = vect F'.

., €x) une famille de vecteurs de E. Soit F'

En d’autres termes, les opérations élémentaires sur les vecteurs (analogues des
opérations élémentaires sur les lignes du chapitre II) ne changent pas vect F.
Lorsque £ = K", on peut alors trouver une base de vect F en appliquant la mé-
thode du pivot de Gauss sur les éléments de F, pour ramener F & une famille de
vecteurs échelonnée, au sens de la définition suivante :

Définition 2.16. Une famille de vecteurs (¥1,...,7,) de R™ est dite échelonnée
lorsque la matrice p X n obtenue en mettant & la i-iéme ligne les coordonnées de ¥;
est échelonnée.

Il est facile de voir que le rang d’une famille de vecteurs échelonnée est égal au
nombre de vecteurs non nuls de cette famille.

FEzemple 2.17. Considérons la famille de R*, F =
((-1,-2,2,3),(0,-1,2,1),(1,1,0,0), (—1,0, -2, —2)). On applique la méthode du
pivot & F :

(_17_272,3) (_17_27273)
(Oa_1a271) uis (07_132a 1)
(0.-1,2,3)  (La)+ (L) "™ (0,002  (Ls)~ (L2)
(0,2,-4,-5)  (La) = (L1) (0,0,0,-3) (La) +2(L2)
La famille F est donc de méme rang que la famille F’ =

((-1,-2,2,3),(0,-1,2,1),(0,0,0,2)), qui est une famille de vecteurs éche-
lonnée. Donc F est de rang 3, et vectF a pour base F'. On peut également
remarquer que par construction de F’, les trois premiers vecteurs de F engendrent
vect F’ et donc que ces trois premiers vecteurs forment une base de vect F, extraite
de la famille F.
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V. Espaces vectoriels de dimension finie

Compléter une famille libre en une base

Soit F une famille libre de K". Par le théoréme de la base incompléte, il existe
une base B de K™ qui compléte F. Pour trouver une telle base, on peut “échelonner”
la famille comme précédemment, a I’aide de la proposition 2.15, puis compléter par
les vecteurs appropriés de la base canonique de K".

Exzemple 2.18. La famille ((—1, -2,2,3),(0,-1,2,1),(0,0,0, 2)) de R*, obtenue plus
haut, est libre et échelonnée. Elle se compléte de maniére triviale en une base
((-1,-2,2,3),(0,-1,2,1),(0,0,1,0),(0,0,0,2)) de R*.

Ezemple 2.19. La famille F = ((1,3,2), (2, —2,3)) de R? est libre. Par opération
(Lz2) < (L2) — 2(L1), on obtient la famille échelonnée F' = ((1,3,2), (0, -8, 1)),
qui vérifie, par la proposition 2.15, vect F = vectF'. On compléte la fa-
mille 7' en une base ((17 3,2),(0,—-8,-1),(0,0, 1)) de R®. On en déduit que
((1,3,2),(2,-2,3),(0,0,1)) est une base de R®, qui compléte F.
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3. Travaux dirigés

FEzercice V.1.

a. Soit F le sous-espace vectoriel de C3 d’équation cartésienne 2x + iy — iz = 0.
Donner la dimension et une base de E.

b. Soit E le sous-espace vectoriel de R* d’équations cartésiennes

xr1+ x2 —x3 + x4 = 0.

{ z1+a3+z24=0

Donner la dimension et une base de E.
FEzercice V.2. On considére les sous-espaces vectoriels E, F, G et H de R? définis
par :

E = {(x,y,z) eR® : x—l—y:Zz}, F = vect ((0,1,0);(2,17—1)),

G = vect ((4,3,-2)), H =vect ((1,1,2)).

Déterminer une base et la dimension de FNG, GNH, ENH, ENF, puis une
base et la dimension de F'+ G, G+ H, E + H, E + F. Déterminer si les espaces
F et G (respectivement G et H; F et H; E et F) sont supplémentaires dans R3.

Exercice V.3. Soit

FE = {(xl,xg,xg,m) ER* . 21 — ot a3 — 14 = 0} , F=vect{(1,2,3,2)}
G = {(xl,xz,x3,x4) ER* . x1+a3=0et 20+ 14 = 0}.
Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F, puis que F' et G sont
supplémentaires dans FE.

Ezercice V.4. Soit (S) un systéme linéaire homogéne a 4 inconnues et 2 équations.
L’ensemble H des solutions de (S) est donc un sous-espace vectoriel de R*. Quelles
sont les dimensions possibles de H ? Donner un exemple de systéme correspondant
a chacune de ces dimensions.

FEzercice V.5. Soit #t = (1,—1,—1), ¥ = (=2,4, 1) et F le sous-espace de R® engendré
par @ et U.
a. Quelle est la dimension de F' 7

b. Fixons (z,v,2) € R A quelle condition sur (z,v, z) le systéme
at + b = (z,y, 2),
d’inconnues réelles a et b est-il compatible 7 En déduire une description cartésienne

de F.

c. Déterminer par un raisonnement analogue une description cartésienne du sous-
espace vect(il, ¥) de C* avec @ = (i,1,—1,0) ¥ = (1, —i,2i,1).
FExercice V.6.

3. Travaux dirigés

a. Résoudre, selon le parameétre A € R, le systéme linéaire suivant :
T+y+2z=0

Nrz+y+2z=0
20+ (A+3)y+22=0.

(S»)

b. Soit E l'espace vectoriel des solutions de (Sy). Déterminer, en distinguant selon
les valeurs de A, une base et la dimension de F.

Ezercice V.7. Donner le rang des familles de vecteurs suivantes. En extraire une
famille libre.

Fi=(21),(=2,-4),(1,2),(5,4), (2,9)),

Fy = ((17,\,2), (1,9,2), (0,072)),

Fo = ((1,2, —9),(2,13,11), (0,3,5)),

selon la valeur du paramétre A € R.

FEzercice V.8. Montrer que les familles suivantes sont libres. Les compléter en une
base de R® (respectivement de R*) :

F={(-1,3,4),(1,2,3)}, G={(2,2,2,-1),(1,1,-1,2)}.

Ezxercice V.9. Soit @1 = (—1,2,0), 42 = (1,3,1), 43 = (1,1, —2).
a. Montrer que B = (1, @2, d3) est une base de R.

b. Exprimer les coordonnées d’un vecteur (z1,z2,z3) de R? dans la base B.

4. Exercices a préparer pour le contrdle continu

Ezercice V.10 (Question de cours). Soit F = (1, ...,d,) une famille libre d’un
espace vectoriel E. Soit ¥ € E. Montrer que F est libre si et seulement si ¢ ¢ vect F.

Ezercice V.11. Soit A un paramétre réel. On considére les deux sous-espaces vec-
toriels suivants de R® :

F:vect((2,)\,/\))7 G:{(x,y,z)€R3 : x+2yfz:0}.

Déterminer selon la valeur du paramétre A une base et la dimensions de FF NG
puis une base et la dimension de F'+ G. A quelle condition sur A ces deux espaces
sont-ils supplémentaires dans R ?

Ezercice V.12. On considére les vecteurs de R* :

i =(2,—-1,1,1), = (4,-1,3,1), w3 =(1,0,1,0).

En utilisant la méthode de l’exercice V.5, donner une description cartésienne du
sous-espace de R* : F' = vect (i1, U2, is).
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V1. Matrices et polynémes en C

Le but de ce court chapitre est de donner les bases pour utiliser matrices et poly-
noémes en programmation. Le langage retenu est le C. Les opérations élémentaires
vues au chapitres précédents (multiplication, évaluation etc.) seront programmées
en TD/TP. La notion de complexité d’un algorithme est introduite en fin de chapitre
et sera étudiée plus en détails dans un chapitre ultérieur.

1. Rappels de base en C

1.a. Code source et exécutable

Votre code source ou programme est un fichier texte, traditionnellement avec une
extension .c, comme code.c. Vous créez et éditez ce fichier texte avec votre éditeur
préféré (gedit, emacs...), qu’il faut ensuite le compiler, i.e., le transformer en un
fichier exécutable par la machine :

gcc code.c -o code

L’exécutable produit s’appelle ici code (le “0” de l'option -o signifie “output”) et on
lance ’exécution par la commande

./code

1.b. Structure type d’un programme

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>

int blublu (int);

int main

{

int i=3;

int j=blublu(3);
return EXIT_SUCCESS;
}

int blublu (int i)
{
return i+1;

}

1.c. Structures de contréle

Elles controlent ’enchainement des instructions de votre code (le “flot”). Il y a le
test d’une expression (ici i==0) :

if (i==0)
printf("i est nul");
else

printf("i n’est pas nul");
La boucle while (tant que) :

while (i>0)
{
i=i-1;

}

Enfin, trés utile pour les matrices ou polynémes qui sont des structures de taille
donnée, la boucle for (pour) itére une partie du code en incrémentant une variable
(compteur) a chaque passage (i++) tant qu’une certaine condition est vérifiée (i<p).
On peut les imbriquer, mais attention & utiliser des compteurs différents !

for (i=0; i<p; i++)

{
for (j=0; j<q; j++)
{
}
}
1.d. Variables

Les variables (y compris les compteurs de boucle for) se déclarent dans la fonction
ou elles sont utilisées. 11 faut préciser leur type : entier int, flottant float. .. Elles
peuvent étre affectées au moment de leur déclaration ou plus tard. On peut éven-
tuellement convertir leur type (cast) dans la limite du raisonnable (typiquement :
de flottant a entier).

int i;
float £=3.14;
i=(int)f;
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Attention : 'ensemble des flottants n’est qu’une approximation du corps des réels
(en particulier, il est fini et n’est pas toujours stable par addition ou multiplication) :
ceci peut parfois étre une source difficile a détecter d’erreurs de calcul.

1l.e. Pointeurs

La mémoire d’un ordinateur est comme une longue rue : la valeur d’une variable
y est rangée dans une case mémoire comme un habitant dans sa maison, et pour
accéder a cette valeur il faut son adresse, laquelle pointe sur cette valeur. L’adresse
d’une variable i est &i, et le contenu de la case a ’adresse P est *P.

int i=5; //la variable i est initialisée & la valeur 5

int* P; //P est une adresse qui pointera sur des entiers (type intx*)
P=&i; //on fait pointer P sur i : P est 1’adresse de i

int j=*P; //j est initialisé par 1l’entier pointé par P et vaut donc 5

Dans ’exemple ci-dessus on aurait pu se passer de P et faire simplement
int j=i;

Mais l'intérét de déclarer un pointeur (une adresse) sur des entiers et d’accéder a
plusieurs entiers voisins dans la mémoire (ce qui sera bien utile pour les matrices) :

int k=%(P+1); // k est initialisé au contenu (inconnu) du voisin de i

Attention cependant & ne pas modifier la mémoire n’importe o1, i.e., en dehors
des cases que vous avez explicitement demandées au systéme (soit en déclarant une
variable, soit via un malloc - memory allocation), sinon c’est le classique et facheux
segmentation fault.

1.f. Divers

Des commentaires peuvent étre mis dans le code du programme, soit entre
/* */ soit sur une ligne aprés //. Ils sont précieux pour qui lira votre programme,
vous au premier chef, n’en soyez pas avare.

Pour construire des exemples en TD/TP, il sera utile se générer des nombres
aléatoires (ici un entier entre 0 et 10) :

int i =(rand() / (double)RAND_MAX * 10);

La commande unix printf est également trés utile (ne serait-ce que pour un
debuggage artisanal). On passe & la ligne suivante avec le caractére \n.

printf ("Un entier %d, un nombre flottant %f\n",i,x);
printf("Le méme flottant avec deux chiffres significatifs %.2f",x);
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2. Matrices et Polynémes

Une matrice est un tableau & deux dimensions stocké dans la mémoire de I’ordi-
nateur. Un polynéme a, X" + ... 4+ ap donné par ses coefficients peut étre stocké
en mémoire comme une matrice avec une ligne et n 4+ 1 colonnes, la i-éme colonne
donnant le coefficient a; du monéme de degré 1.

2.a. Allocation statique

Une premiére facon de manipuler matrices ou polyndémes est de les déclarer en
début de fonction, comme ici un tableau t de deux entiers et un tableau 2 x 3 (une
matrice) m de flottants :

int t[2];
float m[2] [3];

On écrit ou lit dans ces tableaux de fagons trés naturelle :

t[0]=1;
m[1] [2]=t[1];

Remarquons que la numérotation commence a 0 (un tableau de taille n est donc
numéroté de 0 a n — 1).
On peut aussi initialiser les tableaux dés leur création :

int t[2]={1,2};
int m[2] [3]={{1,2,3},{4,5,6}};

Cependant, la taille d’un tableau ainsi défini doit étre définie explicitement dans
le code, i.e., avant compilation, et non par une variable (méme si elle est connue
a l’exécution). En outre, comme toute variable définie dans une fonction, un tel
tableau est “oubli¢” & la fin de la fonction (la mémoire correspondante est allouée
a Pappel de la fonction et libérée a son retour). La fonction suivante, qui semble

pourtant naturelle, est donc doublement incorrecte :

int t[] suite(int n)
{

int t[n];

for (i=0; i<n; i++)
{

t[il=i;

}

return t;



2.b. Allocation dynamique

On remédie au probléme précédent par une allocation dynamique : on demande
au systéme de nous allouer (malloc) un bloc mémoire (dont la taille peut étre
déterminée a lexécution) qui servira a stocker notre tableau. La fonction suite
précédente devient alors possible :

int* suite(int n)

{

int* P = malloc(n*sizeof(int)); // place pour n entiers & l’adresse P
int i; // déclaration nécessaire pour la boucle for

for (i=0; i<n; i++)

{

*(P+i)=i; // valeur i dans le i-éme entier aprés l’adresse P
P[il=i; // écriture simplifiée équivalente

}

return P;

}

On n’oubliera pas de libérer (free) la mémoire allouée quand on ne s’en sert plus
(le compilateur retient tout seul la taille du bloc & libérer - au moins une chose que
C sait faire tout seul). La fonction précédente s’utilisera donc comme suit :

int* P=suite(100);
free(P);
3. Complexité

Un algorithme est une méthode automatique (donc programmable) pour résoudre
un probléme donné (par exemple, multiplier deux matrices entre elles). Il peut y
avoir différents algorithmes pour résoudre un méme probléme. La complezité d’un
algorithme cherche & mesurer son temps d’exécution en fonction de la taille des
données qu'il traite (par exemple, la taille des matrices & multiplier). Pour mesurer
cela, on compte le nombre d’opérations élémentaires (additions, multiplications,
comparaisons. . . ).

Plutét que le nombre exact d’opérations, on veut avoir une idée générale de ce
qui se passe pour des grandes données. Formellement, étant donnée une fonction
f:N — N, on note

O(f(n)) :={g:N—=N| 3k, Vn, g(n) <kf(n)},

et on cherche une fonction f “simple” telle que la complexité soit dans O(f(n)). Par
exemple, si le nombre exact d’opérations est 5n? + 2 log(n) — 5, on se contentera de
de dire qu’il y a O(n?) opérations : la complexité est quadratique.

3. Complexité
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VIl. Quelques techniques en algorithmique

Le chapitre IV a introduit la notion de complexité d’un algorithme. Ici, on pré-
sente deux techniques trés classiques pour définir des algorithmes avec une com-
plexité plus faibles (i.e., plus rapide) : la méthode diviser pour régner et la pro-
grammation dynamique.

1. Diviser pour régner

Alice choisit un nombre entre 1 et 100 que Bob doit deviner. A chaque fois que
Bob se trompe, Alice lui dit si son nombre est plus grand ou plus petit. Quelle
stratégie pour Bob? S’il propose 1 et que Alice dit “plus grand”, il lui restera
encore 99 possibilités. S’il propose 80 et que Alice dit “plus grand”, il ne lui restera
plus que 20 possibilités, mais si elle dit “plus petit” il lui en restera quand méme
79. 11 choisit donc de proposer 50 : qu’Alice dise “plus grand” ou “plus petit”, il ne
lui restera que la moitié des possibilités a tester. Et il utilisera la méme stratégie
sur la moitié restante : & chaque fois proposer le nombre médian. Comme Monsieur
Jourdain faisait de la prose sans le savoir, Bob a fait une recherche dichotomique.

La recherche dichotomique est un des nombreux algorithmes utilisant la méthode

diviser pour régner, qui fonctionne en trois temps :
Diviser : découper un probléme initial en sous-problémes ;
Régner : résoudre les sous-problémes (récursivement ou directement) ;

Combiner : en déduire une solution au probléme initial.

Dans le cas de la recherche dichotomique :
Diviser : Bob découpe en deux l'intervalle de recherche en proposant un nombre ;

Régner : I'un des intervalles est éliminé par la réponse d’Alice, tandis que Bob
relance récursivement sur l'autre (sauf s’il a trouvé le nombre choisi par Alice) ;
Combiner : simplement se rappeler du nombre trouvé.

Pour trouver un nombre entre 1 et n, le nombre C(n) de proposition que Bob doit
faire dans le pire des cas vérifie donc ’équation
n
Cn) =C (5) +1,
ou 1 correspond & la question de Bob et C (%) au nombre de comparaisons effectuées
sur U'intervalle non éliminé par la réponse d’Alice. On calcule alors en itérant :

C(n):c(g)+1:c(%)+2:,,.:c(2ﬁp)+p.

Avec p = logz(n) on a 27 = n et donc C(n) = O(logy(n)) (car C(1) est une
constante). C’est bien mieux que d’essayer les n nombres l'un aprés l'autre !

Un autre exemple classique est le tri : comment classer n nombres du plus petit
au plus grand ? Le t¢ri par insertion consiste a insérer un & un les nombres a leur
place dans un tableau ou ils seront triés. Si, pour insérer un nombre, on le compare &
tous ceux déja dans le tableau trié, alors le nombre maximal C(n) de comparaisons
effectuées sera

C(n) = i k=0(n?).

En utilisant une recherche dichotomique pour insérer chaque nombre & sa place on
diminue le nombre de comparaison :

n—1

C(n) = 3~ O(log, () = O(nlog, (n)).

k=1
On peut aussi réaliser un tri fusion qui repose sur la méthode diviser pour régner :
Diviser : partager les nombres & trier en deux sous-ensembles de méme taille;

Régner : trier récursivement chaque sous-ensemble (rien a faire si un seul
nombre) ;

Combiner : fusionner les deux sous-ensembles triés en un seul ensemble trié.
La fusion de deux ensembles triés se réalise comme suit : & chaque étape on compare
le plus petit élément d’un ensemble avec le plus petit de 'autre et on met le plus
petit dans I’ensemble final. On fait donc au plus autant de comparaisons qu’il y
a de nombres & fusionner. Le nombre C(n) de comparaisons nécessaire a trier un
ensemble de n nombres vérifie donc ’équation

C(n)=2C (g) +n,

ou n correspond au nombre de comparaisons pour fusionner et 2C (%) a celui
nécessaire a trier chacun des deux sous-ensembles. On calcule en itérant :

n n n 2 n n
C(n) = 2C (§)+n =2(2c (Z) + §)+n = 22C (2—2)+2n — ... =2°C (§)+pn
Avec p = logz2(n) on a 2P = n et donc C'(n) = O(nlog,(n)).

11 existe de nombreux autres exemples. En TD/TP on verra comment multiplier
deux matrices n x n avec moins de n® multiplications !
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2. Programmation dynamique

Le concept de programmation dynamique a été introduit au début des années
1950. Comme diviser pour régner, il consiste & résoudre un probléme en le
décomposant en sous-problémes. Mais contrairement & diviser pour régner, ces
sous-problémes ne sont pas toujours indépendants et un méme calcul peut appa-
raitre plusieurs fois. L’idée est alors de stocker les résultats des calculs déja faits

en mémoire et de vérifier, avant de faire tout nouveau calcul, s’il n’a pas déja été fait.

Illustrons ce concept un peu abstrait sur un exemple, celui du rendu de monnaie.
On cherche a rendre n euros avec des piéces de 1, 2 et 5 euros en en utilisant le moins
possible. Soit 7(n) ce nombre minimal de piéces a rendre. Si la premiére piéce que
I'on rend vaut z, il restera ensuite n — x euros & rendre, qu’on pourra rendre avec
r(n — x) piéces (par définition de 7). Avec la premiére piéce, cela fera r(n —z) + 1
piéces. 1l suffit donc d’essayer pour tous les x et de prendre le minimum :
min

T(n) - xe€{1,2,5}

r(n—x)+ 1.

On est donc ramenés a quatre sous-problémes, un pour chaque valeur de x. Mais
ceux-ci ne sont pas indépendants. Par exemple, pour calculer r(n — 1) on va avoir
besoin de r(n — 2), r(n — 3) et r(n — 5), mais on a déja eu besoin de r(n — 2) pour
calculer r(n)! On crée donc un tableau de n cases, et quand on a besoin de r(k)
on regarde dans la k°™° case de ce tableau si la valeur de r(k) y est déja : si oui
on la lit, sinon on la calcule et on met & jour cette case du tableau. En C, avec un
pointeur tab sur une zone mémoire contenant n + 1 entiers nuls, cela donne :

int rendu(int* tab, int n)

{

if (n==1||n==2| |n==5) tab[n]=1;

if (tab[n]>0) return tab[n];

int r=min(rendu(tab,n-1),rendu(tab,n-2));
if (n>5) r=min(c,rendu(tab,n-5));
tab[n]=r+1;

return r+1;

Quid de la complexité de cet algorithme si, par exemple, on la mesure par le
nombre M (n) d’appel a la fonction min? La fagon dont les appels récursifs se font
n’est pas trés claire, mais & chaque fois qu’il y a deux min dans un appel & rendu,
il y a une case du tableau qui est remplie. Or on ne remplit qu’au plus une fois
chacune des n cases de ce tableau. Donc M (n) € O(n) : la complexité est linéaire.
Soulignons que si on n’utilisait pas de tableau pour éviter de refaire plusieurs fois
le méme calcul, la complexité vérifierait :

M(n)=24+Mn—-1)4+ M(n—2)+ M(n—5).
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Ce qui ferait une complexité exponentielle car on montre par induction qu’il existe
c>0et u>1tel que M(n) > cu”. En effet, c’est vrai pour n < 5 quitte a choisir
c assez petit, et si c’est vrai jusqu'a n — 1, alors ¢a ’est pour n si

1

2+un— +Mn—2 _|_un—5 Z //an

ce qui est assuré pour p = 3551,
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