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Corrigé du devoir d’Algebre et Topologie I

Grégory Ginot

Exercice 1 (Produit tensoriel des Z-modules de type fini). Le but de cet ezercice est de
déterminer le produit tensoriel de deux groupes abéliens de type fini.

(1) Montrer qu’il y a un isomorphisme canonique Z/nZ @ Z/mZ = 7] gced(n,m)Z ou ged(n,m)
désigne le plus grand diviseur commun de n et m.

(2) Soit M et N deux groupes abéliens de type fini. En utilisant le théoréme de structure, déterminer
a quel Z-module de type fini est isomorphe M ® N.

Solution 1. (1) On note m : Z/nZ x Z/mZ — 7Z/ged(n,m)Z la “multiplication” (z",7™)
zyeed(m™) - Cette application est bien définie puisque n et m sont nuls dans 7/ ged(n,m)Z.
Elle est aussi bilinéaire. Il suffit maintenant de vérifier que Z/ gcd(n, m)Z est une solution du
probleme universel définissant le produit tensoriel; c’est a dire que toute application bilinéaire
f:Z/nZ xZ/mZ — A vers un groupe abélien A se factorise d’une unique maniere sous la forme
f=gomoug:7Z/ged(n,m)Z — A est linéaire. Par bilinéarité on a

f@Y") =2y f(1,1) = f(zy™, 1) = f(1,79™). (0.1)
)

Soit g : Z/ ged(n, m)Z — A V'application FEedlmm) f(k",1) est bien définie puisque ged(n, m

divise n. Elle est de plus linéaire (puisque f l'est en chaque variable) et satisfait g om = f
n,m)

par (0.1). Réciproquement soit g, linéaire, vérifiant g o m = f. Comme m(En, 1)) = Eng(
I’équation (0.1) donne g(Eng(n’m)) = g(m(En, 1) = f(&™). D’out I'unicité de g.
Conclusion : Z/nZ @ Z/mZ = 7/ ged(n, m)Z.

(2) Le théoréme de structure énonce que M est isomorphe & un unique groupe fini de la forme
ZF L/ Z & ... Z/p.Z ot p1\ps\ ... \p,. De méme N est isomorphe & un unique groupe fini
de la forme Z! @ Z/WZ® ... 7/qsZ ou qi1\g2\ - .. \gs- Comme le produit tensoriel commute a la
somme directe, on en déduit Z' ® M = M'. D’ou en utilisant la question(1),

MeN=ZNe (Z/nZe6...2/pL) @ (Z/ale...2/¢L) e @ Z/ged(pi q)L.
1 <r
Jj <s

Remarque 1. Il n’est pas tres difficile de mettre le groupe abélien trouvé en (2) sous sa forme

canonique; mais ce n’était pas demandé.

Exercice 2. Soit C une catégorie et X,Y deux objets de C. On considere la catégorie Cxy dont les
objets sont les paires (Z 4, X,z Y') de fiéches de C avec la méme source. Un morphisme de Cxy

entre (Z1 Eil X, 7 CIN Y) est la donnée d’un diagramme commutatif



(1) Montrer que Cxy est bien une catégorie.

(2) Montrer le produit X x Y existe dans C si et seulement si la catégorie Cxy a un objet terminal.
Ezxpliciter l'objet terminal quand X X Y existe.

(3) Enoncer et démontrer un résultat analogue pour le coproduit.

Solution 2. (1) Il est clair que Home,, (Z1, Z2) est un sous-ensemble de Hom¢(Z1, Z2) qui contient
I'identité lorsque Zs = Z;. La commutativité du diagramme

X

h1 ho

4y —> Lo —> 73

NP

Y

assure que la composition de morphismes dans la catégorie C induit une composition dans Cxy .
L’associativité découle immédiatement de celle de C.

(2) Un objet terminal de Cxy est une paire (Z; Eid X, Z; 25 Y) telle que pour tout objet (Z ER X,z
Y), il existe une unique diagramme commutatif

L’existence d’un tel diagramme est équivalente a ’existence de h le faisant commuter. Par
conséquent, un objet terminal de Cxy satisfait la propriété universelle du produit X x Y dans
C et réciproquement. L’objet terminal est évidemment X X x xy B2

(3) Une preuve analogue a celle de la question ((2) donne que l'existence du coproduit X H Y dans
C est équivalente & lexistence d’un objet initial dans la catégorie CXY qui a pour objet les

paires (Z L x Z & Y) de fleches de C. Un morphisme de C*Y est la donnée d’un diagramme
commutatif

Exercice 3. Soit G un groupe et k un anneau. On note k[G] le k-module libre de base {g € G}. il
est canoniquement muni d’une structure de k-algébre (non commutative si G n’est pas abélien) par la

formule
> Nigix Yy vih =) Awjgih

dont l'unité est l’élement e € k[G] (on ne demande pas de le démontrer). Si A est une k-algébre,
on note A* le sous-ensemble des éléments inversibles. La structure multiplicative de A donne une
structure de groupe a A*. Montrer que G — k[G] est un foncteur Gps — k — alg de la catégorie
des groupes vers la catégorie des k-algébres (associatives, non nécessairement commutatives) et que
A — A est un foncteur k — alg — Gps. Montrer ensuite que G — k[G|] est adjoint & gauche de
A A,



Solution 3. Pour commencer, vérifions que L : G +— k[G] est un foncteur. Il nous faut définir L(¢)
pour tout morphisme de groupes ¢ : G — H. Une application linéaire dont la source est un module libre
est uniquement déterminée par I'image de sa base. Ceci permet de définir L(¢) : k|G| — k[H| comme
application linéaire vérifiant, pour tout g € G, L(¢)(g9) = ¢(g) € k[H]. On a alors L(Idg) = Idyq
et, pour tout morphisme de groupes ¥ : H — K, L(¢ o ¢)(g9) = ¥(é(g9)) = L(v) (L(qS)(g)) ce qui
garantit que L est un foncteur. Intéressons nous maintenant a R : k —alg — Gps donné, sur les objets,
par R(A) = A*. Si f : A — B est un morphisme d’anneaux unitaires, alors quel que soit a € A*,
1= f(aa™ ') = f(a)f(a™!) ce qui prouve que f(A*) C B*. Et de plus f(aa’) = f(a)f(a’) assure que
la restriction de f & A est un morphisme de groupes. On définit donc R(f) = fiax : A — B*. 1l
est immédiat que R(Id) =1d et R(fog) = R(f)o R(g). En particulier, R ainsi défini est un foncteur.

Démontrons que les foncteurs L, R sont adjoints. C’est a dire qu’il existe un isomorphisme de
Ag
bifoncteurs Homy (L(+), ) ~ Homgps (-, R(+)) . En d’autres termes pour ¢ € Homgps(G, H)
Ad
et f € Homg(A, B) on doit avoir un diagramme commutatif :

Ag(G,A)

Homy,(L(G), A) ~ Homgps(G, R(A))
Ad(G,A)

f*l lR(m

Ag(G,B)

Homy(L(G),B) T~ Homg(G, R(B)) .

T Ad(G,B) (Adj)
L(¢)* Tvﬁ*

Ag(H,B)

Homy(L(H),B) T~ Homgps(H, R(B))
Ad(H,B)

dont les fleches horizontales sont des isomorphismes. Une application linéaire o : k[G] — A est
uniquement déterminée par I'image de sa base; c’est a dire par les a(g) € A. Si en plus « est un
morphisme d’anneaux, alors a(gh) = a(g)a(h) et, en prenant h = ¢g~', on récupeére immédiatement
que la restriction de « a la base de k[G] est un morphisme de groupes. Il en découle que, pour tout
G, A, Ag(G, A)(a) := q)g est un isomorphisme. Son inverse est donné par Ad(G, A)(v) = (Z Aigi —

Z )\Zw(gi)). Il reste a vérifier que c’est bien un isomorphisme de bifoncteurs. On a

Ag(G,B)o fu(a) = (foa)g = flao e = R(f)« 0 Ag(G, A)(a).

La commutativité des autres diagrammes se montre de la méme facon.

Exercice 4 (Utilisation du lemme du serpent). Le but de cet exercice est d’utiliser le lemme du
serpent pour redémontrer des résultats de la feuille de TD 2. Soit A un anneau commutatif unitaire.

(1) (Ezercice 3.(1)) Soit A un anneau et M’ —Ls M =5 M" une suite ezacte de A-modules. Soit N, P
deuz sous-modules de M tels que i *(N) = i *(P) et n(N) = n(P). On suppose que N C P.
Déduire du lemme du serpent que N = P (on pourra considérer coker(N C P)).

(2) (Exercice 4.(3)) Soit A un anneau, M un A-module et N et P des sous-modules de M.

Soit f: NNP— N&P,xv+— (z,x) et g: N&P — N+ P, (y,2) — y — z. Rappelons
que la suite suite 0 — N NP iR N@®P -2 N+ P — 0 est evacte. En déduire en utilisant le
M M M M 0

lemme d ent |’exist d’une suite exacte 0 _—
e u serpen 1stence d’une suite exac —>NmP—>N@P—>N+P—>

. ] 1i—1(N) N L TN
Solution 4. (1) Lasuitei (V) — N — 7w(IN) — 0 est exacte : la surjectivité de N — (V)

est évidente ; de plus kermy = kermr N N = im¢N N = imi;-1(y). On a aussi la méme suite
exacte avec P.



On a donc le diagramme commutatif suivant dans lequel toutes les lignes verticales et les deux
premieres lignes horizontales sont exactes :

Y= () TN

i~1(N) N 7(N) ——=0
|
(P X p TP Py
i
0 - P/N 0
0

On conclut au fait que P/N ~ 0, c’est a dire N = P, grace a 'exactitude de la derniére ligne,
0 — P/N — 0, qui est un des résultats du lemme du serpent puisque P/N = coker(N — P).

(2) On part du diagramme commutatif :

0 M—to oML 0
M MM M
NNP &P N+P
| l l
0 0 0

Le lemme du serpent donne immédiatement 'existence et ’exactitude de la suite cherchée; le
morphsime du serpent § étant ici nul puisque les noyaux sont tous réduits a 0 .

Exercice 5. Soit C une catégorie munie d’un objet initial O et d’un objet final pt. On suppose que
Home (pt, §) est non vide. Montrer que ) = pt, autrement dit qu’il y a un objet nul.

Solution 5. On note h : ) — pt unique élément de Home (0, pt). Soit f € Home(pt, (). Montrons
que foh =1Idy et ho f = Idy. L’application f o h € Home(0,0) qui est réduit & un seul élément
par définition d’un élément initial. Donc c’est I'identité. De méme Homge (pt, pt) est réduit a l'identité;
d’ott ho f = Idp;. Conclusion f est un isomorphisme.



