Master 1 Mathématiques 2008

Corrigé du TD d’algebre et topologie — Feuille de TD 5 :
Complexes dans les catégories abéliennes; objets injectifs et
projectifs; foncteurs Tor et Ext.

Grégory Ginot

Dans les exercices suivants, C désigne une catégorie abélienne, A un anneau (non nécéssairement
commutatif) et k£ un corps de caractéristique 0.

Exercice 1. Soit A £, B-LC et A 7, B 45 ' deus complexes dans C. Montrer que ces deux

suites sont exactes si et seulement si A @ A’ ]ﬂ Be B 999, C @ C' est exacte.

Solution 1. Comme d’habitude, on note py : A® B — A, pp: A®B — Betiy: A— ADB,
ip: B — A® B les applications canoniques. Considérons le diagramme suivant

qui est trivialement commutatif. Toutes les lignes sont exactes, ainsi que les colonnes de droite et
gauche. De plus la colonne du milieu vérifie (g ® ¢')o (f @ f) = go f® g o f = 0; c’est donc un
complexe. Le Lemme des 9 (voir la feuille de TD 2) assure que la colonne du milieu est exacte.

Passons a la réciproque. On suppose que A @ A’ o6 g @ B %% ¢ @ O est exacte. On a un
diagramme communtatif

Ao A P d— " pan

f@f’l fl lf@f’

9bg’ l gl lgEBg’

C@C’—>C Scac.

Attention, les lignes ne sont pas exactes du tout. Pour simplifier la preuve, on raisonne avec des
éléments. Si z € ker(g), on aic(g(r)) = g® ¢ (ip(z)) = 0. Par exactitude, il existe (a,a’) € A® A’ tel
que (f(a), f'(A")) = ip(z). On compose a droite par pg ce qui donne f(a) = b d’ott ker(g) C im(f).
On sait déja que g o f = 0 puisque la suite est un complexe. On a donc montré que A — B — C' est
exacte. On obtient de méme que A’ — B’ — C’ est exacte.

Remarque 1. Il n’est évidemment pas nécessaire de travailler avec des éléments (mais plus simple
et licite d’apres le Théoreme de Mitchell). On peut par exemple remarquer (en travaillant un petit
peu) que ip induit un morphisme ip : ker(g) — ker(g @ ¢') = im(f @ f') et que la composée f o
paoip :ker(B) — im(f) est un isomorphisme canonique. On peut aussi traiter la premiére partie en
remarquant que la somme directe commute avec les limites projectives, donc les noyaux et inductives,
donc aussi les conoyaux (voir I'exercice 2.(3).



Exercice 2. Montrer que la catégorie C(C) des complezes sur C est canoniquement munie d’une
structure abélienne.

Solution 2. La somme directe de complexes est définie par (C* @ D*)" = C" @ D™. On prend dc@®dp
comme différentielle. Il est immédiat que 1’on donne ainsi une structure de catégorie additive a C'(C).
On a déja vu (voir par exemple le lemme du serpent) qu’en prenant ker(f®)" = ker(f™"), on obtient
canoniquement un complexe et de méme pour coker(f*®). Il faut vérifier les propriétés universelles du
noyau et du conoyau. Or si, go f = 0, alors, pour tout n € Z, on a g o f* = 0. Ceci implique que g"
se factorise au travers de coker(f"). On en déduit aisément que g se factorise uniquement au travers
du conoyau. Enfin, 'isomorphisme entre image et coimage et vérifié pour tout n. Donc au niveau du
complexe.

Exercice 3 (Exactitude). (1) Soit I une catégorie. Rappeler pourquoi lim (resp. lim) est exact a

1 1
droite (resp. a gauche). Montrer que lim est exact si I est filtrant. En considérant lim k[x]/(z"),

—

montrer que lim n’est pas exact a droite en général.
—

(2) Montrer que Home (X, —) est exact a gauche. Que dire de Home(—,Y) : C? — Z —mod ¢ En
considérant la surjection canonique k[x] — k — 0, montrer que ces foncteurs ne sont pas exacts
en général.

(3) Montrer que @ est exact ainsi que le foncteur H (ou I est un ensemble).
i€l
(4) Soit N un A-module. Montrer que le foncteur N ® 4 — : A—mod — k—mod est ezact a droite,

mais pas o gauche en général.

Solution 3. Tout est plus ou moins dans le cours; en particulier les contre-exemples sont traités pages
52, 53 du poly.

(1) Les isomorphismes naturels limlim = lim = limlim assure que les limites projectives commutent

— — —

I J IxJ J I
entre elles. Elles sont donc exactes a gauche par définition. Le méme argument donne lim est

exacte a droite. Si I est filtrant, le foncteur lim commute avec les limites projectives finies. Il est

I
donc en plus exact a gauche, donc exact.

(2) L’isomorphisme canonique Home (X, lim(a)) 2 lim Homg (X, o) donne que Home (X, —) est exact
a gauche. Dualement, on obtient que Homc(—,Y) est exact a gauche en tant que foncteur
C? — Set.

(3) La somme directe est isomorphe & la fois & un produit et un coproduit; elle est donc exact a

gauche et a droite. En ce qui concerne le produit (qui est une limite projective), il est exact a

gacuhe. Il est donc suffisant de montrer que si Z; IR X; & Y; — 0 sont des suites exactes, alors

est une suite exacte (c’est & dire de montrer son exactitude a droite). Montrosn la surjectivité de
H fi. Sila suite (y;)ier est un élément de HYi, alors la suite (x;));cr ou pour tout i, fi(z;) = vy;

(un tel x; existe par surjectivité de chaque f;), est un antécédent de (y;);er par H fi- On montre
de méme que kerH fi & imH Ji-
(4) On a vu dans la feuille de TD 2 que N ® 4 — est un adjoint & gauche. Les isomorphismes

Homyg (N®glima, Y) = Hom 4 (lim o, Homg (N, Y)) = lim Hom 4 (o, Homy (N, Y)) 2 lim Homy (N® 4, Y)

assurent que N ®4 — est exact a droite. Notons que cette preuve marche avec tout foncteur
admettant un adjoint a droite.



Exercice 4 (cone d’un morphisme). Soit X*Y* € C(C) deur complexes et f : X* — Y* un
morphisme de complexes. On définit le cone de f par M"(f) = X" T @Y™, Soit dy: M*(f) — ML f)

définie par la matrice [ 7d.X 0 ]
f* dy

(1) Montrer que (M(f),ds) est un objet de C(C), c’est a dire un complexe.

(2) Montrer que M(f) ne dépend (a isomorphisme preés) que de la classe de f dans K(C), la catégorie
homotopique de C.

(3) Construire une suite exacte de complezes

0—-Y*— M*(f) — X°*[1] — 0.

(4) Identifier les morphismes H*(X) — H®*(Y') dans la suite exacte longue associée a la suite ex-
acte courte de la question (3). En déduire que f est un quasi-isomorphisme si et seulement si
H*(M(f)) = 0.

Solution 4. (1) On a (dy o dy)(z,y) = dy(~dx(x),dy(y) + F@) = d&(e), d(y) — Fldx(x)) +
dy f(x) = (0,0) car dx,dy sont de carrés nuls et f est un morphisme de complexes.

(2) Soit f—f" = sdx +dys avec s : X* — Y*~1. On vérifie aisément que le morphisme h = { 51' (1) ]

est un morphisme de C(f) — C(f’). 1l est de plus inversible; d’inverse [ —15' (1) } :

(3) On vérifie que iy : Y* — X*™' @ Y* est un morphisme de complexes, de méme que py :
X*tay* - X*t = X[1]* (rappelons que la différentielle sur le complexe X[1] est —dx). De
plus pxiy = 0, pxix = Id et le noyau de px est im(iy) d’apres I’équation ixpx +iypy = Id.On
en conclut que la suite

0—Y* 2 M ()X 1] 0
est exacte.

(4) 1l suffit de reprendre la construction du morphisme de connexion ¢ dans le lemme du serpent. En
effet, d’apres le cours, la longue suite exacte en homologie s’écrit

LHMY) — HYM(f)) — HY(X[1]) > H™ YY) — ...

avec H"(X[1]) = H""(X). Le morphisme § est le morphisme ker( X" & X"2) = coker(Y™ &
Y™ donné par le lemme du serpent, voir le cours et le TD 2. Précisément, étant donné
z € X" avec dx(z) = 0, 6(z) est obtenu en prenant un antécédent (quelconque) de z par
px, cest a dire h € M(f)™ avec px(h) = z. Puis on prend z € Y tel que iy (y) = ds(h).
On a alors d(x) = [y], ou [y] est 'image de ypar I’application canonique vers le conoyau. Dans
le cas présent, on peut choisir h = (,0). On obtient alors d¢(h) = (0, f(y)). On conclut que

Papplication H"(X[1]) 9, gt (Y) induite dans la longue suite exacte est ’application H™ 1 (f)
induite par f via isomorphisme H™(X[1]) = H"™!(X). Mais f est un quasi-isomorphisme si et
seulement si H*(f) est un isomorphisme. D’apres la suite exacte longue, si H*(f) est un isomor-
phisme alors, H*(M(f)) — H*"(X) est I’application nulle de méme que H*(Y) — H*(M(f))
ce qui par exactitude force H*(M(f)) = 0. réciproquement, si H*(M(f)) = 0, la suite exacte im-
plique immédiatement que H®(f) est un isomorphisme puisqu’elle se réduit a des suites exactes
0— H.(X) — H.(Y) — 0.



Exercice 5. Soit I =]a,b[ un intervalle ouvert.

(1) On note C*(I) l’ensemble des fonctions de I dans R de classe C™° sur I. Soit C* le compleze
0 — C®(I) -5 (1) — 0
ot d(f) = f'. Calculer les modules de cohomologie H°(C®) et H'(C®).

(2) On note C°(I) l’ensemble des fonctions de I dans R de classe C™° sur I a support compact.
(On rappelle que le support d’une fonction f € C(I) est l’adhérence dans I de l’ensemble
{z eI, f(x)+#0}.)Soit C3 le complexe

0 — C(I) 2 C°(1) — 0
ot do(f) = f'. Calculer les modules de cohomologie H°(C?) et H'(C?).

Solution 5. (1) On a H°(C®) = ker(d) et H'(C*) = coker(d). On sait que d(f) = f' = 0 si et
seulement si f’ est constante. Dot H O(C') = R, donnée par les fonctions constantes. De plus
une fonction C* admet toujours une primitive C°°. Donc d est surjective et H(C*®) = 0.

(2) On note I =]a,b[. On a H(C?) = kerd. et H'(C?) = cokerd,. Si d.f = 0 alors f est constante,
mais ici f est a support compact K C [o, 5] C ]a,b] (c’est a dire f = 0 sur Ja, o] U [3,b]). Une
fonction constante f n’est & support compact que si f = 0. D’ott H(C?) = 0.

Intéréssons-nous & H'(C*®). Si g € C°(I) est & support compact K C [a, 3], une primitive de
xX

g est f(z) = / g(t)dt. Le probleme est de déterminer quand cette primitive est & support
a 3 ¥
comapct. On a f =0 sur |a,a] et f = / g(t)dt = / g(t)dt pour tout v’ € [3,b] ; on en déduit
(6% a
b
que f est a support compact, c’est & dire g € imd,, si et seulement si / g(t)dt = 0. Il en résulte
a
b
que HY(C?) ~ R défini par § — / g(t)dt.
a

Exercice 6 (Lemme de Baer). (1) Soit E un A-module injectif. Montrer que E vérifie la condition
susvante :

pour tout idéal I de A, Uapplication Homy(A, E) — Homyu (I, E) est surjective. (0.1)

(2) Soit E un A-module vérifiant la condition (0.1). On se donne un diagramme 0 — N’ LN on
gl

E
note X l’ensemble des couples (P, hp) ot P est un sous-module de N vérifiant f(N') C P C N
et hp : P — E est une extension de g, c’est a dire g = hpo f. On dit que (P,hp) < (Q,hq) si
P CQ et hg/P = hp. Montrer que < est une relation d’ordre partiel.

(38) Montrer qu’un A-module E est injectif si et seulement si il satisfait a la condition (0.1) (on pourra
utiliser le (2) et appliquer le lemme de Zorn).

Solution 6. (1) Si E est injectif, alors comme I s’injecte dans A, on a que tout morphisme I — E se
prolonge en un morphisme A — FE par définition des module injectifs. Ce qui donne la surjectivité
de Hom (A, E) — Homyu(I, E).

(2) On considere le diagramme 0 — N’ 4, N. L'ensemble des couples (P,hp) ou P est un sous-

gl

module de N vérifiant f(N') C Ig C N et hp : P — E est une extension de g est muni de
la relation d’ordre (P,hp) < (Q,hqg) si P C Q et hg/P = hp. On a bien (P,hp) < (P, hy),
si P C @ C R est une suite croissante d’extension, alors, R est une extension de P. De plus
si (P,hp) < (Q,hq) et (Q,hg) < (P, hp) alors P = Q. La relation est donc bien une relation
d’ordre.



(3) Montrons que < vérifie les hypotheses du Lemme de Zorn; c’est a dire que toute sous-famille to-
talement ordonnée admet un élément maximal. Soit (P;, hp,);cs une famille totalement ordonnée
d’éléments de X. (Pour tout i,j € S on a (F;, hp,) X (Pj, hp;) ou (Pj, hp;) = (P, hp,).) On pose
P = U P; et on définit h : P — E par h(z) = hp,(z) si © € P; de sorte que (P,hp) € X.

1€
D’apres le lemme de Zorn, on a donc que X admet un

Supposons, par absurde, que M C N. Il existe donc z € N\ M. Alors P = M + A.xz est un
sous module de N qui contient strictement M. On définit [ = (M : x) ={a € A, a.x € M} qui
est un idéal. Soit v : I — E, l'application y(a) = hps(a.x). D’aprés 'hypothese de I’énoncé il
existe alors ¢ : A — E tel que |1 = 7.

On définit alors hp : P — E par hp(y + a.x) = hy(y) + ¢(a) (ou y € M). Cette définition
est consistante car si y + a.x = 3 + d .z alors (a/ —a)x =y —y € M donc @ —a € I et
pla’ —a) =7(d —a) = hy((d —a).x) = ha(y —y) dott har(y) + w(a) = har(y') + ¢(a’).

On a ainsi obtenu un élément (P, hp) tel que (M, hy;) < (P,hp) ce qui est impossible car
(M, hpr) est maximal. On a donc M = N et un morphisme h : N — E tel que ho f = g. Ceci

étant vrai pour tout diagramme 0 — N’ ER N on a bien montré que E est injectif.

gl
E

Exercice 7 (Les Z-modules Q et Q/Z). Soit M un A-module. On note M le A-module Homz(M,Q/Z).
(1) Montrer que Q est injectif et plat (on pourra utiliser le Lemme de Baer).

(2) Montrer que Q n’est pas projectif, a fortiori non libre.

(3) Montrer que Q/Z est injectif mais pas plat.

(4) i) Montrer que application naturelle Homz (M, N) — Homgz(NY, M) est injective.
ii) Montrer que si N est projectif dans mod — A, alors NV est injectif dans A—mod.

iii) Montrer que pour tout A-module M, il existe un injectif I et un monomorphisme M — I.

Solution 7. (1) Pour montrer I'injectivité de @, on utilise le Lemme de Baer (Exercice 0.1 ci dessus).
11 suffit donc de montrer que pour tout n € N* I'application Homy(Z, Q) — Homgz(nZ, Q) est
n
surjective. Soit donc f € Homgz(nZ, Q) et posons g : Z — Q définie par g(k) = km Clairement
n
9ginz = f. Notons que cette preuve marche encore avec tout Z-module M dans lequel on peut
diviser par tout entier.

La platitude est plus délicate. 'idée est d’utiliser que le produit tensoriel se comporte bien vis a
vis de la localisation par rapport a une partie multiplicative. On va en fait redémeontrer ce qui
nous sert.

x
Si M est un Z-module, on note S~'M le Z-module formé des éléments — avec z € M et n € S
n

x
et dans lequel — = Y & et seulement si Ik € S k(mx —ny) = 0 (c’est a dire si et seulement
n o m

x 0

si mx — ny est un élément de torsion de M). En particulier — = 0 <: 1) si et seulement si z
n

est un élément de torsion. Remarquons que Q = S™1Z.

1
Passons a I’étude de Q ®z M. Déja tout élément de () ®7 M peut s’écrire — ® x avec x € M, car

k n
i 1
E i Q x; = ® Z bi...bi—1a;bjy1...bg.x; |. De plus si x est un élément de torsion
— b; bi...by po
1
alors —®@x =0car 3k € Z* : k.x =0 et alors — @z = e ® k.x = 0. On a une application
n n n



1 T T
naturelle surjective Q ®z M — S~'M définie par — ® z — —. De plus si — = 0 alors z est de
n n n
1
torsion, d’apres (a), et alors — ® = = 0, d’apres (b), ce qui montre qu’on a un isomorphisme
n

1
Q®z M—-S~'M. On retiendra en particulier que — ® z = 0 si et seulement si  est un élément
n

de torsion qui est la propriété dont on a besoin.

Montrons enfin que Q est plat. Soit M’ LM une application injective ; on veut montrer que
lapplication Q ®7 M’ Idﬁf@ ®z M est également injective. Si (Id ®f) <i ® a:) = % ® f(x)=0
alors f(z) est un élément de torsion (avec k.z = 0), mais alors f(k.z) = k.f(x) = 0 donc k.x =0
car f est injective, donc x est aussi un élément de torsion ; on a donc - ® x = 0 ce qui montre

bien l'injectivité de Id ® f.

(2) Montrons maintenant que QQ n’est pas projectif. S’il était projectif alors toute surjection f : M —
@ — 0 serait scindée en vertu du diagramme

P N Q——0.
Q
Considérons ’application surjective g : @ 7 = 7N — Q définie par g((nk)keN*) = %;

cette somme est bien convergente puisqulyon ne considere que des suites avec un nombrléegni de
ni non nuls.. Si g admet une section s : Q — Z™N") alors on doit avoir pour tout n € N* :
s(1) =ns(1/n), d’ou s(1/n) = s(1)/n. Or les coordonnées de s(1) sont des entiers fixés non tous
nuls, donc pour n >> 0 : s(1/n) ¢ ZMN) ce qui est impossible.

(3) L’injectivité de Q/Z se fait exactement comme pour Q en (1). Montrons que Q/Z n’est pas plat.
Considérons I'application f : Z =7 qui est injective. L’application f ® Id : (Q/Z) @z Z —
(Q/Z) 7,7 n’est autre que Papplication Q/Z - Q/Z qui n’est pas injective car f(1/n) =1 =0
dans Q/Z.

(4) i) L’application naturelle Homz (M, N) — Homgz(N", M") est I'application qui envoie f : M —
N sur Papplication qui & ¢ : N — Q/Z associe ¢po f : M — Q/Z. C’est évidemment un
morphisme de Z-modules. Supposons que, quel que soit ¢ : N — Q/Z, on ait ¢po f = 0. I
nous suffit de montrer que f est nulle pour conclure. Soit € im(f). On note Zx C N le
sous-groupe abélien engendré par z. Si x n’est pas de torsion on peut définir ¢ : Zz — Q/Z
par la formule ¢ (x) = 1/2. Si x est de torsion, alors Zz est un groupe cyclique de la forme
Z/mZ. On peut alors définir ¢)(x) = 1/m qui a bien du sens puisque (mx) = m/m =
0 € Q/Z. Dans tous les cas, on a pu définir ¢ : Zzr — Q/Z. Comme Zz — N et que
Q/Z est injectif, alors I'application 1) se prolonge & N tout entier. En particulier c’est une
application non nulle en = € im(f) (sauf si x est de 1-torsion, c’est a dire z = 0). Il en
résulte que v o f est également non nulle sauf si im(f) = {0}. Conclusion : 'application
Homgz (M, N) — Homgz(N", M") est injective.

ii) On utilise I'isomorphisme naturel
Homy (L, Homz(N,Q/Z)) = Homa (N, Homz(L,Q/Z).

Si N est projectif, alors le foncteur Hom 4 (N, Homy(—, Q/Z) est exact comme composée de
foncteurs exacts. Donc le foncteur Hom 4 (L, Homz (N, Q/7Z)) qui lui est isomorphe aussi.

iii) L’idée est d’utiliser la question ii) et le morphisme canonique M — M"Y donné par
m +— (( f:M— Q/Z) — f(m) € Q/Z). Cette application est injective par un raisone-
ment analogue a celui de i). Maintenant, on sait que tout module N est le conoyau d'un

6



module projectif : en effet prenons Py := ®penyA = AW ), c’est & dire les suites in-
dexées par N nulles sauf en un nombre finis de points d’éléments de A. L’application
(xn) € AN Z$n’l’b € N est clairement un épimorphisme de A-module. De plus Py
est libre, donc projectif (voir la question (1) de I'exercice 8). Appliquons ceci & MY. Il
existe P — M"Y — 0 avec P projectif. On a alors 0 — M"YV — P" puisque Homz(—, Q/7Z)
est exact (car Q/7Z est injectif). D’aprés ii), P est injectif et on a, par composition, un
morphisme injectif M — PV.

Remarque 2. Dans la question (4) on ne peut pas remplacer Q/Z par n’importe quel module injectif.
En effet, pour faire marcher le point i) et linjectivité de M — M"Y on utilise que le module Q/Z
admet des éléments de torsion de tout ordre.

Exercice 8 (Platitude dans les A-modules). (1) Montrer qu’un A-module libre est projectif et

plat.

(2) Soit A un anneau et E un A-module. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) E est projectif,
(b) toute suite exacte 0 — M’ — M " E — 0 est scindée,
(c) 1l existe un A-module M’ tel que M’ & E est libre.

(3) Soit 0 — E' — E — E" — 0 une suite exacte de A-modules. Montrer que si E' et E” sont

projectifs alors E [’est aussi.

(4) Montrer qu’un A-module projectif est plat.

(5) Montrer que le produit tensoriel de deux modules projectifs est projectif.

Solution 8. (1) Si M = @ A, on a desisomorphismes naturels

(2)

I

Homy (M, N) = HomA(EBA,N) & @HomA(A,N) & @N.
I I I

Mais comme le foncteur @— est exact, il en est de méme pour Homy (M, —); d’ou M est

I
projectif. Bien sur on peut aussi montrer directement la propriété de factorisation des projectis.

Crest dailleurs utile de savoir le faire : soit M = AY) un module libre et (e;)ier la base canonique
A
19
de M. Considérons le diagramme suivant : N ERN NN ; pour définir un morphisme h :
AD — N il suffit de déterminer les images des éléments de la base ; pour avoir g = ho f il suffit
alors de prendre pour h(e;) un élément de f~!(g(e;)), ce qui montre que A est projectif.

E
| 1de
(a) = (b) Considérons le diagramme : M - E — 0 ; comme E est projectif il existe une
application s : E — M telle que Idg = w o s ; application s est donc une section de 7 ce
qui montre que la suite exacte 0 — M’ — M 5 FE — 0 est scindée.

(b) = (c) Considérons le module libre M = A®) muni de la base canonique (eg)zcp et T
M — E défini par m(e,) = x. Par construction 7 est surjectif. Notons M’ le noyau de 7
de sorte qu’on a une suite exacte 0 — M’ — M -5 E — 0. D’apres (b) cette suite est
scindée, ce qui signifie que M’ @ E ~ M donc M’ @ E est libre.

7



(¢) = (a) Soit M’ un module tel que M’ @& E est libre. A partir du diagramme suivant :
E M oE
L9 | ©:9)

N5 N" =0 on construit le diagramme N L N" - 0. Comme M’ @ E est libre il

existe une application h = (h1,hs) : M'® E — N telle que (0,g) = fo (h1, hs) ; on a alors
une application hy : E — N telle que g = f o hy.

(3) D’apres (b) la suite exacte 0 — E' — E — E” — 0 est scindée, car E” est projectif, d’ott
E~FE' @FE". Or par (c), il existe ", F' tels que E” ® F" et E' ® F’ soient libres. En particulier
E @ (F' @ F") est libre et par (c¢) E est projectif.

(4) 1l suffit de montrer que pour toute injection 0 — N — M, Papplication P ®4 N — P ®4 M est
encore injective (puisque le produit tensoriel est exact a droite). Soit F' tel que P @ F = AD,
On a un diagramme commutatif

PoaN—=(PRAN)®(FaN)—=(P®F)®4 N —= NU)

| |

PoM—=(PRAM)®(FRa M)~ (P®F)®4 M~ pp)

dans lequel toutes les fleches horinzontales sont injectives ainsi que la fleche verticale de droite
(puisque la somme directe est exacte). On en déduit que la composée de P @4 N — P ®4 M
avec la fleche du bas est injective. Il en découle que P ® 4 N — P ®4 M est injective.

(5) Soient Ej et Es des modules projectifs et M| et M. des modules tels que My = M| & E; et
My = Mé @ E soient libres. On sait alors que
My ® My = (M ® My & M{ ® B2 ® By @ M3) © Eq ® By
est libre, donc Fy ® Fs est projectif.

Exercice 9 (Foncteur Tor). Soient A un anneau et I et J deux idéaux de A.

(1) Montrer que Tori (A, A/J) = 0.
In
(2) Montrer que Tori (A/I,A)J) ~ TJJ
(3) Montrer que Torl(DierM;i, N) =2 @jer Tori (M;, N)

Rappelons que le foncteur Torf(M , N) est le foncteur dérivé a gauche du produit tensoriel (qui est

exact a droite). Il se calcule en prenant une résolution projective - - - 4 p=22 p-14 p0ge s (c’est a
dire que 'on a une fleche P — M — 0 telle que - -- — P~ — PY — M — 0 est acyclique; en d’autres
termes H*(P®) = M concentré en degré 0). Précisément, Tor: (M, N) = H *(P* ®4 N,d ®4 Id). Le
calcul des foncteurs Tor;-A (M, N) ne change pas si on prend une résolution de N plutét que de M. Par
définition, on a toujours Tord (M, N) = M @4 N.

Par ailleurs, une propriété fondamentale est que si 0 - A — B — C' — 0 est une suite exacte
courte de R-modules, alors on a une suite exacte longue en cohomologie :

- — Tor¥(M, A) — Tor®(M, B) — Torf(M, C) — Torl (M, A) — Tor® (M,B) — ...
- — Torf (M, C) — Torl(M, A) — Torl (M, B) — Torl(M,C) — 0.

Solution 9. (1) Pour tout A-module M libre, projectif ou plat, le foncteur M ® 4 - est exact, donc
les foncteurs dérivés Torf'(M,-) sont nuls. Comme A est lui-méme libre (de rang 1), on a
Tor{ (A, A/.J) = 0. Bien entendu on peut aussi calculer ces foncteurs en prenant une résolution
projective de A. Ceci est donné par A concentré en degré 0 puisque A est lui méme projectif. On
retrouve immédiatement que Tor!' (4, A/J) = H'(...00 A/J - 00 A)J — A® A/J) =0 si
j #0et A/J pour j = 0. Remarquons, que le module A/.J pourrait étre remplacé par n’importe
quel A-module M dans cette question.



(2) On va utiliser la longue suite exacte en homologie associé a la suite exacte courte

0 [— A —"> A/ —>

On en déduit la suite exacte longue :

Tor (A, A/ J) —= Tor(A/I, A)J) —= T @4 (A)J) 2L Awy (A)T) "L (A/T) ®4 (A)T) —0..

Or Tor{'(A,A)J) =0 et A®4(A/J) ~ A/J. Donc Tori (A/I, A/J) = ker(i ® Id;). Il nous reste
a identifier I ®4 (A/J) et le morphisme ¢ ® Id ;. A cette fin, on utilise 'autre suite exacte courte

0 J
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A—"=A/J 0 qu’on tensorise par I a gauche. On obtient la suite exacte
I®y JIdI—®>iI®A Ay ®a (A/J) —=0 (qui correspond & la partie “Torp (—,—)” de la

suite exacte longue). On rappelle I'isomorphisme : I ® 4 A —— [ défini par 2@y = ry®1 — zy.

On en déduit que la suite exacte précédente est isomorphe d: [ @4 J —— | Y ®a(A)J)—0,
ol I'on a p(x @ y) = xy et ¥(z) = 2 ® 1. On en déduit que I ®4 (A/J) est isomorphe a
I/imy = I/1J. De plus i ® Id; s’identifie ainsi au morphisme ¢ : [/IJ — A/J défini par

¢(z (mod IJ)) =z (mod J). il en découle que Tor{ (A/I,A)J) = ker ¢ = {z (mod 1J), = €
Tetz=0 (mod J)} ={x (mod IJ), z€letzecJ}=(InNJ)/IJ.

(3) Soit Py une résolution de N. On a (PierM;) @4 Py = @Gicr(M; ® 4 Py). Comme la somme directe
est un foncteur exact, elle commute avec les noyaux et conoyaux ; donc avec les foncteurs de
cohomologie. On en déduit H'((@ierM;) @4 PY) = @ier H' (M; ® 4 Py). Bien entendu on aurait
pu, de maniere équivalente, prendre des résolutions P]T/[,- de M et utiliser 'exactitude de la somme
directe pour remarquer que @7 Py, est une résolution de @;e;M;.

Remarque 3. Dans la question(3), on a utilisé la commutation de la somme directe avec noyau
conoyau (et donc image); en d’autres termes son exactitude. On alaissé au lecteur le soin de vérifier
que ces propriétés entrainent bien la commutation avec les foncteurs de cohomologie (définis commme
coker(im — ker)). Une alternative a cette démonstration est la suivante. Soit P — N — 0 un
épimorphisme d’un projectif sur N (ce qui existe d’apres le cours ou la solution de I'exercice 7.4 iii)).
On a alors une suite exacte courte 0 - K — P — N — 0 ou K = ker(P — N). On en déduit une
suite exacte longue en cohomologie

—  Tor"{*Y(@M;p, P) — Tor; (@M, N) — Tor'y (@ My, K) — ...
—  Tory(®Mj, P) — Torl(@M[,N) — (&M;) @4 K — (®M;) @4 P — (OM;) @4 N — 0.

Or Torf ,(&M;, P) = 0 puisque P est projectif. De plus (M;) ®4 L = ®(M; ®4 L) pour tout
module projectif L. Il suit que Torly(®M;, N) = ker((®M;) @4 K — (®M;)®@4 P) = @ ker(M; @4 P —
M; ® 4 K) par exactitude de la somme directe. On a donc obtenu le résultat pour Tor;(BM;, N) et
pour Tory (&M;, L) = (®M;) ®4 L (ce qui était déja connu) et pour tout module N. On peut alors
démontrer la propriété (pour tous les modules N et M;) par récurrence; en effet la suite exacte longue
donne, Torﬁ 1 (®M;,N) = Tor;?(@Mi,K ) pour tout n > 1. L’hypothese de récurrence assure alors
que Tord (&M, K) = @ Tord (M;, K) = @ Tor,4+1(M;, N) et tous ces isomorphismes sont naturels.

Il n’est pas inutile de retenir ’isomorphisme,
T01"7?+1(L,N) = Torﬁ(L, K)

valabe pour tous modules L, N et K tels qu’il existe une suite exacte 0 - N — P — L — 0 ou le
terme du milieu est projectif. Il permet de faire des raisonnements par récurrence.



Exercice 10 (Foncteur Ext). Soit A un anneau, M un A-module et x € A non diviseur de zéro.

(1) Calculer Extl(A/(x), M).

(2) En particulier calculer Ext}(Z/nZ, 7./mZ).

(3) Montrer que Exty (M, [[ V) = [[Exty (M, N;) et Bxt? (dierM;, N) = [ [ Exty(M;, N).
iel iel iel

(4) Montrer qu'un groupe abélien de type fini G est libre si et seulement si Ext}(G,7Z) = 0.

Les modules de cohomologie ExtYy (M, N) peuvent étre définis de deux maniéres différentes. D’une
part, le foncteur Ext’ (M, N) (vu comme foncteur en la variable M) est I'image en M du M€ foncteur
dérivé droit de Hom(—, N) (qui est un foncteur exact a gauche). Il se calcule donc en prenant une
résolution projective - - - 4 p24 p1 2 poge M:; on a alors Ext’y (M, N) = H' (Hom4(P®, N), od)

D’autre part, le foncteur Ext’y(M, N) (vu comme foncteur en la variable N) est aussi I'image
en N du i€ foncteur dérivé a droite de Hom4(M, —) (qui est exact & gauche). Ce dernier se cal-
cule en prenant une résolution injective E° LS Er L de N; on a alors Exty(M,N) =
H' (Homy (M, E®),do). Les deux méthodes de calcul sont indépendantes des résolutions et donnent
le méme résultat. Par définition, on a toujours Ext% (M, N) = Homy (M, N). De plus il est immédiat
que si M est projectif ou N injectif, alors Extifo(M, N) =0.

Solution 10. (1) On construit une résolution projective de A/(z). La multiplication par z est in-
jective par hypothese; on en déduit que la suite 0 — A =5 A — A/(xz) — 0 (ol z* est la
multiplication par x a gauche) est exacte. Comme A est projectif, puisque libre, le complexe

. — 0 — A X5 A est une résolution projective de A (placé en degré 0 bien sur). Il nous
suffit maintenant de calculer la cohomologie du complexe

Hom (A, M) Z5 Homy (A, M) — 0 — 0. .. (0.2)

Or on a un isomorphisme canonique Hom4 (A, M) = M (rappelons que cet isomorphisme est
donné par I’application qui envoie ¢ : A — M sur ¢(1) € M). On en déduit que le complexe (0.2)
est isomorphe au complexe M = M — 0.... Il est maintenant évident que Ext!y(A/(z), M) =
coker(M 5 M) = M/xzM. Notons que tous les autres groupes Extffl(A/(x), M) sont nuls.

(2) D’aprés la question précédente, on a Ext)(Z/nZ,7Z/mZ) est isomorphe &

Z/mZ Z]mZ _ Z/mZ
n(Z/mZ)  (nZ+mZ)/mZ  dZ/mZ

~ 7./dZ

avec d = pged(m,n).

(3) Le raisonnement est identique & celui pour les foncteurs Tory(—, N) de Pexercice 1. On utilise
que le foncteur produit est exact dans A—mod. Si P® est une résolution projective de M, on en
déduit des isomorphismes naturels

H"(Homa(P*, HNi), od) = H"(HHomA(P', N), H od) = HH”(HomA(P°, N;), od)
icl icl icl
le dernier isomorphisme utilisant 1’exactitude (a gauche et a droite) de H On peut aussi raison-
el

ner par récurrence. Appliquons cette méthode au deuxieme exemple. On sait déja que

Ext% (©M;, N) = Homa(©M;, N) & [ [ Homa(M;, N) 2 [ Ext% (M., N).

Supposons avoir démontré Ext’y (&M;, N) = H Ext’y (M;, N) pour un n > 1 et tous modules N,
M;. Montrons ce résultat pour n + 1 et tous modules N, M;. Soit 0 - N — E — L — 0 une
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suite exacte avec E injectif (ce qui existe toujours puisque A—mod admet assez d’injectifs). La
longue suite exacte en cohomologie qui lui est associée donne

- — BExty(®M;, E) — Exty(®M;, L) — Ext’{T (&M;, N) — Ext (@M, E) — ...

Comme E est injectif, on a Ext}(®M;, E) = 0 = Ext’;" (@M, E). On en déduit des isomor-
phismes naturels

Exty " (©M;, N) = Exty (©M;, L) = [ Exty (M;, L) = [ Ext’y (M;, N)

en utilisant I’hypothese de récurrence. Il reste encore & démontrer le cas n = 1. La suite exacte
longue donne alors que Ext!(®M;, N) = coker (EXt%(@MZ’, E) — Ext9(oM;, L)) et on utilise

la commutation de H avec les coker.

,
(4) On utilise le théoreme de structure des groupes abélien de type fini : G ~ ZF ¢ @ Z/n;Z (avec
i=1

ni|ng|---|ny). On a Ext}(Z/nZ,Z) ~ Z/nZ par la question (2) et Ext}(Z,Z) = 0 puisque Z
(celui de gauche !) est libre donc projectif. On déduit de la question (3) que Ext}(G,Z) ~

.
@ Z]n;Z. Le résultat cherché est alors immédiat.
i=1

Exercice 11. Soit A = k[x1,22]. On considére les A-modules M’ = AJ(x1A + x2A), M = AJ(x3 A +
r122A) et M" = A/(z1A).

(1) Montrer que 0 — M’ M — M" — 0 est une suite ezacte non scindée.

(2) Construire des résolutions libres de M' et M" et en déduire les modules Ext’y (M', A), Extly(M", A),
Ext’y (M, A) pour tout i.

(3) Calculer Ext® (k, k) et Tord(k, k).

(4) Calculer la cohomologie du complexe de Koszul de A associée a la suite de morphisme (¢1, p2) ot

61(2) = .z et bals) = oo
€2

Complexes de Koszul et résolutions libres : les complexes de Koszul de suites régulieres four-
nissent des résolutions libres (voir le cours !!!); c’est d’ailleurs un de leur plus importantes propriétés.
Plus précisément si N est un A-module et ¢ = (¢1,...,9,) une suite d’endormophismes N PN
qui commutent deux a deux, le complexe de Koszul K*(N, ¢) associé a la suite ¢ est le complexe
K/(N,p) = N® /\jk”. Rappelons, qu’en notant ey, ..., e, la base canonique de k", alors /\j K"
est le k-module libre sur la base {e;, i, =ej, A---ANej, |1 <ip <ig <--- < i <n}. La relation
e; Nej = —e; Ae; permet de définir e;; A---e;, sans ambiguité pour des suites d’entiers non ordonnées.
La différentielle du complexe de Koszul *(N, ¢) est donnée par

n
d(m X 62‘1.“1',6) = Zgoz(m) Ke; Ney N Nej,.
=1

Attention, le coefficient e; A e;; A --- A e, dans la formule ci-dessus n’est en général pas ordonné (ce
qui introduit des signes nécéssaires pour obtenir que d est bien de carré nul). Si M est projectif (resp.
libre), le complexe de Koszul est donc un complexe de modules projectifs (resp. libres). Lorsque la
suite ¢ est réguliere, c’est a dire que les morphismes induits ¢; : M/(o1(M) + -+ + ¢j—1(M)) —
M/(p1(M)+---+¢;j_1(M)) sont injectifs, alors la cohomologie du complexe de Koszul K*(N, ¢) est
concentré en degré n et de plus H"(K*(N, ¢)) = M/(p1(M) + - - -+ on(M)). En particulier, si M est
projectif (resp. libre), alors le complexe P*(N, ¢)) = K*(N, ¢)[—n] (défini par P*(N, ¢)) = K"™(N, p))
est une résolution projective (resp. libre) de M/(1(M) + -+ + ¢, (M)). Le décalage du degré n’est
bien sur 1a que dans le but de placer M/(¢1(M) + -+ + ¢n(M)) en degré zéro.
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Solution 11. (1) L’idéal Ax; + Az122 de A est dans le noyau de A — A/(z1A), d’ott un morphisme
surjectif M = A/(2?A + z1294) — M" = A/(x1A) — 0. Par ailleurs, on a un morphisme

A5 A — AJ(22A+x120A) ot la premitre floche est la multiplication par z;. Comme on a une
Xx1

inclusion 1 (Az1 + Azg) C (:):%A—i—xlng), on obtient le morphisme M’ = A/(Axy+ Axg) = M.
Ce morphisme est injectif, puisque que, si z1P(x1,x2) = x%Q(:cl,xg) + zi1x9R(x1,22), alors,
P(x1,x9) = 21Q(x1,m2) + x2R(x1,22) € Axy + Axo puisque x1 est non diviseur de 0. Enfin
le noyau de M — M" est z1A/((z2A + x122A)) = im(xz1) par contruction. Donc la suite

0 — M 225 M — M" — 0 est exacte. Notons qu’on a des isomorphismes de k-modules
M =, M = k[zo] @ kaq, M” = k[zs].

Etudions d’un peu plus pres les structures de A-module de M, M’ M”. Comme z1 € (x1A+x2A),
alors I'action de z1 € A sur le A-module M’ = A/(z1A + x2A) est nulle (c’est a dire z1.m” =0
pour tout m” € M”). De méme pour l'action de z; € A sur le A-module M” est nulle. Par
conséquent, I'action de 1 € A sur le A-module M’ @& M” est nulle. En revanche, regardons
I’ action de z; € A sur la classe du polynéme constant 1 € M = A/(z?A + z123A). On a
x1.1 = 21 ¢ (£3A + z129A). Donc l'action de x1 sur M n’est pas nulle. En particulier M n’est
pas isomorphe & M” @ M’ en tant que A-module, et la suite n’est donc pas scindée.

(2) La multiplication par z; (qui est injective) et la multiplication par x2 sont des endomorphismes
de A qui commutent. De plus, la multiplication par xox : A/(x1A) — A/(z1A) est injective.
La suite (z1x,x2x) est donc réguliere. Le complexe de Koszul K*®(A, (z1x,22x))[—2] fournit
donc une résolution libre (puisque A est libre sur lui-méme) de M’ = A/(x1 A + 29 A) qui s’écrit

Simplement
( — X T2 )
(X:)Sl,X:EQ) XI]-

= 0—-A — A A — A (0.3)

De méme le complexe de Koszul de A, (xx1) fournit la résolution libre

XT1

..0—- A= (0.4)

(que l'on a déja rencontré dans l’exercice précédent...).

On peut maintenant calculer les modules Ext’y (M', A) = H' (Homa (K*(A, (z1x,22x))[-2], 4)).
En utilisant le complexe (0.3) et I'isomoprhisme Hom 4 (A", A) = A" donné par (¢ : A" — A)
(w(l,() ...0),v(0,1,)...0),...,9(0,...0, 1)), on obtient le complexe

( X1 )
(X—IQ,X{E1) X$2 A

= 0—-A = TA0A —

—

(0.5)

On obtient alors Extf?’(M’, A) =0, Exty (M’ A) = 0 car (x—x3, xx1) est injective, Ext?4 (M', A) =
Af(21A + 22A) = M'. Si 2P| + 22Q2 = 0, alors Q2 = z1R; et Q1 = z2Rs avec de plus
T129Ro +x129R1 = 0c’est adire Ry = —Ro. Dou P+ Py, = —29R1+x1 Ry € im((x — T2, X.le))

et donc Ext!(M’, A) = 0. De méme, on calcule facilement Extff2(M”,A) =0 = ExtY (M7, A)
et Exty(M”,A) = M.

Pour calculer Ext’ (M, A), on utilise la suite exacte longue associée & la suite exacte 0 — M’ —
M—-M"—0:

0 — BExt% (M7, A) — Ext (M, A0 — BExt%(M', A) — Extly(M”, A) — Extl (M, A) —
Extl (M, A) — Ext}(M”, A) — BExt% (M, A) — Ext4(M', A) — Ext*(M”,A) — ...
- — Bxtly (M”, A) — ExtYy (M, A) — Exty (M’ A) — Extfz'l(M”,A) — ...
En utilisant les calculs précédents on obtient Extffg(M, A) = 0 = ExtY(M,A) ainsi que
Extl (M, A) =2 Exty (M”, A) = M” et Ext% (M, A) = Ext}(M', A) = M’
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(3) Le A-module k est isomorphe & M’. On en a obtenu une résolution libre (0.3) & la question
(2) précédente. 11 suffit donc d’appliquer le foncteur — ®4 k au complexe (0.3) pour obtenir le

complexe
— X T2
®ald
( X1 )

(><x1,><£>)®AId(A®A) ® 4k - A@ak (0.6)

= 0—> ARk

dont la cohomologie est Torf(k:, k). Or la multiplication A® 4 k = k via 'application a® A = a.\.
On en déduit que le complexe (0.6) est isomorphe au complexe

N Y AU Ay AL X

car x1 et o agissent trivialement sur k 2 A/(z1 A4x2A). Il suit que Tory (k, k) = k, Tor{ (k, k) =
k@ k, Tord(k, k) = k et Torfz?,(k:, k) = 0. On obtient par un raisonement similaire

Extl(k,k) =k, Exth(k,k)=k®k, Exti(kk)=ket Ext'T>(k, k) =0.

0
(4) Les morphismes ¢ : z — x%z et ¢o : z — —2z commutent. De plus ¢; est injectif. En re-

Oy

vanche le morphisme induit ¢ : A/p1(A4) — A /2¢>1(A) n’est pas injectif. La suite n’est donc pas
réguliére; elle n’est pas non plus coréguliere. On peut, bien sur, calculer le complexe de Koszul
KC® (A, (¢1, 92)); ce n’est pas si fastidieux, mais pas spécialement passionant. On va plutot, utiliser
la longue suite exacte associée a un comlexe de Koszul; cette méthode est souvent utile ! Rap-
pelons, que le complexe de Koszul K*(N, (¢1,...,¢n)) est isomorphe au cone M(—py)[—1] de
Papplication induite —py, : K*(N, 01,...,0n-1)) — K*(N,¢1,...,9n-1)) (la notation ¢, pour
désigner le morphisme induit par ¢, : N — N est bien sur un abus de language). En particulier
(et c’est peut-étre le plus important) il y a une suite exacte longue en cohomologie :

S Hj(lc.(N7 (‘Pl: . -79071—1))) ﬁ’HjUC.(Nv (9017 cee 79071—1))) —>Hj+1(K.(N7 (‘Pla cee 79071)))

= HIPNKO (N, (1, -y 1)) 25 HIPU (KON, (o1, o)) — HIP (PN, (1, o)) = .

Note (on peut aussi utiliser les applications —¢,, a la place de ¢, dans la suite exacte précédente).
1l est fortement conseillé de lire le poly, paragraphe 3.7 du cours pour plus de détails !
Appliquons cette technique : on en déduit une suite exacte longue

0— HY(K*(A, ¢1,¢2)) — H(K*(A,¢1)) — HY(K*(A, 1)) — H'(K*(A, ¢1, ¢2)) — H'(K*(A, ¢1))
2, HY(K*(A, ¢1)) — HEK* (A, p1, ) — H?*(K* (A, 1)) — ...

Comme ¢ : z — x2z est injective, on sait que H(K®*(A,¢1)) = 0 pour i # 1 et H' (K*(A, ¢1)) =
AJ(22A) = M" = k[xs] ® 21k[xs]. De plus ¢o : A/(x3A) — A/(x?A) est surjective. Son noyau est
formé par les classes des polynoémes divisibles par g, c’est & dire isomorphe & (A/(z3A))/ (22 A/ (23 A) =
AJ(22A + 20A) = k @ x1k. 11 résulte alors immédiatement de la suite exacte longue précédente que
HU(K*(A, ¢1,092)) =0sii#1et HY(K*(A, ¢1,02)) = ker(¢g : A/ (x3A) — AJ(23A)) = k2

Exercice 12 (Algébre de Weyl). Soit W,, = Clz1,..., 2y, 0z, ..., 0x,] la C-algébre non commuta-
tive dont les générateurs vérifient les relations : x;x; = x;x;, O, xj = X0y, et 0y,0z; = 0,0, pour
1 # j et enfin Op,x; = x;0,, + 1.

(1) On considére le cas n = 2. Soit p1 : Wao — Wa, w — wzy et pa : Wy — Wa, w — w0y, .
Construire le complexe de Koszul K*(Wa, (1, p2)) et calculer ses modules de cohomologie.

(2) Soit v; : W,, — Wy, la multiplication par z; (a droite). Montrer que (1, ...,1,) est réguliere et
calculer H*(K*(Why, (¥))j=1..n))-
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(3) On note M le Wy,-module  gauche Wy, /(23,. .., 22) et Q le Wy,-module & droite Wy, /(D .. ., 0n,) Wi
Calculer les groupes Tor}%(Q, M) (on pourra considérer les endomorphismes de W donnés par

la multiplication & droite par z?). .

Solution 12. Cet exercice se résout sans difficulté si 'on a une bonne écriture des éléments de

W,

L’écriture des éléments de W, n’est pas unique car I'anneau n’est pas commutatif. Cependant

les relations entre les générateurs montrent que tout élément de W), peut s’écrire de facon unique

comme combinaison linéaire & coefficient dans C de monémes de la forme z' ... xfy@lﬁ . .8’;2.

Mais aussi de fagon unique comme combinaison linéaire a coefficient dans C de monoémes de la
12

forme 8’;; 85;‘30}1" ...z} ou encore de la forme xi? . .. xf{bﬁi’} . .8’;235211.

(1) Les monomes wé@%lﬁfﬂf forment une base de W5 en tant que C-espace vectoriel.

Par définition, les morphismes ¢ et ¢s commutent, donc on peut former leur complexe de
Koszul. Ce complexe de Koszul K*(W, ¢) est le complexe de C-espaces vectoriels :

O_>W2i>W2€1@W2621>W261/\62—>0

ol u(w) = wrrer + wig, ez et v(ney + Oez) = 0x1 — N0y, .

On remarque que ¢ est injectif (évident d’apres la décomposition des éléments dans la base
choisie) et que coker(¢1) a pour base sur C l'ensemble des classes modulo x des monémes
y'0l0k.

On remarque alors que I’endomorphisme induit par o9 sur coker(y1), cl(w) — cl(wdy) (ou cl(x)
désigne la classe de x dans le quotient) est aussi injectif (d’apres la décomposition des éléments
dans la base de coker(¢1)).

Conclusion : ¢ = (1, p2) est une suite réguliere, donc Ho(K*(W,p)) =0, Hi(K*(W,¢)) =0 et
Hy(K*(W, 9)) = W/(im ¢y + im @3).

Ainsi Hy(K*(W,¢)) est engendré sur C par les classes modulo (z,d,) des monomes y'dY.

Comme y et 0, commutent entre eux on en déduit que Ha(K*(W, )) est isomorphe & un anneau
de polynomes a deux variables a coefficient dans C.

(2) Déja les morphismes 1); commutent entre eux puisque les générateurs z; commutent deux a deux.
On sait que les éléments de W,, s’écrivent de maniére unique comme combinaison linéaire de
monomes de la forme @ii a’;:x:'y ... 11 découle de cet unicité que la multiplication & droite
par x1 est injective. De plus une base (en tant que C-espace vectoriel) de coker(v1) = W, /(W,x1)
est donné par les 3’;} 8;“230;" ...2% (toujours par unicité de la décomposition). Or 1)y est la mul-
tiplication & droite par xo. Il est clair, étant donné la base exhibée sur W,,/(W,,z1) = coker(1);)
que l'application induite 1y : coker(¢;) — coker(¢1) est injective. En itérant ce raisonnement,
on trouve, pour tout & < n — 1, qu'une base de W,,/({1(Wy,) + -+ + i (Wy,)) = W,/ Wyt +
-+« 4+ Whay) est formée par les 8’;; 8§Z T x;’iﬁ et que ¥i4+1 (qui est la multiplication a droite

par xy,) est injective sur W, /(v (Wy) + - - - + ¥ (Wy)).

Conclusion : la suite (¢1,...,%y) est réguliere. Il en découle que la cohomologie du complexe
de Koszul K*(W,,, (¢1,...,1y,)) est nulle en tout degré sauf le degré n et que de plus en degré
n, on a H"(K*(Why, (¥1,...,9%n))) = Wy /(01(Wy) + -+ + ¥ (Wy,)). D’apres 'étude ci dessus,
on a qu'une base de Wy, /(1 (Wy,) + -+ + ¢, (Wy,)) est donné par les mondmes 8’;} . 85:, qui
commutent entre eux. Il en découle que

HZ (K (W, (1, %)) =0,  HY K (W, (1, ... 10))) = kO, - .., On, -

our calculer Tor, ™ (2, M), il su e trouver une résolution libre pour M. Clairement les mor-

3) P lculer TorV(Q, M), il suffit de t ésolution libre p M. Clai t1
phismes @; : W,, — W,, donné par la multiplication & droite par iL'ZQ forment une famille réguliere
de morphismes (le raisonnement est similaire aux questions précédentes). Il en suit qu'une telle
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résolution libre est donnée par le complexe de Koszul K*(W,,, (¢1,...,¢n))[—n]. On en déduit
que Tor¥™(Q, M) = H7 (Q @ /\j k™, d) ou la différentielle d est donnée par la formule .

n
dlw® e i) = Zmaz? ®eiNey N Ae,.

i=1
En tant que C-module, on a Q = Clz, ..., z,] et la multiplication par x? a droite s’identifie avec
la multiplication par z? sur I'algébre polynomiale C[z1,...,z,]. On en conclut que le complexe
Q®k/\j k"™, d) s’identifie au complexe de Koszul K*(Clz1, ..., zy], (p1,...,pn)) ol goi est la mul-

tiplication par x . Cette suite de morphismes est réguliere, d’ou il découle que T or "(Q,M) =0
pour j > 0 et Tory ™ (M) = Q®w, M =2k®kx, ® - & kxp.

Exercice 13. Soit M = k[z,y, z]. Considérons les endomorphismes k-linéaires

0 0

_ I - _ =
(Z)l—*(l’—Fy), 7¢2_*Za a¢3_ax ay

ot * désigne la multiplication. Montrer que les ¢; commutent deuz a deuz, puis calculer la cohomologie

du compleze de Koszul K*® (M, (1, P2, qbg)).

Solution 13. Il est immédiat que ¢o commute avec ¢ et ¢3. Par ailleurs

o1 (d3(aPy?z")) = ¢ (paP~lyle! — qaPyt~lel) = —qaP Tyt 4 (p — q)aPy et 4 paP Tyt
et
P31 (aPy12h)) = a(aPTlyle! + 2Pyt il = —qaP Tyt 4 (p+ 1)aPylel — (g + 1)aPy?z! + paP 1yt
= —qaPtlya! l+( q)zPy? Zb o paPlyatl !

= ¢u(gs(aPy?2"))

Ona M/(¢1(M)) = k[z, 2]. D’olt la suite ¢1, ¢ est réguliere. De plus M/ (¢1(M), ¢o(M)) = k[z, 2] /(23).
Comme y s’identifie & —x dans le quotient M /(¢1(M ), p2(M), on obtient que I'application induite par

o3 sur M/(p1(M), p2(M) est 28—. I est alors clair que (¢1, ¢2,p3) n'est pas réguliere. On calcule
x

alors la cohomologie du complexe de Koszul K* (M , (01, b2, ¢3)) au moyen de la longue suite exacte
. 20 . .
c = HI(K* (M, (1, 62))) == HI(K*(M, (61, 62))) — HITH(K® (M, (91, ¢2, 63))) —

En utilisant que (¢1, ¢2) est réguliere, on obtient que la seule partie non triviale de cette suite est la
suite exacte:

.0 — H2(K*(M, (61, 6, 63))) — K[z, 2]/ (%) 225 klr, 21/ (%) — H3(K*(M, (61, b2, 63))) — 0
et H'(K®*(M, (¢1, 2, ¢3))) = 0 pour i # 2,3. Comme k est de caractéristique 0, I'endomorphisme

2% Ck[z, 2]/(23) — K[z, 2]/(2%) est surjectif, de noyau klz, 2]/(z, 23) = k[2]/(2%) = k @ kz @ k2%, Par

conséquent:

H3(KC* (M, (¢1, ¢a, ¢3))) = 0 et HA(K*(M, (41, P2, ¢3))) = k @ kz @ k2>,

Remarque 4. Dans les trois exercices précédents, on utilise que le corps k est de caractéristique 0

0
essentiellement pour avoir que l'opérateur 5" Alz] — Alz] soit surjectif pour toute k-algebre A. On
2

peut encore faire les calculs en caractéristique positive, mais les résultats sont un peu plus compliqués.
Par exemple, dans ’exercice précédent, supposons que la caractéristique de k est d > 2, alors

H(K*(M, (¢1, ¢2, ¢5))) = Ker (k[z, 2]/ (%) = K[z, 2] /(z)) = k[a", 2°)/(=%).
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. 0
. De méme, un mondéme Ax"z’ est dans I'image de 9% si et seulement si d ne divise pas n + 1 (car d
x

est premier différent de 2). Par conséquent,

1%}

HP(K* (M, (1, ¢2, ¢3))) = coker (k[z, 2]/ (2°) % Ha, 2)/(2%)) 2 e k2", 2%/ (7).

0
Enfin si la caractéristique de k est 2, alors 2— = 0, donc

ox
HP(K* (M, (¢1, 62, 63))) = H* (' (M, (61, $2, ¢3))) = klz, 2°]/(2%).

Exercice 14. Soit M un A-module et p = (¢1. ..., ¢n) n endomorphismes de M qui commutent deux a
deuz. Calculer la cohomologie du complexe de Koszul K*(M, @) sous l’hypothése que ' = (¢1....,¢p)
est une suite réguliere et ©" = (ppt1....,pn) est une suite corégulicre.

Solution 14. Puisque ¢’ = (¢1....,p,) est une suite réguliére, le complexe de Koszul K*(M,¢') a
sa cohomologle concentrée en degre p (c’est & dire nulle en degré différent de p) et HP(K*(M, ') =
M/((pl( )+ (M )) On note M’ = M/((pl(M) + e+ gop(M)) et @pti,...,Pn les endo-

morphismes de M’ induits par la suite coréguliere (¢p41....,¢,). Ces endomorphismes passent au
quotient puisque ,1; commute avec ¢; pour tout ¢,j7 < p. On peut calculer, la cohomologie du
complexe de Koszul K*(M, (¢1,...,¢p, Pp+1) & partir de M’ au moyen de la longue suite exacte en

cohomologie relaint ce complexe de Koszul a K*(M, ¢"). Comme dans 'exercice précédent, on obtient
que H?(K*(M, (1, .., ¢p, ©p+1)) = 0 pour j # p,p+ 1 et une suite exacte

0 — HP(K*(M, (1, -, 9pr pi1)) — M 230 MY — HPFL K (M, (g1, 9ps 0p11)) — 0.

Par hypothese, pp11 : M — M est un épimorphisme. Il en résulte que I'application induite @p11 :
M’ — M’ est aussi un épimorphisme (on peut remarquer que c’est une toute petite conséquence
du lemme du serpent...). Par conséquent on obtient HPT(K*(M, (¢1,...,9p, ¢pi1)) = 0 ainsi que
HP(K*(M, (01, ., ¢p,op+1)) = ker(@pi1). En itérant le raisonnement et en utilisant que la suite ¢”
est coréguliere, on montre que

12

HP(K*(M, (¢))) = ker(@p41) N -+ Nker(@n) et H7P(K*(M, (¢))) = 0.
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