Master 1 Mathématiques 2008

Corrigé de la feuille de TD n°6 d’algebre et topologie :
Faisceaux abéliens

Grégory Ginot

Dans cette feuille d’exercices, k désigne un anneau commutatif unitaire. On notera hom(F, G)
I'ensemble des morphismes de faisceaux. On notera aussi Hom(F, G) (avec un H majuscule curviligne)
le faisceau des morphismes de faisceaux.

Exercice 1 (Quelques exemples). Soit X un espace topologique et M un k-module.

1) Faisceau constant Ezpliciter le faisceau constant Mx associé au préfaisceau U — M sur X =
R X Z. Que peut-on-dire de Mx en général ?

2) ”skyscraper sheaf” Soit x € X. Pour tout ouvert U C X, on définit S,(U) = {0} sixz ¢ U et
S:(U)=M sixecU. SiU CV, on définit une fonction de restriction pyy : Sz(V) — Sz(U)
par Uidentité si x € U et Uapplication nulle sinon. Montrer que U — S, (U) est un faisceau de
k-modules.

3) On suppose X =R. On note F(U) ={f:U — R/ f est continue, bornée}. Montrer que F' définit
un préfaisceau séparé sur R mais pas un faisceau.

4) Soit X ={1,2,...,n} muni de la topologie discréte. Pour tout sous-ensemble I = {iy < --- <iys}
(ot # désigne le cardinal), on définit F(I) = M (#1,k) (le k-espace vectoriel des matrices carrées
de taille #1). Si J C I, on définit pjcr : M@#D?* _, pp#J)? par la projection sur les matrices
de taille #J obtenue en ne gardant que les lignes et colonnes indexées par des éléments de J.
Montrer que F est un préfaisceau mais n’est pas séparé (et donc n’est pas un faisceau,).

Solution 1. 1) Par définition, My est le faisceau associé au préfaisceau My défini par Mx (U) = M
pour tout ouvert U (non-vide). Comme le foncteur de faisceautisation est adjoint & gauche du
foncteur oubli, un morphisme ¢ : Mx = Mx" — G est uniquement déterminé par la donnée
d’un morphisme de préfaisceau ¢ : Mx — G. De plus ¢ est un isomorphisme si et suelement si
¢z = ¢, : M — G est un isomorphisme de k-moduels pour tout = € X.

Ces préliminaires étant dit, occupons nous du cas X = RxZ. Tout ouvert U C R XZ s’écrit d’une

manieére unique comme une réunion disjointe d’ouverts connexes H Ui j avec § C P(Z) (3
(4,4)€T%J

et J dépendent, bien entendu, de J). Plus précisément chaque U; ; est un intervalle de la forme

Ui j =la;,bj[x{j} avec j € Z et a; < b;. Montrons que Mx est isomorphe au faisceau Loc défini

par

U~ Loc(U)={f:U— M/ f est constante sur chaque U; ;}.
Pour cela, il suffit de montrer que
i) Loc est bien un faisceau;

ii) il y a un morphisme naturel de préfaisceau A : Mx — Loc;

iii) pour tout x € X, A, : M = Mx, — Loc, est un isomorphisme.



Par restriction de fonctions, on voit que Loc est un préfaisceau (c’est un sous-préfaisceau du
préfaisceau des fonctions a valeur dans M). Il est aussi immédiat que F' est séparé. Enfin soit
U= U U}, est un recouvrement, et (si) des sections de Loc(Uy) compatibles. Toute composante

ker

connexe V de U est une réunion de composantes connexes (Uy);; des Uy non deux a deux
disjointes. On en déduit que les restrictions sk (), , € Loc((Ug);,;) sont égales entre elles. On
peut donc définir s € Loc(U) comme la fonction qui, sur chaque composante connexe V', est
constante égale a sy, (pour un (Ug);; C V quelconque); par construction on a sy, )si ce
qui acheve de prouver que Loc est un faisceau.

Le morphisme A : Mx — Loc identifie tout élément m de M avec la fonction (globalement)
constante U > z +— m. Clest trivialement un morphisme de préfaisceau. Montrons iii); soit
z = (s,n) € X = R x Z. Alors tout ouvert U > x a une unique composante connexe U, > z
qui est un ouvert. On en déduit que I’on a un isomorphisme lim Loc(V) = lim Loc(U) ou les

Z‘ZV lng

ouverts dans la limite de gauche sont supposés connexes. Or pour V connexe, A(V) : Mx (V) =
M — Loc(V) 2 M est un isomorphisme par construction. Il suit que A, est un isomorphisme

pour tout z € X. Ce qui conclut la preuve.

On peut, de la méme fagon montrer que pour tout espace X, Mx(U) = {f : U — X/
f est localement constante}. et en particulier, f est constante sur chaque composante connexe.

2) Si (U;)ier est une famille d’ouverts, alors I = JH K ou J est 'ensemble des i € I tel que x € Uj.
En particulier si 4, j € I, on a U;NU; 3 x et Sp(U;) — Sx(U; NUj;) est l'identité. Sii € K, alor
spour tou j € I, on a x ¢ U; NUj et S,(U;NU;) = {0}. il en découle que S, est un faisceau.

3) F est clairement un sous-préfaisceau du faisceau des fonctions continues sur X. En particulier,
c’est un préfaisceau et il est séparé. Montrons que ce n’est pas un faisceau. la fonction identité
restreinte aux ouverts | —n, n[ pour tout n € N est dans F'(] —n, n[). Mais cette fonction n’est pas
bornée sur R = U} —n,n[; on en déduit qu’il n’existe pas de section globale qui se restreignent en
I'identité sur tout ouvert | —n, n| contredisant I’asiome S2 des faisceaux (notons que si une telle
section existait, elle coinciderait nécéssairement avec celle définie sur le faisceau des fonctions
continues...).

4) On montre facilement que F' est un préfaisceau puisque un ouvert de X est une partie de {1,...,n}.

Soit 'ouvert {1}U{2} = {1,2} € X. La matrice (1) 0
dont les restrictions a F'({1}) et F'({2}) sont nulles. Par conséquent F' n’est pas séparé.

L ) est une section non nulle de F'({1,2})

Exercice 2 (Morphismes de faisceaux et recollement). Soient X un espace topologique et X =

U X; un recouvrement de X par des ouverts. Nous noterons X;; = X; N X et X, = X; N X; N X

€T

(1) Soient F,G € Mod(kx) deux faisceauz. On suppose donné, pour chaque i € J, un morphisme
Vi € hom(F|Xi,G|Xi) tels que ¥(i,7) € 3% . Montrer qu’il existe un unique
¢ € hom(F,G) tel que Py, = Pi-

Ix;nx; — (p]'|XinX]-

(2) Montrer que si les ; sont des isomorphismes, alors ¢ est un isomorphisme.

(3) On se donne maintenant, pour chaquei € J, un faisceau F; sur X; et pour chaque couple (i, j) € 32

un isomorphisme p;j : Fy . — F . Pour tout ouvert U de X on définit :
ij ij

Py HFl(XZ N U) —>HF1(X” N U)
i€d (i,)€7?

(s0)ies = (Silx, o0 = P (Si1x,00)) e

et on pose F(U) = ker ®;. Montrer que F' est un faisceau.



(4) On suppose désormais que pour tout i € J on a @i = Idp, et que pour tout (i,j,k) € J° on a

%‘j\x”k ° Spjk|xijk = @ik|xijk-

»i
i) Montrer pour tout i € J existence d’un unique isomorphisme de faisceau F; LF]X. tel

que pour tout (i,7) € I° on ait : Pilx,, © Pis = Pilx,,

i1) Soit G est un faisceau sur X ; on suppose que pour tout i € J il existe un isomorphisme
hi
F; =G\, et que pour tout (i,j) € 3% on a Vi = Vily, ©ij ; montrer qu'il existe un
i ij ij

unique isomorphisme F 2, G tel que pour tout i €T on ait P; =y, o p;.
(On dit que F est le recollement des faisceauz F; a laide des isomorphismes ¢;j.)

(5) On suppose maintenant donné, pour chaque i € J, un homéomorphisme h; : U; — V; un ouvert
de R™ tel que pour tout i,j € 3, on a hjoh; ' : hi(Uij) — h;(Us;) soit de classe C™ (en d’autres
termes on suppose que X est une variété et que la famille (X;);c5 en est un atlas C™).

i) Montrer que (h;').C™(V;) est un faisceau sur U; et que C™(M) est le recollement des
(hi ) C>(Vi).

ii) On DR(V) le compleve de De Rham d’un ouvert V. C R™. Montrer que les faisceauz (h; ')« DR(V;)
se recollent. On note DR(M) leur recollement. On 'appelle compleze de de Rham de M.

iii) Montrer que la différentielle de De Rham sur les ouverts de R™ s’étend en une différentielle

sur DR(M).

Solution 2. (1) On rappelle que F' est un faisceau de k-espace vectoriel sur X si et seulement si
pour toute famille d’ouvert (U;);e3, on a un isomorphisme naturel

F(UU) >~ ker [ [[F (@) “ [ Fwenwy (2.1)

i€ i€ PD 113

ol pg : H FU;) — H F(UpNUj) est application canonique induite par les morphismes pg .
i€ k€T
lu,ny,

HF(Ul) — F(Uy) =—" F(UrNU) (pour tout k,l € 7). La notation |y; F(U) — F(V), pour

1€J

deux ouverts V C U, désigne évidemment le morphisme de restriction. De méme, le morphisme
lu,noy,

pp est induit par les morphismes pp 1 : HF(Uz) — F(U;) —" F(UxNU;). Bien entendu,
i€J

il faut comprendre la notation ker comme le noyau ker(pg, pp) d’une paire de morphismes (voir

le poly !). Comme la catégorie des préfaisceaux (abélien) est abélienne, ce noyau s’identifie avec

ker(pe — pp). En particulier, si on raisonne en termes de sections, ’équation (2.1) est équivalente

a l'exactitude de la suite suivante :

0——F (U Ui> HHF(Ui)%HF(UimUj) (2.2)

i€J i€J (i,5)€7?

S——> (S|UZ~ )iEj

(8i)ieyt—> (SiIUimUj - SjIUimUj)(i,j)€j2

Soit alors U un ouvert et pour tout ¢ € J: U; = X; NU. En particulier, Vi € J : ¢;(U;) est bien
défini. Comme de plus Y(i, j) € 3% : (U; NU;) = ;(U; NU;) = ¢;(U; NU;), on a un diagramme
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commutatif dans lequel les lignes horizontales sont exactes :

0—=F(U)—=[[Fw) 2= ] Fwinu)) (2.3)
i€J (i,5)€F?
o(U). (e:0) ., (CAA)

v
0—=GU) —[[cw) ==+ ] Gwinuy)
1€J (1,)€7?
L’application pointillée, que I'on note ¢(U), est 'application canonique induite par I'identification
de F(U) et G(U) avec les noyaux des deux fleches horizontales de gauche.

Il reste a vérifier que ¢ ainsi construit est bien un morphisme de faisceaux. Pour cela il faut que
pour tous ouverts U D V de X le diagramme suivant soit commutatif :

lv

—F(V)
@(U)l lsﬂ(V)
GU) T>G(V)

Ce qui est une conséquence immédiate du fait que ¢ est canonique.

Plus précisément, on observe le diagramme suivant, dans lequel tous les carrés — et les par-
allélogrammes — sont commutatifs sauf a priori le parallélogramme en pointillé a gauche :

PU)—2 - [[FWy)

7

1€7
s 4 I 1 B3
4 Y
s a2
A e 1 L
. 7 , o €T
Y v
ya Ve
F(V)—"——][F(V) %,
! s i€
| B2 / s 3 iﬂ‘l
Y £ o
G(V)—=—]]c(v)
1€7

(Dans ce diagramme les morphismes notés «;, ; et y; sont donnés par construction qui précede.)

On veut justement vérifier que (B2 0 1 = 3 0 B1 ; comme ay est injectif, il suffit de vérifier que
Q40 By 07vy] =y 0730 ; ceci est immédiat :
agofroy =fioazoy =f10vo0a; =y0f30a; =y 0a20B =as0v30 3
Ceci montre donc que ¢ est un morphisme de faisceaux.
De plus si U C X;, alors U; = U et on a alors un carré commutatif, extrait du diagramme qui

détermine p(U) :
F(U) — F(U;)

w(U)J( lw(Ui)
G(U) —G(U;)

ce qui montre que ¢(U) = ¢;(U). Ainsi pour tout i € J on a ¢, = ¢;.
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2) Le morphisme de faisceaux ¢ est déterminé par le diagramme commutatif (2.3) ci-dessus. Par le
¥
lemme des 5, p(U) est alors un isomorphisme pour tout U, d’out ¢, aussi pour tout z € X. En
particulier ¢ est un isomorphisme.

3) Commengons par montrer que F' est un préfaisceau. Comme (;; est un morphisme de faisceaux,
J
on en déduit que I'application I_IF(XZ n-) £D, H F(Xk N —) induite par les morphismes

i€ k€T
HFi(Xi Nn—) — F(X;n-) ‘Xk—m; F(Xpn—) hills Fip(Xr N X;NU) est un morphisme de
i€J
faisceaux. De méme les compositions H Fi(X;in—) — F(XxN-) ‘Xk—mf Fi (XN —) induisent
i€J
un morphisme de faiceaux g : H F(X;n-) % H F (X N—). La catégorie des préfaisceaux
i€J k,led

étant abélienne, elle admet des noyaux et il est immédiat par définition, que pour tout U,

F(U) = ker HF(Xm—)%D 1 F(xun—) | @). (2.4)
i€d G kled

Ceci identifie donc F' avec un préfaisceau.

Soit (Ug)reg une famille d’ouvert de X ; on note Uy, = U N U; ; on considere le diagramme
commutatif suivant, dans lequel les lignes sont des suites exactes données par la définition de F,
el les deux colonnes de droite des suites exactes car les F; sont des faisceaux :

0 0 0
|
|
y
OHF(U Uk> *>HFZ<X¢Q U Uk> *>HFl<XU N U Uk>
kelﬁ i€J kegr (4,5)€7? ker
|
v
00— [[F (W) [15xinuy) [[F:(xi; nUw)
ker | €T (i,j)EjQ
| keER kER
v
04>HF(U1§1) HFi(Xi N Up) HFi(Xz'j NUw)
(k)2 1€J (4,5)€72
(k,)es? (k,)ER2

On en déduit 'exactitude de la suite :

0—>F<U Uk> —_— HF(U]C)H HF(Ukl)

keR ker (k,l)eR2?

s (5|, Jkes

(Sk)kes — (Sklukl - Sl\ukl)(kyl)eﬁ

L’existence et 'exactitude de la suite pointillée sont alors une conséquence immédiate du lemme
du serpent. Donc F' est un faisceau.

(4) i) On fixe iy € J. On utilise les notations de la question (3). On commence par définir un
morphisme de faisceaux Fj, — F] Xig = ker(oc—vp)) Xig- D’apres la propriété universelle du

Ix;n— Piig

produit, les applications Fj,(—) — Fj,(X; N —) — F;(X; N —) induisent un morphisme



de faisceaux v;, : Fj, — HE(Xz N —). De plus, comme @i; © ©ii, = Priy, o0 obtient
1€J

D © iy = PG © Vip ce qui assure que 7;, est en fait un morphisme v;, : Fi, — F| Xy

On définit maintenant un morphisme ¢;; : F] X F;,. Pour tout U C Xj,, on a F;,(X;, N
U) = F;,(U). On en déduit que le morphisme canonique 1_‘[FZ(XZ N—) — Fi,(X; N —)

1€J

induit un morphisme ¢;, : F| Xig F;, par restriction aux ouverts de Xj,. Il est clair que
Pig © Vig = Pigio = 1, par énoncé; en particulier v;, est injective.

Il reste a montrer la surjectivité. Si U C X, et si (s;)iez € F(U) (avec s; € Fy(X; NU))
alors, d’apres la définition de F'(U), on a pour tout ¢ € J : Silx, g = ©i o ( ; or
U C X, donc X;,;,,NU = X; NU d’ou Silx. . nv = Silx,au = Si €t 8 et

1,30 7

donc pour tout 2 € J on a : 5; = ¢; (si0|XmU). Il suit immédiatement que v;, o ;, = Id. 11
existe donc, pour tout ¢, un isomorphisme de faisceaux F; = Fjy,.

Siolxi’iOnU)

olx; onv = Sio|x,;nU

ii) Il suffit d’appliquer les questions (1), (2) aux morphismes ; o gpi_l : . — G| . Pour tout
S A2 —1 ~1 —1
(i,7) € T on i = Wil oPij = Vil °Pyly, OPilx,, done (V5005 )iy, = (Viog; iy, 3

il existe donc un unique morphisme ¢ : F' — G tel que pour tout ¢ € J on ait ¢, = wiogpi_l.

5) i) On sait que C°(V;) est un faisceau sur l'espace V;. Comme ol Vi — U est continue,
(2
(h; 1).C>(V;) est un faisceau sur U; (voir le cours pour la définition de 'image directe d’un
faisceau).

Rappelons que C°°(M) est le faisceau Op(M)? 5 U — {f : U — R avec f de classe C*}.
Rappelons (7) aussi qu'une fonction continue f : M — R est dite de classe C™ si les
fonctions f o h; L'R" 5V, —» R sont C® (ceci est alors d’ailleurs vrai pour tout atlas
C°° compatible). La méme définition s’applique & un ouvert U de M. On remarque que
le R-espace vectoriel des fonctions C*(M) est égal a I'(M,C°°(M)) avec nos notations.
Pour appliquer la question (4).ii) il faut montrer que pour tout i le faisceau C*(M),y,
est isomorphe & (h;1).C*(V;). Or pour tout U C U;, on a f = (f o h; ') o h;. Comme
(hy DO (V;)(U) = {g : hi(U) — R} de classe C°°, on en déduit que f — f o h; ' induit
un isomorphisme ¢; : (h;1).C®(V;) = C® (M),

2

On remarque que, pour toute section s dans (h;l)*C’oo(Vi), on a
i, (8) = s 0 by, = s0 by, © (hi ' o hj)u, = e, © #ij(s)

en notant ;; : s+ s0 (h;1 o hj)|Uij- Il est clair d’apres le raisonement précédent que ¢;;
est un isomorphisme de faisceau et de plus ¢;; = Id et ¢;; 0 pjr = @;r. Les hypotheses de
la question (4) sont alors satisfaites et par unicité, le recollement des (h;').C°(V;) est
canoniquement isomorphe a C*°(M).

ii) Le complexe de De Rham (faisceautique) DR(V') est un faisceau sur l'espace topologique V/
a valeur dans la catégorie des complexes de k-espaces vectoriels. Il est obtenu comme com-
plexe de Koszul K° (C’OO(U )y (O, -y 8n))du faisceau C*°(U) par rapport aux morphismes
1, ...,0, définis par (0;f)(z1,...,zy) = 6—(351, ..., xy); il est aisé de vérifier que 0; est

T
bien un morphisme de faisceau (remarque : la suite (9;) est coréguliere). Les isomorphismes
©ij (hj_l)*C'oo(Vj)Wij = (7 H.C®(Vh) v,; de la question ii) précédente induisent des iso-
morphismes @;; : (hj_l)*DR(V})‘UU = (hz-_l)*DR(VZ-)WU par fonctorialité du complexe de
Koszul. Les hypotheses de la question (4) sont encore trivialement vérifiées. Les complexes
de De Rham (hj_l)*Coo(V}) se recollent donc.

iii) La différentielle de De Rham d : DR"™(V;) — DR""(V;) est un morphisme dans la catégorie
abélienne des k-espaces vectoriels (pour tout n > 0). Elle est trivialement compatible avec
les morphismes de restriction. Il en découle (par (4).i) et le ii) précédent) que pour tout
i€3,d: (h").DR*(V;) — (h; ). DR**(V;) est dans Homy,, (DR*(M)|y,, DR*TH(M)y,).
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On vérifie facilement les hypotheses de la question (1). Il en découle qu’il existe un unique
morphisme d : DR*(M) — DR*™(M) recollant les différentielles de De Rham sur chaque
U;. De plus, par unicité, d*> = 0. C’est donc bien une différentielle.

Remarque 1. Sur la question 1 : On peut résoudre cette question de manieére tres rapide en util-
isant le résultat du cours que le préfaisceau U +— Hom(Fjy, G|iy) est un faisceau. En particulier,
d’apres la condition (S2) (voir le cours !), comme (X;);e5 est un recouvrement de X, il ex-
iste ¢ € Hom(F|yx,G|x) = Hom(F,G) (car F,G sont des faisceaux sur X) tel que ¢x, = ¢;.
L’unicité découle immédiatement de I’axiome de séparation (S1).

Sur la question 3 : On peut bien entendu, résoudre la question (3) sans faire appel aux limites
dans la catégorie des préfaisceaux (c’est dommage, mais peut étre instructif dans un premier
temps). Voici comment faire : soit V' C U deux ouverts de X ; le diagramme suivant, dans
lequel les fleches verticales sont données par les morphismes de restriction des faisceaux Fj, est
commutatif :

T[FxnD0) gHFi(Xij nU)
i3 (i) € ovu((si)ies) = (il )ied
ovu vy o ((sif)er) = (Sijlx, v iew

[[F(xinv) 25T 0 V)
1€J (i,5)€72

En effet (on rappelle que ¢;; commute avec les morphismes de restriction car c¢’est un morphisme
de faisceau.) :
vt o @ (sidiea) = v (i, o — P05 ) =

(Si|Xiij - gpij(sj\xijmv))(i,j)ey = (I)V((Sih/)iej) =®dyo O'VU((Si)iES)

On définit alors le morphisme de restriction : F'(U) Y (V) en complétant ce diagramme de la
manicre suivante :

0—— F(U) — [[FxinU) % [[F(X; nU)

' i€ (i,5)€7?
pPVU : ovuU U
y
0— F(V) — [[Fxinv) 2 [[FEEXG N V)
i€J (i,§)€T?

De plus si W C V C U sont trois ouverts de X on vérifie que pwy = pwyv © pyy grace au
diagramme commutatif suivant, dans lequel on remarque que owy = owy o oyy (on notera en
conséquence s|, = pyy(s)) :

En effet aw o pwy o pyu = owy oay opyy = owvooyyoay = owyoay = aw ° pwy Or aw
est injective donc pwyv o pvu = pwu-



On pourrait aussi directement invoquer un argument de noyau et conoyau dans la catégorie des
faisceaux. Mais il faut alors vérifier que le faisceau obtenu est bien celui noté F' dans I’énoncé.
L’argument est plus ou moins équivalent & ce qui a été fait dans la solution !

Exercice 3. Soit k un corps et X un espace topologique connexe tel que tout point de X admette
une base de voisinages connexes (on dit que X est localement connexe). Soit F' un faisceau de k-
espaces vectoriels localement constant sur X tel que pour tout x € X on ait F, ~ k. Montrer que si
I'X,F) # (0), alors F est constant.

Solution 3. Soit (X;);ey un recouvrement de X tel que pour tout ¢ € J, F|, soit constant, donc

Pi
F|, — kx, puisque (F] Xi)x > k.. Quitte & remplacer cette famille par la famille de toutes les com-

posantes connexes des X; (qui sont ouvertes car X est localement connexe), on peut supposer que
. ~ . I ) _1 . ~
pour tout ¢ € J, X; est connexe. On note p;; = Pilx,nx, © Sojlxmxj skxinx; — kxinx;-

Le point clé, découlant de la connexité de X, est que si U est un ouvert (non vide) de X alors
I'application de restriction F/(X) — F(U) est injective. Commengons par établir ce résultat.
On note U; = UN X, ; soit 0 € F(X), fi = ¢i(o|, ), T =0}, et pour tout i € T : g; = @i(7,.) = fij,

F(X)—————— [ Jkx, (X))
o+ (fi)ies ie3

o

Comme lapplication F(U) — HF(UZ-) o~ HkXi(Ui) est injective (car F' est un faisceau), pour
1€ €T

montrer 'injectivité de la fleche verticale de gauche, il suffit de montrer que la fleche horizontale du

haut composée avec la fleche verticale de droite est injective. C’est a dire que si pour tout ¢ € J, on a

gi =0, alors 7 = 0.

On remarque (par définition du faisceau kx,) que les applications kx,(X;) — kx,(U;) = kx,(X; NU)
sont injectives si U; = X; NU # () et nulle si U; = X; NU = (). Si on suppose que (g;)icy = 0, cela veut
donc dire que les seuls f; # 0 sont pour des i tels que U; = @) (car g; = fijun x,). On considere donc
naturellement J = {j € J, Uj =0et f; #0} et R={k €T, fr =0} et V= UU]- et W = UUk.
JEI ker

Comme on I’a vu ci-dessus, si Uy, f.

On a évidemment V U W = X avec V, W ouverts. De plus W # (), sinon pour tout : € J, U; = () et
donc U = (). En particulier & # (). Supposons que J # (), comme X est connexe, V NW # (. 1l existe
donc jo € J et kg € 8 tel que X, N X, # 0 et Fiolx, X, # 0 car fj, est une fonction localement

J0 0

constante non nulle sur X, qui est connexe, et X;; N X, # 0. Mais, par définition de &, f, = 0 et

donc ka\onﬁXkO =0. Or ij‘onkaO = Qjoko (fk0|Xj0ﬁXk0) d’olt une contradiction. Conclusion : J = 0.

D’out (rappelons qu’on a supposé que le produit (g;)ie; = 0), pour tout i € J, on a f; = 0. Par

injectivité de F(X) — H kx,(X;), on obtient 7 = 0 ce qui termine la démonstration de 'injectivité
1€J

de F(X) — F(U) pour tout ouvert non vide U.

Montrons enfin que F' est constant, plus précisément isomorphe au faisceau kyx. D’apres le cours
on a I'(X, F) ihom(kX,F ). Rappelons que ce résultat peut s’obtenir par adjonction: en effet,
comme kx = k:Xa est le faisceau associé au préfaisceau constant U +— k, on a hom(ky, F) =
hompgy i) (kx, F') = homy(k, F(X)) (la derniere égalité est par définition de kx). Donc si I'(X, F) #
0, il existe une application non nulle f : kx — F' induite par une section non nulle f : k — F(X). Il
reste a voir que f est un isomorphisme. Il suffit de le démontrer sur les germes. Or pour tout point
xz € X et tout ouvert connexe U 3 x, on a que f(U) : k — F(U) est non-nulle puisque F(X) — F(U)

8



est injective. On en déduit alors que f, : k = (kx ), — F; = k est injective (car tout point admet un
voisinage connexe). Pour des raisons de dimension (k est un corps), f, est un isomorphisme pour tout
x € X, d’ou f aussi.

Remarque 2. Une fois que 'on a prouvé que F(X) — F(U) est injective; on peut aussi terminer la
démonstration comme suit. On a obtenu que :

— F(X) ~ K car 0 # F(X) — F(X;) ~ K (ce dernier isomorphisme vient de ce que X; est
connexe et F|, =~ kx,).
— Pour tout ouvert connexe non vide U on a F(U) # 0 et donc il existe un isomorphisme 9y :
F(U) >k (Il suffit d’appliquer ce qu’on vient de prouver pour X & l'ouvert U).
— Pour tout couple d’ouverts connexes non vides V C U le morphisme de restriction
puv : F(U) — F(V)
est un isomorphisme, car il est injectif et F(U) et F(V) dont tout deux isomorphes a k. Par

contre cet isomorphisme n’est pas nécéssairement égal a ¢[_]1 o 1y a priori, donc ¥ n’est pas
nécéssairement un isomorphisme de faisceaux.

On modifie maintenant v pour obtenir un isomorphisme de faisceau Pour chaque ouvert connexe non
vide U on note ayy = ¢(U) o pyx oy (1) € k* si bien que pour tout couple d’ouverts connexes non
vides U C V on a un diagramme commutatif :

F(X) s s =——— kx(X)
pvx XaU Xay x1 x1
L
pox| F(V)—2 o™ ek (V) |
pUv x 2L x1
\ W [ /
FU)—Y— s fp——kx(U)

ce qui montre 'isomorphisme F' ~ kx.

Remarque 3. On a utilisé la propriété suivante: dans un espace localement connexe, les composantes
connexes sont ouvertes. Rappelons en une démonstration:

Soit U un ouvert de X et (U;);c5 ses composantes connexes ; on considére pour tout ¢ un point
x; € U; et V, un voisinage connexe de z; ; nécessairement V; C U; car V; est connexe, donc U; est un
voisinage de x; ; ceci montre que U; est un ouvert puisqu’il est voisinage de tous ses points.

Exercice 4. Soit X un espace topologique connexe et localement connexe. Soit A un anneau com-

mutatif unitaire. Montrer que si Ax — Ax est un isomorphisme de faisceau alors il existe a € A

inversible tel que pour tout ouvert U de X lisomorphisme Ax(U) MAX(U) soit la multiplication

par a.

Solution 4. Comme X est localement connexe, on peut recouvrir tout ouvert U de X par une famille
(Ui)iez, d’ouverts connexes (en prenant ses composantes connexes par exemple). Il suffit alors de
montrer qu’il existe a € A* tel que pour tout U ouvert connexe, ¢p est la multiplication par a. On a
alors Mx(U) = A. D'ou p(U) : A — A est de la forme ¢(U)(b) = ¢(U)(1).b. On note ay := p(U)(1).
Clairement, si ¢ est un isomorphisme si et seulement si a,, est un élément inversible de A. Comme X
est connexe, on a alors un diagramme commutatif :

A A(X) A(U)

— A
GXL ¢(X)J/ lw(U) l“U
A

A A(X) AU) ==

ce qui montre que pour tout ouvert U on a ay = ax = a € A.



Remarque 4. Une démonstration similaire montre le résutat plus général suivant :
Soit X un espace topologique connexe, localement connexe et A un anneau commutatif unitaire

et M un A-module. Si My —2 Mx est un morphisme de faisceau alors il existe f € homy (M, M) tel

que pour tout ouvert U de X le morphisme Mx (U) o) Mx (U) soit défini par s +— f o s.

Exercice 5. Soit X un espace topologique et Sy et Sy deux fermés de X tel que S1NSs = 0. On pose
S =51 US2. Montrer que kxs ~ kxs, ® kxs,-

Solution 5. Si F est un faisceau, comme les espaces considérés sont fermés, on a une suite exacte :
0 — Fs,us, — Fs, ® Fs, — Fs,ns, — 0, or S1 NSy = 0 donc Fg,ng, = 0 d’ou Iisomorphisme
Fg ~ Fg, @ Fg,.

Exercice 6 (Opérations sur les faisceaux). Soit f : X — Y une application continue et G, H €
Mod(ky) et F' € Mod(kx).

(1) Soit X =R%: Y =R et Z = {(z,y) € X, zy > 1}. On définit f : X — Y par f(z,y) = y.
Calculer fikxz.

(2) Soit Y =R et Z = {(z,y) € R?, zy > 1, = > 0}. On définit f : Z — Y par f(zx,y) = zy.
Calculer fikz.

(3) Montrer qu’il y a un isomorphisme naturel Homy,, (G, f.F) = f, Homy, (f'G, F) dans Mod(ky).
(4) Montrer qu’il y a un isomorphisme naturel f~(G @y, H) = f'G @4, f H dans Mod(kx).
Solution 6. (1) Z a deux composantes connexes qui sont fermées dans X :

Z* ={(wy) € ®RY2 ay 21} ot 2~ = {(zy) € (R)?, ay > 1)

donc fikxz = fikxz+ @ fokx 7. Rappelons que si S est un fermé de X, alors kxs = ig.is ‘kx

ol ig : S < X est I'injection naturelle. Or, par définition, i~ 'kx est le faisceau sur S associé

au préfaisceau U € Op(S) — lim kx(V) =2 lim kx(V) = lim kx(V), c’est a dire les
UCigl (V) UCT/F‘IS UzV

fonctions localement constantes sur U (le dernier isomorphisme provient du fait que la limite est

filtrante). Il en découle que is 'kx = kg et kxs = ig.ks.

Par ailleurs, si I est un intervalle ouvert de R, alors f~'(I) =R x I et on a :
U(I, fikxz+) =R x Lkxz+) =T(R x I) N Z 7, kz+).

(La derniere égalité résulte du fait que si S est un fermé de X alors kxg = jikg ol ig: S — X
est I'injection naturelle.) On voit facilement (faire un dessin) que (R x I)NZt =0si I C R™*
et que (R x I) N ZT est connexe sinon, donc :

OsiICcR™™

k sinon

T(RxI)NZ kg ) = {

On en déduit que fikxz+ = kyp+ ; on a aussi fikxz- = kyp- d'ou : fikxz = kyr- @ kyg+-

(2) On procede comme en (1) et on trouve fikz = ky[1 1o (bien faire attention qu'on suppose
désormais = > 0 et xy > 1; en particulier y > 0).

(3) Rappelons que homy, (G, f.F) = homy,, (f'G, F) oit homy, (A, B) désigne I'ensemble des mor-
phismes de faisceau (que I'on note avec un h minuscule au lieu d’un H en majuscule curviligne
pour le faisceau des morphismes de faisceaux !). Il est clair que pour tout U ouvert de Y,
(f«F)w = fiy— @), Fly-1 @) Par ailleurs pour tout V ouvert de ),

lim G(W)= lim GW")
Vil w) Ve Tt wcsHU)
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car la limite inductive considérée est filtrante et que tout ouvert W avec f~1(W) D V a un
morphisme de restriction vers W N U et f~'(W NU) D V. Il en découle que (f_lG)W =
f&ll(U)G‘U. D’ou, pour tout U C Y ouvert, on a un isomorphisme

homg,, , (G, (fF)w) = hom(kx),f,lw)((f_lG)\f—l(U), Fiy1))

naturel, commutant avec les restrictions de maniere évidente (tous les foncteurs considérés, sont
des morphismes de faisceaux) qui donne 'isomorphisme de faisceaux cherché.

(4) On commence par établir un morphisme naturel ¢ : f~! (G, H) — f_1G®kX f~1H. Le faisceau
la Qky [ “LH est le faisceau (sur X) associé au préfaiscean

B:Op(Y)>2U+~ lim G(V)®c lim H((W).
vcf=t(v) ucftw)

De méme, (G ®, H) est le faisceau (sur X) associé au préfaisceau A : Op(Y) > U
lim G((V)®; H(V). 1l est clair que l’application
vcf=t(v)

GV)®rHV)— lm GV)®; lim HW)
Ucf—1(V) Uucf—H(w)

induite par les morphismes naturels G(V) — li_r}n G\V)et HV) — li_I)n H(V) est un

ucf=4(Vv) ucf=4(Vv)
morphisme de préfaisceau. En passant aux faisceaux associés on obtient 1. Pour montrer que 1
est un morphisme de faisceaux, il suffit de le vérifier sur les germes. C’est a dire de montrer que
Vot (fTHGC Oy H))w — (f G @y £ 1H), est un isomorphisme pour tout 2 € X. Or, d’aprés
le cours, on a des isomorphismes canoniques [~ (G @, H))z = (G @4y H))f(z) = Gy @k Hy(r)
et de méme (f 1@ Ok f1H), = G f(@) @k Hy(y)- Il est clair, par construction de ¢ a partir de
la propriété universelle des limites et 'unicité des applications vers une limite inductive, que la
composition

~ Yo _ ~
G @k Hpwy — (fHG @ky H))o — (f'G ®py [T H)z — Gpp) @k Hywy
est l'identité. D’oll ¢, est un isomorphisme.

Remarque 5. Dans la question (3), on utilise implicitement que pour deux préfaisceaux F,G sur

Pshf Pshf
X,ona F'®,, G = (F ® G)* ou F* désigne le faisceau associé a un préfaisceau et ¥ @ G

est le préfaisceau U — F(U) ® G(U). Ce résultat provient par exemple de la suite d’isomorphismes
canoniques

Homy, (F* ®k, G* H) = Homy, (F* hom, (G H) = Homyg, (F* Hom(G,tx(H)))
= Hom(F,Hom(G,.x(H)))

12

Pshf
Hom(F ® G,ux(H))

Pshf
Homy, (F ® G)*, H)

I

ol on note tx : mod (kx) — Pshf(X) le foncteur oubli.

Exercice 7. Soient X etY deux espaces topologiques et f : Y — X une application continue, surjec-
tive telle que tout point de X admet un voisinage ouvert U tel que f_l(U) =ViuVset fy,: Vi—U
soit un homéomorphisme (i = 1,2). Soit k un corps.

(1) Décrire une application naturelle nat : kx — fiky .
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(2) Montrer qu’il existe un morphisme tr : f.ky — kx tel que tr onat = 21dy, . (Utiliser l’exercice
(3) En déduire que si k est de caractéristique différente de 2 alors il existe un faisceau de k-espace
vectoriel L sur X localement constant de dimension 1, tel que fiky ~kx ® L.

(4) Montrer que si Y est conneze, le faisceau L n’est pas constant.

(5) Construire un exemple. . .

Solution 7. (1) Pour tout ouvert U de X, kx(U) est 'ensemble des fonctions localement constantes
sur V. De plus fuky (U) = ky(f1(U)) est I'ensemble des fonctions localement constantes sur
f~H(V). On pose alors, pour tout s € kx(U), naty(s) = so f. C’est bien une fonction localement
constante sur f _1(U). Il est immédiat que cette construction induit un morphisme de faisceau
nat : kX — f*]{y.

(2) Par hypothése, X admet un recouvrement par des ouverts U; tels que f~H(U;) = Vit UVig et
Jiv. .+ Vij — U; soit un homéomorphisme. Pour fabriquer le morphisme tr il suffit de le définir
i,j

sur ces ouverts Uj. (On obtient tr par recollement grace a l'exercice 1.)

On a fiky (U;) = ky (Viq) x ky(Viz2) puisque Vi1 et Vo sont disjoints. Soit alors ¢ = (t1,t2) €
f«ky (Us) ;5 t1, to sont respectivements des fonctions (localement constantes) sur V; i, V2. On
pose tr(ty,t2) = t1 0 f;l 11 4+t 0 f‘z 12. On vérifie sans peine que cette construction préserve les
restrictions et induit un morphisme de faisceau.

Si s € kx(U;), on a alors tr onat(s) =tr(so f,so f) = 2s.

(3) Soit L = ker(tr). On déduit des 2 questions précédentes que la suite exacte 0 — L — fiky —
kx — 0 est scindée (en divisant nat par 2). Donc f.ky ~ kx @ L.
On utilise les notations de la question (2). On a Ly, = ker(ky |y, , ® ky|v,, — ku,)- Or, ky |y, , =
I l*kUi = ky, puisque fy; est un homéomorphisme. On en déduit aisément que Ly, ~ ky, donc

L est localement constant.

(4) On va utiliser 'exercice 2. On a L(X) = ker((fiky )(X) N kx (X)) = ker((ky)(Y) 5 kx (X))

(car f surjective). Si Y est connexe alors X l'est aussi et alors L(X) = ker(k X k) = 0 Donc L

n’est pas constant.

(5) X=Y=8"={2€C, |z| =1} et f: 2+ 2°
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