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Corrigé de la feuille de TD n°7 d’Algebre et Topologie
Un peu de cohomologie des faisceaux

Grégory Ginot

Dans cette feuille d’exercices, k désigne un corps et A un anneau.

Exercice 1. Soient X = Sl, X1, Xo et X3 trois arcs de cercle et Fy; = kx,. Nous supposerons que les
intersections X120 = X1 N Xg, Xozg = Xo N X3 et X371 = X3 N X, sont non vides et connexes et que
XiNXyNXs=0.

. . X xB X
Soient les morphismes p1o : F2|X12 —>F1‘X12, P23 : F3|X23 —>F2|X23, ©31 : F1|X31 —>F3|X31 avec
o, 8,7 # 0.
A . . xa' x 3 X'
De méme soient les morphismes ¢4 : Py, X, Fiy, hs - By, = Fol,, Ol Py, — By,
avec o/, 3,~" # 0.
(1) Dire pourquoi F' le faisceau sur X obtenu par recollement des F; a l'aide des morphismes p;; et
F’ le faisceau sur X obtenu par recollement des F; a laide des morphismes cpgj sont bien définis.
(2) Montrer que F ~ F' si et seulement si a3y = o' 3+
(8) Donner une condition nécessaire et suffisante sur o, 3 et vy pour que F soit un faisceau constant.
(4) Calculer la cohomologie H®(S!, F).

Solution 1. (1) Les morphismes ¢;;, ¢}, sont des isomorphismes puisque les constantes «, 3, ...,7
sont non nulles. Comme X1N X5, NX3 = (), il n’y a pas d’autres conditions & vérifier pour recoller
les faisceaux F;, F]’ .

(2) Commengons par la condition suffisante. On suppose qu’il existe un isomorphisme ¢ : F' — F’ ;
celui-ci induit alors des isomorphismes (locaux) ¢; : F|, — F|'X_ (1 = 1,2,3). Or, pour tout ¢,
ona:F, ~F~ kx, et FI/X ~ F; ~ kx,. De plus comme les X; sont connexes, localement

connexes, les morphismes ¢; sont des multiplications par des éléments a, b, c € k* (cf. la feuille
de TD précédente). Comme F' est donné par recollement, on a pour tout U ouvert (en notant,
comme d’habitude, U; =UNX; et U =UNX; N X;)

F(U) = ker (F1(U1) X FQ(Ug) X Fg(Ug) — F1(U12) X FQ(UQg) X Fg(Ugl)).

On a alors pour tout ouvert U un diagramme commutatif, dans lequel les lignes sont exactes :

0 F(U) Fl(Ul) X FQ(UQ) X F3(U3) Fl(Ulg) X FQ(UQg) X Fg(Ugl)

1 0 —ny
—a 1 0
a 0 O 0 -3 1 0 0
e(U) | 0 b 0 b 0
0 0 ¢ 1 0o - 0 ¢
—a! 1 0
0 -p
O4>F,(U) 4>F1(U1) X FQ(UQ) X F3(U3) Fl(Ulg) X F2<U23> X F3(U31)
a 0 —ay a 0 —cy'
On adonc | —ba b 0 |=|—-ad b 0 d’ott ba = ad/, B = b5 et ay =y ;
0 -8 ¢ 0 —bp’ c

il en résulte que abcaBy = abcd/ ' et aBy = o'y car abe # 0.



;. . !l ! . . . . 2 /
Réciproquement, si 'on a a8y = o/F'v" on construit un isomorphisme de faisceaux F — F

a l'aide du diagramme qui précede (par recollement une nouvelle fois) en prenant par exemple
1

o’

(3) D’apres le (2), F est constant si et seulement si a8y = 1 (car pour le faisceau constant kg1, on
aa=pF=y=1).

(4) On applique la suite exacte de Mayer Vietoris. On a la réunion d’ouverts S* = X;UJ ott I = XU
Xset XiNI = X9 H X31 en notant X;; = X;NX;. Remarquons que X, I, X;; sont contractiles
et que F est localement constant (par définition). En particulier H*(X, F) = H'({pt},F) = 0
pour ¢ > 0. La suite exacte de Mayer Vietoris donne donc une suite exacte

a b= — et c = 3. (Avec ce choix, le carré de droite dans le diagramme est commutatif).
e

0— HSY, F)— HYI,F)® H*(X,,F) — H*(X 15, F) ® H(X3,, F) — H'(S', F)
—-0—=0—-—0—H(SLF)—0—....

En particulier Hi>1(5’1, F) = 0. Remarquons que l'on a utilisé que Fxil1xs = Fxip © Fxgy
CommeXy, I, X;; sont contractiles, par invariance par homotopie, on a

k= H{pt},F)= H'(I,F) = H*(X,,F) = H* (X5, F) = H(X3,, F).

Comme la suite est exacte, on a aussi dim(H"(S!, F)) +2 = 2+ dim(H'(S',F)). SiaBy=1, F
est constant et H(S', F) = F(S') = k car S' est connexe. D’ott H'(S', F) = k pour i = 0,1 et
Hi>1(Sl,F) >~ (. Si afy = 1, alors F n’est pas constant, et comme S' est connexe, localement
connexe, F(S') = 0. D’ott H(S', F) = 0 pour tout i.

Exercice 2 (Faisceaux projectifs et plats). Soit A un faisceau d’anneauz unitaires sur X. On
va montrer que mod (A) n’admet pas assez de projectifs en général mais cependant suffisamment de
faisceaux plats.

(1) On suppose que P € mod (Zg) est un faisceau projectif sur l’espace topologique R. Montrer que
P est nul (on pourra considérer un morphisme naturel P — (Pr)r{z))-

(2) Soit F € mod (A) un faisceau abélien sur X. Pour tout U ouvert dans X et section s € F(U),
construire un morphisme naturel py s : Ay — F (on pourra construire Ay — F).

(8) Montrer qu’il existe P € mod (A) plat et un épimorphisme P — F. Rappelons que P est dit plat
si le foncteur P ® 4 — est exact dans mod (A).

(4) Soit 0 — P" — P — P" — 0 une suite ezacte de A-modules avec P et P" plats. Montrer que P’
est plat.

Solution 2. (1) Montrons que tout module projectif de mod(Zg) est nul. Par 1’absurde, supposons
P non nul. Alors il existe € R tel que P, # 0 (sinon le morphisme naturel P — 0 serait un
isomorphisme sur chaque germe, donc un isomorphisme). On a un morphisme naturel

Y
P — (Pr)r{e}-

En effet, par adjonction , il suffit de construire un morphisme naturel i{_xl}P — i{_;}(PZ)R ou
ifzy : {z} — R est I'injection naturelle (rappelons que (Pr)gr{s) = i{s}, © z'_zl}(Pa;)R). Comme la
faisceautisation est un foncteur, il suffit de constuire un morphisme de pré;aisceaux
lim P(V) — lim (P,)r(V) (2.1)
{z}CV {z}CV
naturel en V. Par définition la source de la fleche (2.1) est le germe P, et le but est le germe

((Py)R)z = Py (pour V' # 0). On peut donc prendre l'identité comme application naturelle
dans (2.1). Et ¢ : P — (Py)g{s} est définie par adjonction.
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Soit s, € ¥(P) — {0} C P, et un ouvert U, qu’'on peut prendre connexe (car R est localement
connexe) tel que P(U) # 0 et 0 # s, € y(P(U)) (on note ¢y : P(U) — limP(U) = P,

Papplication naturelle). Alors, de la commutativité du diagramme

) ML Py (U) 2 P,

LUl i:

Py — Py,

on déduit que ¥(U) # 0.

Soit maintenant V' un ouvert contenant x tel que V soit strictement inclus dans U. Comme V
contient z, on a un morphisme naturel v : (P;)rv — (Pr)r{z}- On voit facilement que v est un
épimorphisme en passant aux germes. On peut remarquer que, jusqu’a présent, nous n’avons pas
utilisé le fait que P est projectif. Considérons le diagramme

P

A

(Po)ry — (Po)r{z} —0

Si P est projectif, Papplication pointillée ¢ (faisant commuter le diagramme) existe. Or par
définition, (Py)ry(U) = lim Pr,(W) = 0 (car U n’est pas inclus dans V') ce qui contredit
Ucwev

©(U) # 0 puisque p(U) = v(U) o p(U). Conclusion : il n’y a pas de projectifs non nuls !

(2) Rappelons que Fyy = jgljU*F ou jy : op(U) — op(X) est le foncteur évident U DV — V C X.
En particulier (par adjonction) on a un morphisme naturel Fiy — F. Soit alors s € F(U). Alors
on a un morphisme naturel fs : Ay(U) = A(U) — Fy(U) de A(U)-modules défini par 1 4 = s.
Clairement, le diagramme

Ay (U) L= By (U)

I

Fory

Ay(V) —— Fy(V)

est commutatif pour tout V- C U. D’ot, f, induit un morphisme de faisceau ps 7 : Ay — Fyy — F.

(3) Soit P = @ Ay ou U décrit les ouverts de X (cette somme est donc infinie !). D’apres la
U,seF(U)
question (2) on a un morphisme naturel p : P — F qui est un épimorphisme puisque pour tout
U, ps,u(U) : Ay(U) — F(U) est surjective. Montrons que P est plat. Il suffit de montrer que
pour toute suite exacte 0 — M’ — M — M” — 0, la suite

0—=POAM - PROAM—-PuM —0
est exacte ce qui est équivalent a ’exactitude de la suite
0= (P4 M)y — (P4 M)y — (PRy M), —0

pour tout z € X. Or (P®4 N); X P, @4, Py et P, = EB A, est libre donc plat. On en déduit

que la deuxieme suite est exacte (et donc la premiere aussi).

(4) Remarquons tout d’abord que si P est plat, alors P, est plat pour tout z € X. En effet pour
toute suite exacte 0 — M’ — M — M” — 0 dans mod(A;), on a0 — My — My — M”x — 0
est exacte (puisque exacte en chaque germe par définition). Donc la suite

0—>P®AM§(—>P®AMX—>P®AM”X—>O
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est exacte puisque P est plat. En prenant le germe en x cela donne 'exactitude de la suite
0= Py @a, M' = Pp®a, M — Py @4, M" — 0

ce qui assure que P, est plat.

De plus, pour tout N € mod(A), P4 N — P”®4 N est un épimorphisme (puisque c’est déja le
cas au niveau du préfaisceau U — P(U)® N (U) et que le foncteur de faisceautisation est exact).
Soit alors 0 — M’ — M — M” — 0 une suite exacte de A-modules. On a donc un diagramme
commutatif

0 0 0

04>P,®AM/4>P/®AM4>P,®AM”4>O

0—POIUM —PRIy M —PRu M’ ——0

0 N P’? ®A M/ P77 ®A M P77 ®A M?7 0

0 0 0

dont les lignes du milieu sont exactes. Le lemme du serpent donne alors la conclusion si les
colonnes sont exactes. Vérifions que les colonnes sont exactes. Il suffit de le vérifier en chaque
germe. Cela résulte alors immédiatement du résultat suivant : Si (7 est un A-module plat et
0— Q — Q — Q" — 0 est une suite exacate, alors pour tout module M, la suite 0 — M Q" —
M®Q— M@ — 0 est exacte. Ceci est une conséquence immédiate de la longue suite exacte
en homologie associé au foncteur Torf‘(N , —) puisque Tor‘f‘(N ,Q7) =051 Q" est plat.

Remarque 1. Le résultat de la question (1) dit qu’on ne peut pas trouver de résolutions projectives
dans mod(A) en général (méme dans des cas simples). En particulier, on ne peut pas dériver les
foncteurs exacts a droite en général. En revanche les questions (3), (4) assurent qu’'on peut trouver
suffisament de modules plats dans mod(.A) et construire des résolutions plates. En d’autres termes il
y a assez ”d’injectifs” pour le foncteur — ® 4 N dans mod(.A) (voir le cours pour la terminologie et les
détails...). Cela veut dire qu’on peut quand méme dériver le foncteur produit tensoriel.

On peut remarquer que la preuve utilisée pour démontrer ce résultat est similaire a celle employée
pour les modules sur un anneau. On prend la somme directe de modules constant de rang 1 sur toutes
les sections de tous les ouverts de X !

Remarque 2. Dans la résolution de la question (1), on utilise notamment qu’un épimorphisme
F — @ de faisceaux ne vérifie pas nécéssairement que F(U) — G(U) est surjectif pour tout ouvert U
(contrairement au cas d’un préfaisceau). On utilise aussi que si z € X, alors i{_xl} (F) & F,; dans cet
isomorphisme on identifie le germe F, avec le faisceau qu’il définit sur 'espace topologique {z}.

Exercice 3. Soit L € mod(ky) un faisceau localement constant sur X de rang 1. On note L* =
Homy,, (L, kx) son faisceau dual.

(1) Montrer qu’il y a des isomorphismes naturels L* @y, L = kx et kx — Homy, (L, L).

(2) On suppose que X est connexe, localement conneze et L(X) # 0. Montrer que L est constant.

Solution 3. (1) On peut par exemple utiliser I'isomorphisme naturel
HOHlkX (Hoka (L, kx) ®kx L, kx) = HOka (HOka (L, kx), HOka (L, k)())
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Le morphisme identité fournit alors le morphisme naturel L* ®;, L — kx cherché. On montre
que c’est un isomorphisme en passant aux germes. Comme L est localement constant de rang 1,
pour tout z on a un ouvert U 3 z tel que Ljy = ky. On en déduit L; = (ky)* = k. D’ot, en
passant au germe en x, le morphisme L* ®;, L — kx devient

k‘@kk‘%L;@kng(L*@ka)x—)k‘

qui s’identifie & 'isomorphisme naturel k ®; k = k.

On a de plus un morphisme de kx-modules donné par k, > 1 — Id; € Homy, (L,L). Au
niveau de chaque germe ce morphisme est 'application k — homg(k, k) réalisant I'isomorphisme
naturel. C’est donc aussi un isomorphisme au niveau des faisceaux.

(2) C’est un corollaire immédiat de l’exercice 2 de la feuille de TD numéro 6.

Exercice 4. Soit S" la sphére unité de R™™.
On pose Z; = S™ N (R"x] — 00,0]) et Zo =S" N (R™ x [0, +00[).
(1) Montrer que Zy et Zy sont contractiles et que Z1 N Zy = S™ 1 pour n > 1.

(2) Soit k un corps commutatif ; calculer par récurrence sur n les modules H? (S™, ksn) pour n >0 et
i>o.

(3) Calculer H(S™, Zgn) pour n >0 et j > 0.

(4) Invariance du domaine : Montrer que R™ \ {0} est homotope & S". En déduire que R™ est

homéomorphe a R? si et seulement si n = p.

Solution 4. (1) Un dessin est tres utile pour comprendre cette question ! Pour tout (x1,...,Zn41) €

S C R"™ onax,y = ty/at 4+ ad et 0 < 2% + -+ 22 < 1. En particulier il y a une

unique solution sur Z; et sur Zs. On en déduit immédiatement que la projection de R sur R”
définie par (x1,...,Zn, Tns1) — (21,...,2,) induit des homéomorphismes de Z; et Z, avec la
boule unité fermée de R™ qui est contractile (on espére que c’est évident pour le lecteur), donc
Zy et Zy le sont aussi, et on a Z1 N Z =S™" N (R" x {0}) = st {0} = snL,

(2) On va bien sur appliquer la suite exacte de Mayer-Vietoris (pour deux fermés). Remarquons
d’abord que pour tout n > 1 on a :

— H°(S", kgn) ~T(S", kgn) = k car S™ est connexe.

— HY(s™, ksn z,) ~ T(S", ksn z,) car Z; est fermé et I'(S", kgn z,) ~ 1'(Z;i, kz,) = ket HI(S™, ksn z,) =
0 pour j > 1 car Z; est contractile (i = 1,2).

— pour tout j >0 : Hj(S",kSman) ~ HI (S, kgn-1).

De plus :
— 8% = {—1,+1}, donc H(S®, kgo) ~ (S, kgo) = k% et H?(S°, kgo) = 0 pour j > 1.

— Pour n =1 on a la suite exacte
00— kst —> kg1 7, ® kg1 7, — kg1 50 —=0

dont la suite longue de cohomologie associée est

H (4




et de laquelle on déduit que H(S!, k1) ~ k et H?(S', ks1) = 0 pour j # 0,1. On remar-
quera que les fleches de la premiéres lignes sont obtenues en remarquant que la restriction
kx(U) — kx (V) pour deux ouverts connexes V' C U est l'identité.

— Pour n = 2 on a la suite exacte
0——kge —ks2 7, ® kg2 7, —= kg2 51 ——=0

dont la suite longue de cohomologie associée est

. p W) 1y
<—>HIS  ke2) 0 k
<—>H2S  kg2) 0 0 )
L>H3 S2 ko) ——= 0

et de laquelle on déduit que H*(S?, kg2) ~ k et H(S?, kg2) = 0 pour j # 0, 2.
Par une récurrence facile, on trouve ainsi que H"(S", ksn) ~ k et H?(S™, kgn) = 0 pour j # 0, n.

(3) Le lecteur aura surement remarqué que la démonstration précédente marche pour tout faisceau
constant Agn oul A est un anneau quelconque. En effet, le seul point est de calculer les conoyaux
des premieres lignes de chaque suite exacte, ce qui est immédiat vu que les applications sont
explicites et tres simples. Donc, de la méme maniere, on trouve que H O(S", Zgn) ~T(S", Zgn) =
Z, H"(S", Zsn) ~ 7 et H?(S"™,Zgn) = 0 pour j # 0,n.

(4) Lapplication S"~*x]0, +oo[— R™\ {0} telle que ((z1,...,2y,),t) — (tz1,...,tz,) est un homéo-
morphisme (sa réciproque est x — (z/||z[,||z|])). Or |0, +oo[ est homotope & un point, donc
S"1x]0, +00[ est homotope & S*~! et il en donc de méme pour R™.

Si R™ est homéomorphe & R alors R\ {0} est homéomorphe & RP\ {0} donc S"~! est homotope

4 SP~! mais alors les modules de cohomologie des faisceaux kgn-1 et kgp—1 sont isomorphes.
D’apres le résultat de la question (2), ce n’est le cas que si n = p.

Remarque 3. Le théoreme d’invariance du domaine est un résultat tres naturel, difficile & démontrer
sans cohomologie. Remarquons qu’il implique que si deux ouverts U C R" et V' C R? sont homéomorphes
alors n = p (la réciproque est vraie si on les suppose de plus convexes). En effet, tout ouvert contient
un ouvert convexe de R™ et un tel ouvert est homéomorphe a R"...

Exercice 5. Soit X l'espace topologique formé de la réunion des arétes d’un tétracdre de R? Soit A
un anneau commutatif unitaire. Calculer H? (X, Ax) pour j > 0.

Solution 5. On note A, B, C, D les sommets du tétraedre T. On écrit T' comme réunion des 2 fermés
Z1 =[A,BJU[B,C]U[C,D] et Zy = [B,D|U[D, AJU[A,C]. Ona Z1NZy = {A, B,C, D}. Le complexe
de Cech associé a cette réunion de fermés est le complexe de faisceau

Arz:  0—Argz ® Az, — A1 2002, — 0. (5.1)

Le complexe de Cech A7 z est quasi-isomorphe au fasiceau A7 (voir le cours; il est bon de se rapeller

que le complexe de Cech est une sorte de complexe de Koszul...). En particulier sa cohomologie est celle
de T. Comme les fermés Z; et Z5 sont contractiles et que les composantes connexes de Z1 N Zs le sont
aussi, les faisceaux du complexe AJ, z ont leur cohomologie concentrée en degré 0 (par le Théoreme
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d’invariance par homotopie). Il en résulte que la cohomologie H?(T, Ar) est égale au j-éme module
de cohomologie du complexe I'(T, A7 z)

0 I F(Ta AT,Zl) @ F(T7 AT,ZQ) L F(T7 AT,ZlﬁZQ) —_— O

Cependant : I'(T', At z,) = I'(Z;, Az,) = A car Z; est connexe (i = 1,2),I'(T, A1 z,nz,) = I'(T, AT,{AB,C,D}) =
I'({A,B,C,D}, Aiapcpy) = A" et

1 -1
1 -1
M= 1 -1
1 -1

— Ona: HYT, A7) ~T(T, Ar) = A.
— On a aussi: H/(T, Ar) ~ HY(I(T, AY z)) =0 pour j > 2.

Le fait que M soit de rang 1 ne suffit pas a déterminer son conoyau car un Z-module peut avoir une
composante de torsion. Cependant on remarque que im M est un A-module libre de rang 1 engendré
par le vecteur (1,1,1,1) € A*. On peut compléter en une base de A* :

{(1,1,1,1);(0,1,0,0); (0,0,1,0); (0,0,0,1)}.
On obtient ainsi H(T, Ar) ~ H*(T(T, A% z)) ~ coker M ~ A3,

Remarque 4. L’idée ici est de remplacer le faisceau Ap par un complexe de faisceau (le complexe
de Cech) associé a un recouvrement fermé de T'. Bien sur cette procédure n’est efficace que si on peut
choisir les fermés de maniére ¢ que chaque composante du complexe de Cech soit aisée & calculer.
Ici, et c’est souvent ce qu’on essaie de faire en pratique, on a pris des fermés contractiles. On peut
remarquer que 7" est homotope a un ”trefle”, c’est a dire une réunion de 3 cercles avec un point en
commun.

Exercice 6. Soit w = exp(2in/3) € C, X; [’espace topologique formé de la réunion des arétes du
triangle de sommets 1, w et w?, Xy lespace topologique formé de la réunion des arétes du triangle de
sommets —1, —w et —w2, et X = X7 U Xo.

(1) Soit k un corps commutatif ; calculer H? (X, kx) pour j > 0.
(2) Calculer H(X,Zx) pour j > 0.

Solution 6. On raisonne comme dans ’exercice précédent en écrivant X = Z; U Zy avec :

« oM

L’intersection de Z; et de Z3 est formé de 8 points (marqués par des sur la figure). On trouve

alors : HO(X,Ax) = A, HY(X,Ax) ~ A" et H/(X,Ax) = 0 pour j > 2.

Remarque 5. Le lecteur pourra se convaincre que la cohomologie de ce type d’espace topologique
dépend uniquement du nombre de “trou(s)” visible(s) dans le dessin plan (3 trous pour l'exercice
précédent et 7 trous pour celui-ci).



Exercice 7. Soit T = S x S' un tore plongé dans R® et P = S' x D? le tore plein dont T est le bord.
1) Calculer les groupes de cohomologie H*(T,7) et H*(P,Z).

2) Soit f: T — T et g: P— P deur homéomorphismes. Décrire H*(f) : H*(T,Z) — H*(T,Z) et
H*(g) : H*(P,Z) — H*(P,7Z). En déduire une condition nécéssaire (de nature cohomologique)
pour qu’un homéomorphisme f : T — T s’étende en un homéomorphisme de P.

3) Soit f : T — T un isomorphisme du Tore (en tant que groupe topologique). En utilisant la question
2), donner une condition nécéssaire et suffisante pour que f s’étende en un homéomorphisme
de P.

Solution 7. 1) C’est immédiat en appliquant la formule de Kiinneth a coefficients dans un anneau
(cf. ci-dessous). Comme la version utilisée n’est pas dans le polycopié, on donne aussi une autre
démonstration. Commencons par la cohomologie de P. Comme D? est contractile, P est homo-
tope & St, d’ott H(P,Z) = 0 pour i > 0 et isomorphe & Z si i = 0, 1.

Pour calculer H*(T,Z), on peut soit utiliser Mayer-Vietoris ou appliquer le complexe de Cech
comme pour le calcul de S'. Dans le cas présent, le complexe de Cech donne lieu & des calculs plus
compliqués. Il vaut donc mieux appliquer Mayer-Vietoris pour les fermés obtenus en ”tranchant”
le Tore en deux cylindres (ou en considérant les calottes supérieures et inférieures, ce qui donne
les mémes calculs). C’est fait en détail dans le polycopié; on va rappeler ce qui nous sera utile.
On note C7 et (s les deux cylindres se recollant pour former le Tore. Leur intersection C7NCs est
une union disjointe de deux cercles Sy, So (on peut supposer que S; = {0} xS' et Sy = {1/2} x5!
si on identifie St avec R/Z). A ce stade, il est indispensable de faire un dessin pour comprendre
ce qui se passe ! Chaque C; est homotope a chaque S;. On en déduit que la suite exacte courte
de fermés donnant lieu a la longue suite exacte Mayer-Vietoris peut se reécrire sous la forme :

11 1 -1
11 1 -1
0—>ZT — Zsl @Zsl — Zsl @Zsl — 0
Dans le terme du milieu (respectivement le terme de droite) les facteurs de Zg1 @ Zg: corre-
spondent & C} (respectivement S') pour le premier et Cy (respectivement So) pour le deuxieme.

C’est une bon exercice de se convaincre que cette suite est bien une suite exacte de faisceaux sur
T. De la connexité de T',S;,C; et de la suite de Mayer-Vietoris pour les fermés on déduit une

longue suite exacte
1 -1 1 -1
1 -1 1 -1
0 Z—ZdZ " — ' ZOL —HYT,2)—28Z = — ' Z&Z—H*(T,Z)—0— ...
On en conclut que
HYT,72)=27, HNT,Z)=7&7Z,  HXT,Z)=Z,  H7”*T,Z)=0.

Il faut faire attention que, pour le calcul de H 1(T ,Z), exactitude de la suite de Mayer-Vietoris
nous donne une suite exacte courte

1
1

— 1 -1
— 1 -1

OHchoker(i

>HH1(T7Z)err( >%ZHO.

Cette suite est nécéssairement scindé d’apres le théoreme de structure des groupes abéliens de
type fini (on peut aussi remarquer que, Z étant projectif sur lui-méme, Ext!(Z, Z) 2 0 et utiliser
le Devoir 2). En particulier, les deux facteurs directs du groupe H 1(T ,Z) sont engendrés par la

section globale (1,0) € H(S',Z)o HY(S',Z) 2 Z®Z et (1,1) € HY(SY, Z)e H'(S',Z) = ZoZ.

Notons que l'on a deux projections p1,ps : T = S' x S — S données respectivement par
(u,v) — u et (u,v) — v qui induisent donc des morphismes H'(p;) : H(S',Z) = 7Z —
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HY(T,7) = Z&7Z. Par construction, po(T) = S*, d’ot1 on déduit (apres un calcul pas si compliqué)
par fonctorialité de la suite exacte de Mayer-Vietoris que H'(ps) est I'inclusion du second facteur
x — (0,2) et H'(p;) l'inclusion dans le premier facteur. Cette remarque est en fait immédiate
si on utilise la fonctorialité de la formule de Kiinneth.

2) Si f: T — T est un homéomorphisme, alors H*(f) : H*(T,Z) — H*(T,Z) est un isomorphisme
(de groupes abéliens). Donc HY(f) : Z — Z et H*(f) : Z — Z sont la multiplication par 1.

Z ) vérifiant ad — bc = 1. De

méme H%!(g) = 1. De méme, la permutation 7 : (u,v) — (v,u) des facteurs de T = S' x S!
induit Papplication H'(7) : Z? — Z* qui est aussi la permutation des facteurs (z,7) — (y, z).

En revanche H?(f) : Z? — Z? est donnée par une matrice ( z

Remarquons que l'on a une injection i : T < P et que, de plus, la projection p; : T — S' se
; Id,0 .
factorise sous la forme T —— P = S x D? (ﬁ) St Comme D? est contractile, on a vu que

H*((1d,0)) : H*(S*,Z) — H*(S' x D?) est I'identité et il suit de la remarque & la fin de la
question 1) que H'(i) : Z = HY(P,Z) — HY(T,Z) = Z & Z est l'inclusion z + (z,0)dans le
premier facteur.

Si f:T — T s’étend en un homéomorphisme g du tore plein P (c’est a dire g7 = f), alors on a
un diagramme commutatif

H'(f)

H\T,7) =72 HY\(T,7) =72 (7.1)
Hl(i)T THl(i)
1
mprzy~z—"Y L ppn =z

ott H'(g) = £1. On en déduit que la matrice de H'(f) est de la forme ( b > oua,d = =*1

a

0 d
(en d’autres termes est nécéssairement triangulaire supérieure).

3) Un isomorphisme de groupe topologique du tore ' = S xSt >~ R? / 7?2 est donné par un élément de
GLy(Z), c’est a dire une matrice a coefficients entiers, qui a un inverse a coefficients entiers. Plus
précisément, il sécrit sous la forme (u,v) — (iu+ jv, ku+lv) ou i, j, k,l € Z et il — jk = +1 (et
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u,v € R?). D’apres la question 2), il suffit de vérifier que H'(f) = < j pour montrer que

k
l
si f s’étend a P, alors j = 0 (et alors, a,c = +1). Réciproquement, si j = 0, alors le morphisme
f s’étend & P sous la forme g(u,v,p) = (iu, ku + lv, p) (on a identifié D? via les coordonnées
polaires (v, p)); il faut faire attention que v n’est pas défini pour p = 0, mais cela n’est pas génant

dans la formule, puisque précisément b = 0. Il est immédiat que g est continue et que c’est un

1 k 1
homéomorphisme (son inverse étant de la méme forme (u,v, p) — (-u, ——u + -v, p)).
i ij

l
Montrons donc que H'(f)(x,y) = (iz + ky,jx + ly). Le résultat découle du fait que I'on a
un morphisme of : Zp2 — Zp2, qui envoie une fonction localement constante s : U — Z
sur un ouvert U sur la fonction localement constante s o f : f~'(U) — Z. On en déduit le
résultat en appliquant ce morphisme dans la suite exacte courte induisant la suite de Mayer-
Vietoris; on rappelle que, comme f est un homéomorphisme, on a un isomorphisme de foncteurs

=0

Quelques rappels de cohomologie des faisceaux :

Voila quelques remarques et notations issues du polycopié du cours. Soit A, un anneau unitaire, X
un espace topologique. Pour tout ouvert U dans X, le foncteur I'(U, —) : mod(Ax) — mod(A) (défini
par F — F(U)) est exact & gauche. En particulier il admet des foncteurs dérivés a droite R'T'(U, —).
On note simplement H (U, F) = R'T'(U, F). En particulier H*(X, F) est appellé la cohomologie de X
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a valeur dans le faisceau I'. On s’intéressera surtout au cas ol F' = Ax est le faisceau constant. On
appelle simplement cohomologie de X les groupes H*(X, Ax) qu'on abrégera parfois sous la forme
H*(X) (quand A est donné sans ambiguité). Les groupes de cohomologie d'un faisceau satisfont
plusieurs propriétés importantes (qui permettent notamment de les calculer) :

Calcul de H°. On a H°(U, F) = R'T(U, F) = F(U) par définition des foncteurs dérivés.

Invariance par homotopie. Si f : X — Y est une équivalence d’homotopie (on dit que X et YV
sont homotopes) et F' € mod(Ay) est un faisceau localement constant sur Y, alors il y a un
isomorphisme naturel H*(X, f~1F) = H*(Y, F). Rappelons que F : X — Y est une équivalence
d’homotopie si il existe g: Y — X telle que fog:Y — Y et go f: X — X sont homotopes a
I'identité. Tant qu’a faire, rappelons que deux applications hg, hy : X — Y sont homotopes si il
existe une application continue H : X x [0,1] — Y telle que H(—,0) = hg et H(—,1) = hy.

Cohomologie des espaces contractiles. Un espace est dit contractile s’il est homotope a un point
{}. En particulier, si X est contractile, on a H’>%(X, Ax) =0 et H'(X,Ax) = A.

Mayer Vietoris pour des fermés. Rappelons que pour tout faisceau F et Si, S5 deux fermés de

X, on a une suite exacte courte de faisceaux 0 — Fyg,us, EN Fg, @ Fyg, EN Fsns, — 0 ou f est
donné par les deux morphismes naturels Fs,us, — Fs, et g = 81 — B2 avec 3; : Fs, — Fg,ns,
I’appplication naturelle induite par la restriction. Cette suite exacte induit une suite exacte
longue en cohomologie qui s’écrit

- — H7(S1U Sy, Fig,us,) — H’(S1, Fls,) ® H(S2, Fig,) — H? (51N S2, Fig,ns,)
— Hj+1(51 U SQv-F]SlLJSz) — ...

Mayer Vietoris pour des ouverts. De maniere duale, pour tout faisceau F' et Uy, Uy deux ouverts

de X, on a une suite exacte courte de faisceaux 0 — Fy7,nu2 4, Iy, @ Fy, EN Fg,us, — 0 et une
suite exacte longue en cohomologie

- — HI(UyUUy, F) — H (U, F) ® H (Uy, F) — H(U; N Uy, F)
— HjJrl(Ul UUQ,F) — ...

Complexe de Cech. Soit S = (S1,...,S,) un recouvrement de X par des fermés. On a une suite
exacte de complexes

0—Fx -Fd—Fs—... - F2—0—-0... (7.2)

ot Ff .= @ Fs;o 1. 50650 N -+ A ejy. La différentielle FE — §+1 est l'application
1<jo<gi<<jr<n

n
T ej, N\ Aejy Zpsjojl.ujka(x) €jo N ---ANej, Aaou PSigiq.iga - stojlmjk - stojl‘.‘jka est le
a=1
morphisme naturel de restriction.

En particuler I'exactitude de la suite (7.2) dit que la cohomologie de X & valeur dans F' est la
méme que celle de X a valeur dans le complexe de faisceau Fg — F‘% — .... Un cas pratique tres
utile est le suivant : si la cohomologie de chaque Sj,.. ;, a valeur dans F o1 ik est concentrée
) = 0) alors le j*™¢€ groupe de cohomologie

3 3 P N . j>0 . .
en degré zéro (c’est a dire H (SJO'“JWF]SJ‘O..J;C

H(X,F) est donné par le jiéme groupe de cohomologie du comple de A-modules
HY(X,FQ) — H(X,F}) - H'(X,F2) — ...

Ce cas se produit par exemple si F' est un faisceau constant et chaque Sj ;.. j, est contractile
(ou une union disjointe de sous-espaces contractiles).
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Formule de Kiinneth Soit A un anneau commutatif unitaire, M, N des A-modules. Soient X,Y
deux espaces admettant des recouvrements finis par des fermés (5;);cr satisfaisant la propriété :

(F): Pour tout sous-ensemble (fini) J = ji,...,jkx C I, Sy = Sj,,..j, est une union disjointe
finie de contractiles.

Alors on a, pour tout n > 0, une suite exacte courte :

0— P H (X, Mx)®@4H/ (Y, Ny) 5 H"(XxY,M@aNxxy) — @) Tor{(H*(X, Mx), H (Y, My)) — 0
i+j=n k+l=n—1

fonctorielle en X, Y.

En particulier, si A est un corps alors, on a un isomorphisme naturel H*(X, Mx)® s H* (Y, Ny) RN

H*(X xY,M®aN xy). Bin entendu, ce résultat reste vrai si H'(X, My) (ou H'(Y, Ny)) est
A-plat pour tout i > 0. De plus si N = M = A, alors M®4 N = A. L’hypothese (F) est par
exemple satisfaite par tout (espace homotope & une) variété compacte. Elle est 1a pour s’assurer
que les groupes d’homologie (et non pas cohomologie; oui on a pas vu en classe qui sont ces
groupes) de X, Y sont finiment engendré en tout degré.
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