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Exercice 1. Dans cet exercice on considére le produit tensoriel de Z-modules.
1. Montrer que Z/2Z @ 7/ TZ = 0.

Montrer que /27 @ /67 = 7Z/2Z.

Montrer que Z/37 ® 7./37 = 7./ 37

Montrer que si un groupe abélien G est de torsion alors G @ Q est nul.

A

Réciproquement montrer que si un groupe abélien de type fini G vérifie G ® Q = 0 alors G est
de torsion (on pourra utiliser le théoréme de structure des groupes abéliens).

Exercice 2. Soit k un anneau commutatif unitaire. Soit (ai,...,a,) une famille génératrice d’un
k-module de type fini A et (by,...,bn) une famille génératrice d’un k-module de type fini B.

1. Montrer que la famille des {a; ® b;} (i = 1...n,5 = 1...m) est une famille génératrice du
k-module A ®; B. En déduire que A ® B est de type fini.

2. On suppose que les familles sont libres. Montrer que A Qi B est un k-module libre isomorphe a
E™™ et que la famille {a; ® b;} en est une base.
Exercice 3. Soit A un anneau commutatif unitaire, B une A-algebre commutative et M un A-module

a droite.

1. Montrer qu’on peut munir B ® 4 M d’une structure de B-module a gauche par la formule
x * (Z bi ®a mi) = Zﬂ?bi ®a m;.

2. Montrer que si M est de type fini (resp. libre de type fini) sur A, alors B®4 M est de type fini
sur B (resp. libre de type fini). On pourra utiliser l’exercice précédent.



